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В работе представлен подробный и систематический анализ сходимости метода конечных
элементов при моделировании распространения упругих волн в анизотропных средах, обладаю-
щих ортотропной симметрией тензора упругости. Пространственная дискретизация основана на
применении метода конечных элементов с квадратичными базисными функциями P2 на неструк-
турированных тетраэдральных сетках, что обеспечивает гибкость при работе со сложными гео-
метриями. Для интегрирования по времени используется схема Ньюмарка с параметрами β =
= 0,302, γ = 0,6; при этом выбор именно этой схемы не оказывает влияния на пространственную
сходимость, которая является предметом настоящего исследования.

Анализ сходимости выполнен на тестовой задаче с гладким локализованным начальным
импульсом в полупространстве с граничными условиями свободной поверхности. Начальные
условия подобраны таким образом, что решение остается гладким, а импульс не достигает гра-
ниц расчетной области до момента сравнения решений. Это позволяет исключить влияние ап-
проксимации граничных условий на исследуемую сходимость и сосредоточиться исключитель-
но на пространственной составляющей погрешности. Серия вычислительных расчетов проведе-
на на шести последовательно сгущающихся неструктурированных сетках с числом тетраэдров
от 39 728 до 372 904. Сравнение производилось с эталонным решением, полученным на суще-
ственно более мелкой сетке, что обеспечивает достаточную точность референсных данных. Для
корректного вычисления нормы разности решения на всех сетках проецировались на единую
грубую пространственную сетку.

Установлено, что порядок сходимости в норме L2 составляет 2,314 при использовании ме-
дианной длины ребра тетраэдров в качестве характерного размера сетки и 2,878 при использо-
вании обратного кубического корня из числа элементов. Полученные значения свидетельствуют
о хорошей сходимости реализованной численной схемы и подтверждают корректность предло-
женного подхода.

Ключевые слова: метод конечных элементов, сходимость, упругие волны, анизотропные
среды
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The paper presents a detailed and systematic convergence analysis of the finite element method
for modeling elastic wave propagation in anisotropic media possessing orthotropic symmetry of the
elasticity tensor. Spatial discretization is based on the application of the finite element method with
quadratic basis functions P2 on unstructured tetrahedral meshes, which provides flexibility in handling
complex geometries. For time integration, the Newmark scheme with parameters β = 0.302, γ = 0.6 is
used; however, the choice of this particular scheme does not affect the spatial convergence, which is
the subject of the present study.

The convergence analysis is performed on a benchmark problem with a smooth localized initial
pulse in a half-space with free-surface boundary conditions. The initial conditions are chosen such
that the solution remains smooth and the pulse does not reach the boundaries of the computational
domain until the moment of solution comparison. This allows one to eliminate the influence of
boundary condition approximation on the studied convergence and to focus exclusively on the spatial
component of the error. A series of computational calculations is carried out on six successively refined
unstructured meshes with the number of tetrahedra ranging from 39 728 to 372 904. The comparison is
performed against a reference solution obtained on a substantially finer mesh, which ensures sufficient
accuracy of the reference data. To correctly compute the norm of the difference, the solutions on all
meshes were projected onto a common coarse spatial mesh.

It is established that the convergence order in the L2 norm is 2.314 when using the median edge
length of tetrahedra as the characteristic mesh size, and 2.878 when using the inverse cube root of the
number of elements. The obtained values indicate good convergence of the implemented numerical
scheme and confirm the correctness of the proposed approach.
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Введение

Задачи моделирования распространения упругих волн в деформируемых твердых телах за-
нимают центральное место в механике сплошной среды и имеют широкий спектр приложений:
от сейсмологии [Petrov et al., 2017; Golubev et al., 2017] и аэрокосмической инженерии [Davies,
Olsson, 2004; Georgantzinos et al., 2023] до биомеханики [Beklemysheva et al., 2015] и неразру-
шающего контроля композитных материалов [Zhou et al., 2017; Aksenov et al., 2024]. Особый
интерес представляют анизотропные среды, которые благодаря своим уникальным физико-ме-
ханическим свойствам все чаще используются в ответственных конструкциях. Однако именно
анизотропия существенно усложняет как аналитическое, так и численное исследование волно-
вых процессов, что обусловливает необходимость разработки и тщательной верификации специ-
ализированных вычислительных подходов.

Ранее [Smirnov, Vasyukov, 2025] был предложен численный подход для моделирования
распространения упругих волн в композитных структурах, основанный на комбинации метода
конечных элементов и схемы Ньюмарка. Данный подход показал свою эффективность при ре-
шении практических задач, однако вопрос сходимости метода остался за рамками указанного
исследования. Восполнение этого пробела является целью настоящей работы.

Современные подходы к численному моделированию волновых задач можно условно раз-
делить на несколько групп. Сеточные методы, такие как метод конечных разностей и сеточный
характеристический метод [Vasyukov, Smirnov, 2023; Vasyukov, Petrov, 2018], хорошо зарекомен-
довали себя в сейсмологии и при решении задач с разрывными решениями. Метод разрывных
методов Галёркина высокого порядка [Dumbser, Käser, 2006] обеспечивает высокую точность, од-
нако требует значительных вычислительных ресурсов. Спектральные методы [Igel, 1999] эффек-
тивны для задач с гладкими решениями на регулярных областях, но их применение к сложным
геометриям ограничено.

Метод конечных элементов [Zienkiewicz et al., 2024] остается одним из наиболее универ-
сальных инструментов благодаря своей гибкости при работе со сложными геометриями и раз-
нообразными граничными условиями. Для интегрирования по времени в задачах динамики кон-
струкций широко используется семейство схем Ньюмарка [Newmark, 1962], которое включает
как явные, так и неявные варианты. Описываемый метод, представляющий собой комбинацию
МКЭ и схемы Ньюмарка, находит широкое применение в инженерной практике [Zimmermann,
1987]. Анализ сходимости этого подхода остается довольно сложной задачей, тем не менее су-
ществуют теоретические оценки сходимости для модельных задач, схожих с рассматриваемой
в данной работе [Kumar et al., 2023; Bradji, Fuhrmann, 2014].

1. Математическая модель

Рассмотрим задачу о распространении упругих волн в деформируемом твердом теле.
В рамках теории малых упругих деформаций математическая модель может быть представле-
на в виде системы уравнений движения и определяющих соотношений [Bedford, Drumheller,
2023; Седов, 1994]:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρüi =
∂σi j

∂x j

+ fi,

σi j = Ci jklεkl,

εkl =
1
2

(
∂uk

∂xl

+
∂ul

∂xk

)

.

(1)
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Здесь ρ — плотность среды, ui — компоненты вектора перемещений, σi j и Ci jkl — компоненты тен-
зоров напряжений и упругости соответственно, fi — компоненты массовой силы, действующей
на единицу объема. По повторяющимся индексам подразумевается суммирование.

Для анизотропных материалов, рассматриваемых в данной работе, тензор упругости в мат-
ричной форме (нотация Фойгта) имеет вид [Новацкий и др., 1971]

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2)

Система (1) решается в пространственной области Ω с границей ∂Ω на интервале вре-
мени [0, T ]. В данной работе рассматриваются только граничные условия типа Неймана (сво-
бодная поверхность), поэтому модификация системы для условий Дирихле не требуется. Для
полноты изложения отметим, что при наличии условий Дирихле система (6) модифицируется
стандартным способом: соответствующие строки и столбцы вычеркиваются, а в правую часть
добавляются известные граничные значения. Начальные условия имеют вид

�u(0, x, y, z) = �u0(x, y, z), �̇u(0, x, y, z) = �v0(x, y, z). (3)

2. Численный метод

2.1. Пространственная дискретизация

Для численного решения системы (1) применяется метод конечных элементов [Zienkiewicz
et al., 2024]. Искомое векторное поле перемещений u(x, y, z, t) = (u1, u2, u3) представляется
в виде

uk,h(x, y, z, t) =
J∑

j=1

sk j(t) · φ j(x, y, z), k = 1, 2, 3, (4)

где J — число базисных функций, φ j — скалярные базисные функции, sk j(t) — неизвестные коэф-
фициенты.

Слабая формулировка задачи получается после умножения исходных уравнений (1) на те-
стовые вектор-функции v, интегрирования по области Ω и применения формулы интегрирования
по частям к слагаемым с напряжениями:

ρ

�

Ω

üh · v dV +
�

Ω

ε(v) : C : ε(uh) dV =
�

∂ΩN

p · v dS +
�

Ω

f · v dV, (5)

где v — тестовая вектор-функция, ε(u) = 1
2

(

∇u + ∇uT
)

— тензор деформаций, p = σ · n — вектор
поверхностных напряжений на границе с условиями типа Неймана ∂ΩN.

После подстановки аппроксимации (4) в слабую форму (5) получается система обыкно-
венных дифференциальных уравнений:

Ms̈ + Ks = b, (6)
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где матрица масс M, матрица жесткости K и вектор внешних сил b определяются следующим
образом:

Mi j = ρ

�

Ω

φi · φ j dV, Ki j =

�

Ω

ε(φi) : C : ε(φ j) dV,

bi =

�

∂ΩN

p · φi dS +
�

Ω

f · φi dV.
(7)

Дискретизация осуществляется на основе элементов P2 с помощью FreeFem [Hecht, 2012].

2.2. Интегрирование по времени

Для интегрирования системы (6) по времени используется метод Ньюмарка [Newmark,
1962]. Данный метод представляет собой семейство одношаговых схем, в которых перемещения
и скорости на новом временном слое tn+1 = tn + τ аппроксимируются следующим образом:

sn+1 = sn + τṡn +
τ2

2
[(1 − 2β)s̈n + 2βs̈n+1], (8)

ṡn+1 = ṡn + τ[(1 − γ)s̈n + γ s̈n+1], (9)

где β и γ — параметры метода, определяющие его свойства.

В настоящей работе выбраны параметры β = 0,302, γ = 0,6, что соответствует методу Хил-
бера –Хьюза – Тейлора (HHT-α) с контролируемым численным демпфированием для подавления
паразитных высокочастотных колебаний в решении [Hilber et al., 1977]. Детальное описание
вычислительной реализации схемы Ньюмарка опускается, так как она стандартна и не влияет на
пространственную сходимость, которая является предметом настоящего исследования.

3. Анализ сходимости

Оценка сходимости производится путем сравнения эталонного решения с решениями на
последовательно сгущающихся сетках [Richardson, 1910]. В качестве эталонного решения sexc

берется расчет на сетке с мелкостью в несколько раз меньше, чем у самой малой из исследуе-
мых. Решения сравниваются в некоторый момент времени, при котором большая часть расчетной
области имеет ненулевое значение. При этом расчеты на один и тот же момент времени на ис-
следуемых и на эталонной сетках проецируются на грубую сетку с размером вектора решения J.
На этой грубой сетке рассчитывается норма разности текущего исследуемого решения sh с эта-
лонным решением, здесь h — мелкость текущей исследуемой сетки. Используется норма

‖L‖2 =
√√√ J∑

j=0

∣
∣
∣
∣sh

j − sexc
j

∣
∣
∣
∣

2
.

Расчет степени сходимости осуществляется исходя из предположения, что решение на
текущей исследуемой сетке sh зависит от эталонного решения sexc следующим образом:

sh = sexc + R(h), (10)

где невязку R(h) можно оценить как R(h) = hp + o(h), здесь h — мелкость исследуемой сетки,
p — степень зависимости невязки от мелкости сетки, то есть степень сходимости решения от
мелкости сетки.

2026, Т. 18, № 5, С. 1081–1091
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Таким образом, норма разности исследуемого и эталонного решений
∥
∥
∥sh − sexc

∥
∥
∥

2 равняет-
ся hp + o(h). Отношение логарифма нормы разности log

∥
∥
∥sh − sexc

∥
∥
∥

2 к логарифму мелкости log h
покажет степень сходимости реализованного метода:

p ≈ log
∥
∥
∥sh − sexc

∥
∥
∥

2

log h
. (11)

Для оценки мелкости сетки используется два способа:

• медианный размер ребра hmed по всем тетраэдрам сетки;

• обратный кубический корень из количества тетраэдров N в сетке hcount =
1

3√
N
.

При этом все тетраэдральные сетки формируются с помощью Gmsh [Geuzaine, Remacle, 2009]
с различным для разных исследуемых сеток, но одинаковым по всей сетке параметром scale.
Расчетная область также одинаковая, поэтому сравнение по количеству тетраэдров корректно.

Для контроля качества сеток были вычислены двугранные углы. Для всех исследуемых
сеток медианные значения двугранных углов лежат в узком диапазоне 62,6–63,7 градусов, что
подтверждает сопоставимость качества сеток и позволяет исключить влияние сеточных искаже-
ний на наблюдаемый порядок сходимости.

4. Численные эксперименты

4.1. Тестовая задача

В качестве тестовой задачи для анализа сходимости используются начальные условия типа
гладкого локализованного импульса в центре расчетной области Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | z < 0}.
Характерные размеры области: Lx = Ly = 20 м, Lz = 10 м. Начальные смещения: u(t = 0, x, y, z) =
= 0, а скорости задаются выражением

u̇(t = 0, x, y, z) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

cos4(ωr)
r + ε

, r < R,

0, r � R,
(12)

где r =
√

x2 + y2 + z2 — радиус-вектор точки, R = 2 — радиус области локализации импульса,
ε = 10−8 — малая константа для регуляризации вблизи r = 0, ω = 2π

4R — параметр, определяющий
пространственный период осцилляций. Параметры подобраны таким образом, чтобы импульс
гладко сходился к нулю вблизи R.

На всех границах расчетной области заданы граничные условия типа Неймана «свободная
поверхность» с нулевым напряжением:

σ(t, x, y, z) = {0 | (x, y, z) ∈ ∂Ω}. (13)

Сравнение производится на момент времени, когда импульс еще не достиг границ расчетной
области.

Расчет производился на временном интервале t ∈ [0, T ] с равномерным шагом по време-

ни τ = 10−4 секунд. Шаг по времени выбран из условия τ =
hmin
cmax

для обеспечения точности, при

этом схема Ньюмарка безусловно устойчива. Здесь T = 2 · 10−3 секунд — время, при котором
осуществлялось сравнение решений.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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Таблица 1. Компоненты тензора упругих модулей (2)

Компонента Значение, ГПа
C11 25
C12 0,366
C13 0,366
C22 8,612
C23 0,239
C33 8,612
C44 6,732
C55 6,732
C66 6,732

Решением, представленным методом задачи (1) с указанными начальными (12) и гранич-
ными (13) условиями, являются значения перемещений, скоростей и ускорений на сетке в неко-
торые моменты времени. Оценка сходимости осуществляется путем сравнения смещений на
момент времени T .

Плотность материала при расчетах ρ = 1489 кг/м3, упругие параметры материала указаны
в таблице 1.

4.2. Исследование сходимости по пространству

На рис. 1 показаны расчеты, произведенные на исследуемых и эталонной сетках.

Решения спроецированы на одну и ту же сетку на момент времени T . Анализ сходимости
производился на наборе сеток, параметры которых указаны в таблице 2.

Таблица 2. Значения количества тетраэдров N, медианной длины ребра hmed, обратного кубического корня
от количества тетраэдров hcount для каждой из исследуемых сеток

Номер сетки N hmed hcount

1 39 728 1,506 0,029
2 67 636 1,262 0,025
3 129 322 1,017 0,020
4 177 677 0,917 0,018
5 251 675 0,817 0,016
6 372 904 0,717 0,014

По результатам полученных расчетов был произведен расчет фактического порядка схо-
димости по пространству реализованной схемы (11). Графики сходимости с оценкой мелкости
сеток по hmed и hcount представлены на рис. 2 и 3 соответственно.

Полученный порядок сходимости отражен в таблице 3.

Таблица 3. Порядок пространственной сходимости в зависимости от способа оценки мелкости исследуе-
мых сеток

e hmed hcount

‖L‖2 2,314 2,878
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Рис. 1. Пространственное распределение модуля перемещений
∣
∣
∣uh

∣
∣
∣ в метрах при расчетах на последо-

вательности сгущающихся сеток: а)–е) численные решения на сетках 1–6 — параметры сеток указаны
в таблице 2 соответственно; ж) эталонное решение uexc. Цветовая шкала общая для всех сеток. Реше-
ния взяты в один момент времени и спроецированы на одинаковую грубую пространственную сетку для
сравнения

Заключение

В настоящей работе выполнен анализ сходимости метода конечных элементов (с квадра-
тичными базисными функциями P2 и неявной схемой Ньюмарка для интегрирования по вре-
мени) при моделировании распространения упругих волн в анизотропных средах. На тестовой
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Рис. 2. Зависимость логарифма нормы разности эталонного решения с решениями на исследуемых сет-
ках r =

∥
∥
∥sexc − sh

∥
∥
∥

2
от логарифма медианной длины ребра тетраэдров hmed на этих сетках

Рис. 3. Зависимость логарифма нормы разности эталонного решения с решениями на исследуемых сет-
ках r =

∥
∥
∥sexc − sh

∥
∥
∥

2
от логарифма обратного кубического корня из количества тетраэдров hcount

задаче с гладким локализованным импульсом и свободной границей установлены фактические
порядки сходимости в норме L2: 2,314 при оценке размера сетки по медианной длине ребра
и 2,878 при оценке по обратному кубическому корню из числа элементов. Оба значения близки
к теоретическому третьему порядку, что подтверждает корректность реализации вычислительной
схемы.

Научная новизна исследования заключается в верификации сходимости предложенного
подхода на неструктурированных тетраэдральных сетках для анизотропных сред с ортотропной
симметрией тензора упругости. Полученные результаты свидетельствуют о том, что метод обес-
печивает высокую точность и может быть рекомендован для решения практических задач волно-
вой динамики в анизотропных материалах, включая задачи неразрушающего контроля и сейсмо-
разведки. Однако следует подчеркнуть, что анализ выполнен для гладких решений; исследование
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сходимости в случае разрывных решений, а также влияния аппроксимации граничных условий
на точность требует отдельного изучения.

Перспективы дальнейших исследований связаны с переходом к более сложной геометрии
и решением задачи о контакте нескольких деформируемых тел, а также со сравнением предло-
женного подхода с другими численными методами.
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