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(а) I

(б) II

Рис. 3. Мгновенное поле магнитуды скорости в плоскости симметрии для сеток I, II

(а)

(б)

(в)

Рис. 4. Распределение компонент вектора скорости течения в плоскости симметрии: а) u − V∞; б) v; в) w
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Таблица 3. Результаты моделирования в сопоставлении с экспериментальными данными

Вариант cxa −cpb St θsep

I 0,95 ± 0,03 0,92 0,226 84,3◦

II 0,96 ± 0,03 0,88 0,224 84,8◦

Эксперимент 0,99 ± 0,05 0,88 ± 0,05 0,215 ± 0,05 86 ± 2◦

2000; Ong, Wallace, 1996]. Некоторые результаты моделирования обтекания изолированного ци-
линдра для сеток I, II представлены в таблице 3.

Средний коэффициент сопротивления cxa для изолированного цилиндра, минимальное зна-
чение коэффициента давления −cpb, угол отрыва θsep и число Струхаля St (по частоте дорожки
Кармана) для поперечной компоненты v находятся в удовлетворительном согласии с эксперимен-
тальными данными [Kravchenko, Moin, 2000; Ong, Wallace, 1996]. Значения −cpb и θsep приведены
для некоторого момента времени (без осреднения). Число Струхаля в таблице 3 определялось
в точке

(
3d, 0, πd2

)
для поперечной компоненты v. По данным измерений работы [Kravchenko,

Moin, 2000], амплитуда осцилляций компоненты v в аналогичной точке превышает амплитуду
осцилляций продольной компоненты u. Поэтому далее спектральный анализ временного сигнала
в фиксированной точке проводился для компоненты v. Тем не менее временные спектральные
характеристики компоненты u также анализировались ниже при проведении POD-анализа.

5. POD-анализ векторного поля

В турбулентных потоках динамические структуры могут взаимодействовать друг с другом
и исчезать. Для выделения динамических структур используются модальные разложения. Ал-
горитм правильной ортогональной декомпозиции (POD) [Holmes et al., 2012] определяет базис
пространственных мод, который является оптимальным с точки зрения анализа энергетических
свойств течения. Метод POD ориентирован на детализацию представления энергии простран-
ственного распределения мод. Для каждой моды производится также оценка спектральных ха-
рактеристик нестационарных коэффициентов мод. В данной работе POD применяется для ана-
лиза продольной (u) и поперечной (w) компонент вектора скорости (u, v, w), полученного в следе
цилиндра в плоскости y = 0. Выбор вектора (u, w) для POD-анализа определяется особенностями
спектральных характеристик. Направление компоненты w совпадает с осью цилиндра z, течение
вдоль которой является безградиентным. Количество ячеек к направлении оси z было определено
(см. § 3) на основе экспериментальных данных, представленных в [Williamson, 1996]. Ниже рас-
сматривается влияние количества ячеек вдоль оси цилиндра z на спектральные характеристики
энергии мод вектора (u, w) по результатам POD-анализа. Анализ мод был выполнен с исполь-
зованием программы, написанной для пакета MATLAB, на основе алгоритма, представленного
в [Sieber et al., 2016].

Внутреннее произведение для двух произвольных квадратично интегрируемых функ-
ций u(x) и v(x) определяется интегралом

〈u(x), v(x)〉 =
∫

V

u(x)v(x) dV,

где V определяет пространственный регион или объем. Нестационарный POD-анализ проводится
при наличии N пространственных полей (снимков) компонент вектора скорости, полученных
в результате эксперимента (PIV-данные) или численного (CFD) моделирования. Декомпозиция
вектора скорости u при проведении POD-анализа определяется разложением на осредненную (u)
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и флуктуационную (u′) составляющие:

u(x, t) = u(x) + u′(x, t) = u(x) +
N∑

i=1

aiΦi(x),

где x — вектор координат, t — время. Здесь Φi(x) — безразмерная нормализованная базисная
функция (мода), а нестационарные коэффициенты ai(t) (случайные функции) определяют энерге-
тические свойства моды. Для N пространственных снимков можно определить корреляционную
матрицу R:

Ri j =
1
N
〈u′(x, ti), u′(x, t j)〉.

Нестационарные коэффициенты ai = [ai(t1), . . . , ai(tN)]T и энергии мод λi определяются
как собственные векторы и собственные значения корреляционной матрицы:

Rai = λiai.

Относительный энергетический вклад мод выражается безразмерными коэффициентами

λ̃i =
λi

N∑
i=1
λi

.

Пространственные моды определяются проекцией снимков на временные коэффициенты:

Φi(x) =
1

Nλi

N∑

i=1

ai(t j)u
′(x, t j).

Используя преобразование Фурье, можно перейти к частотной форме записи флуктуаци-
онной составляющей u′(x, t):

u′(x, f ) =
N∑

i=1

Ai( f )Φi(x),

где

Ai( f ) =

T/2∫

−T/2

ai(t)e
−iωt dt.

В данной работе POD применяется к данным моделирования, полученным в следе ци-
линдра при количестве моментальных снимков N = 101. На рис. 5 представлены мгновенные
распределения компонент u и w в плоскости y = 0 для сетки II. Область сканирования для
POD-анализа выделена черной рамкой справа от цилиндра.

Массив данных 300×100 элементов компонент u и w для каждого шага по времени форми-
ровался с помощью интерполяции в пакете Tecplot. Увеличение количества точек интерполяции
по оси z в данном случае не приводит к увеличению разрешения пространственной структуры
моды, поскольку количество точек по оси z ограничено и равно 40 (промежуточные точки полу-
чены интерполяцией). Таким образом, общий массив данных для пространственно-временного
анализа имеет размер 300 × 100 × 101.

В отличие от изображений, представленных на рис. 3 и 4, следует отметить отсутствие
регулярных структур на снимках (рис. 5), характерных для формирования дорожки Кармана.
Одной из задач POD-анализа в данной работе являлся анализ частотных характеристик мод Ai( f )
вектора (u, w) для выявления областей спектра, соответствующих частоте дорожки Кармана.
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(а)

(б)

Рис. 5. Мгновенное распределение компонент вектора скорости течения в плоскости y = 0 (сетка II):
а) компонента u; б) компонента w

Согласно [Sieber et al., 2016] пространственная и временная (частотная) характеристики
мод определяются параметром фильтрации N f SPOD-анализа. В настоящей работе приводятся
характеристики мод для значения N f = 0, что соответствует POD-анализу. POD-анализ проводил-
ся как для вектора (u, w) в целом, так и для каждой компоненты u и w в отдельности. В первом
случае производилась оценка вектора пространственных мод Φi = (Φui, Φwi), и нестационарные
коэффициенты ai(t) определяют энергии мод λi для вектора скорости (u, w). Во втором случае
оценивались Φui, λui и Φwi, λwi для сепарированных векторов (u, 0) и (0, w) соответственно.

На рис. 6 показаны пространственные рельефы первых четырех наиболее энергоемких мод
для компонент (u, w) и частотные характеристики коэффициентов Ai (в зависимости от числа
Струхаля St). Для каждой из представленных мод можно определить дискретный набор чисел
Струхаля Sti из условия Ai(Sti) = max(Ai).

Анализ пространственного рельефа мод позволяет выделить области неоднородностей:
энергетического всплеска (желтые пятна) и энергетических провалов (темно-синие пятна). Наи-
большая концентрация неоднородностей рельефа для всех мод наблюдается при x

d > 2 (на рас-
стоянии более 3d от центра цилиндра). На расстоянии, превышающем 6d, происходит сглажи-
вание рельефа, что связано с диссипацией турбулентной энергии. Наиболее мелкие (размером
около 0,1d) неоднородности рельефа отмечаются для третьей и четвертой мод. При этом в изоб-
ражениях рельефа мод отсутствуют регулярные структуры, как и на изображениях мгновенных
полей скоростей на рис. 5.

На рис. 7 представлены дискретные частотно энергетические характеристики мод λ̃i(Sti).
Из рис. 7 следует, что наиболее энергоемкой является первая мода, несмотря на более высокую
амплитуду второй моды: A2(St2) > A1(St1). При этом диапазон спектра первой моды значитель-
но превышает спектральный диапазон второй моды, что в конечном итоге обеспечивает более
весомый энергетический вклад первой моды.
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(а) (б) (в)

Рис. 6. Пространственный рельеф компонент u (а), w (б) вектора скорости и спектральные характеристи-
ки (в) коэффициентов первых четырех мод для сетки II

Рис. 7. Дискретные частотно-энергетические характеристики четырех наиболее энергоемких мод
POD-анализа для сетки II

Анализ спектра коэффициентов мод на рис. 6, в показывает, что наибольшей амплиту-
дой обладают первая и вторая моды, которые имеют близкие частотные характеристики. Часто-
ты (числа Струхаля) максимальных значений амплитуды обеих мод близки к частоте дорожки
Кармана. Таким образом, несмотря на отсутствие регулярных структур на изображениях мод,
частотные характеристики мод наследуют область спектра, соответствующую частоте дорожки
Кармана.
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6. Спектральные характеристики течения

На рис. 8–10 показаны спектральные характеристики поперечной скорости v на осевой
линии в точке

(
3d, 0, πd2

)
, полученные для сетки 16 · 106 в результате преобразования Фурье вре-

менной выборки сигнала. На рис. 8 представлена традиционная (общепринятая) нормированная
оценка распределения спектральной плотности мощности PD( f ) в логарифмическом масштабе.

Рис. 8. Распределение PD( f ) для поперечной скорости v в точке
(
3d, 0, πd2

)

Рис. 9. Распределение ES ( f ) для поперечной скорости v в точке
(
3d, 0, πd2

)

Нормированная PSD-функция определяется как

PD( f ) =
PD( f )

V2∞T
.

Здесь f = f
fK

— частота колебаний, нормированная на частоту fK дорожки Кармана.

Результаты численного моделирования сравниваются с данными [Jiang, Cheng, 2021;
D’Alessandro et al., 2016] для Re = 3900 и законом Колмогорова − 5

3 . Отметим, что на рис. 8 по-

казаны распределения, характеризующие приблизительный диапазон изменения спектра PD( f ),
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Рис. 10. Распределение PS ( f ) для поперечной скорости v в точке
(
3d, 0, πd2

)

по данным работ [Jiang, Cheng, 2021; D’Alessandro et al., 2016], с использованием вихрераз-
решающих моделей LES и DES соответственно. Расчетные сетки в обоих случаях содержали
около 5 · 106 элементов. Результаты численного моделирования данной работы получены в сход-
ственной точке за поверхностью цилиндра.

Спектральное распределение, представленное на рис. 8–10, включает области энергетиче-
ского и инерционного поддиапазонов. Сплошная осциллирующая линия (серого цвета) отобра-
жает полный спектр, полученный в результате фурье-преобразования временной выборки сиг-
нала. Штриховая линия (полином второй степени) получена с использованием регрессионного
анализа в Microsoft Excel в области, включающей часть энергетического (низкие частоты / круп-
ные вихревые структуры) и инерционного поддиапазонов.

Результаты моделирования в энергетическом поддиапазоне (область низких частот) хорошо
согласуются с данными [Jiang, Cheng, 2021] на основе использования LES-модели. В частности,
в энергетическом поддиапазоне выделяются пиковые значения амплитуды сигнала на частоте
дорожки Кармана ( f = 1) и для второй гармоники ( f = 3), что традиционно отмечается в литера-
туре. В инерционном поддиапазоне наклон распределения PD( f ), полученного в данной работе,
согласуется с результатами работы [D’Alessandro et al., 2016], полученными с использованием
DES-модели.

Рисунки 9, 10 представляют альтернативные оценки спектрального распределения энергии
(ESS) и мощности (PSS), предложенные в данной работе. Нормированная функция ES ( f ) для
оценки спектра энергии, показанная на рис. 9, определяется выражением

ES ( f ) =
ES ( f )

V2∞T
.

Результаты численного моделирования зависимости энергетического спектра для попереч-
ной скорости (i = j = 2) сравниваются на рис. 9 с законом Колмогорова − 5

3 и с распределением
для E22(ω). Из представленных данных следует, что данные CFD-моделирования распределе-

ния ES ( f ) лучше согласуются с распределением E22(ω) по сравнению с законом − 5
3 .

На рис. 10 представлено распределение нормированной функции PS ( f ) (мощности сигна-
ла) в сопоставлении с законом − 5

3 А.Н. Колмогорова и зависимостью, определяемой выражени-

ем (9). Нормированная функция PS ( f ) определяется выражением

PS ( f ) =
PS ( f )

V3∞T
.
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Из рис. 10 следует, что на кривой PS ( f ) можно выделить пиковое значение, соответствующее
частоте дорожки Кармана. В инерциальном поддиапазоне имеются области, где наклон кри-
вой PS ( f ) соответствует как закону − 5

3 , так и закону − 5
2 . При этом в целом градиент регрессии

кривой PS ( f ) в инерциальном поддиапазоне частот лучше согласуется с законом − 5
2 в сравнении

с законом − 5
3 .

7. Заключение

Рассматривается оценка спектра энергии и мощности сигнала, представленного попереч-
ной или продольной компонентами вектора скорости турбулентного потока. Помимо спектраль-
ной плотности мощности, в традиционной формулировке оцениваются энергетические харак-
теристики в альтернативной формулировке: спектр мгновенной энергии сигнала, определяемый
квадратом временной выборки скорости, и спектр мощности, определяемый кубом временной
выборки. На основе анализа размерностей преобразования Фурье с учетом гипотез Колмогорова
для однородной изотропной турбулентности показано, что референтные спектральные оценки
мгновенной энергии и мощности сигнала (в альтернативной формулировке) определяются зако-
нами −2 и − 5

2 соответственно.
В качестве приложения рассматривается ILES-моделирование трехмерного обтекания от-

сека кругового цилиндра при Re = 3900 на основе нестационарных уравнений Навье –Стокса
в несжимаемой постановке. Область моделирования в направлении продольной (x) и попереч-
ной (y) осей содержит несколько подобластей с различным размером ячеек расчетной сетки.
В направлении образующей оси z размер ячеек имеет постоянное значение. Приводятся оцен-
ки разрешения расчетной сетки в направлениях осей x, y, z в сопоставлении с литературными
данными. Показано, что в непосредственной близости от задней (по потоку) поверхности ци-
линдра размер ячеек расчетной сетки соответствует требованиям, необходимым для проведения
прямого численного моделирования (DNS). Для оценки пространственно-временных спектраль-
ных характеристик течения проводится анализ полей скоростей с использованием правильной
ортогональной декомпозиции (POD). Показано, что, несмотря на отсутствие регулярных струк-
тур на мгновенной картине векторных полей в плоскости (x, z) и в изображениях мод, частотные
характеристики мод содержат области спектра, соответствующие частоте дорожки Кармана.

При анализе спектральных характеристик течения основное внимание уделено спектру
поперечной скорости потока в ближнем следе за цилиндром. Установлено, что полученные чис-
ленные результаты для традиционной (общепринятой) формулировки спектральной плотности
мощности в целом согласуются с данными моделирования, представленными в литературе на
основе применения вихреразрешающих DES- и LES-моделей.

Полученный по результатам моделирования спектр мгновенной энергии сигнала сопостав-
лялся с законом − 5

3 А.Н.Колмогорова и законом −2. Распределение спектра мощности (в аль-
тернативной формулировке) сопоставлялся также с законом − 5

2 .
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