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В различных областях науки при моделировании и статистическом анализе данных, характеризующихся цик-
личностью (периодичностью), используют круговые или обернутые модели распределений. В работе рассматривается
плотность распределения вероятностей фазы гармонического сигнала и сигнала с фазовой манипуляцией в услови-
ях аддитивного белого гауссовского шума. Представлены выражения для моделирования выборки случайных фаз
гармонического и модулированного сигналов с заданными параметрами и корреляционной функцией. Приведены вы-
ражения для плотности распределения фаз фазоманипулированного сигнала. Показано, что плотность распределения
фазоманипулированного сигнала становится мультимодальной. Кроме того, рассматриваемая плотность распределе-
ния является периодической функцией, а значит, для ее разложения в ряд естественно использование тригономет-
рического базиса Фурье. В работе впервые получены аналитические выражения для коэффициентов ряда Фурье
при разложении рассматриваемой плотности по гармоническому базису и представлен вывод соответствующих вы-
ражений. Представлены примеры компьютерного моделирования и соответствующие графические материалы при
вычислении коэффициентов Фурье функции плотности распределения вероятностей фаз для гармонического и фазо-
манипулированного сигналов. Также выведены выражение для функции распределения фазы и его разложение в ряд
Фурье. На основе представления плотности распределения фаз в виде ряда Фурье проведено сравнение с другими
круговыми распределениями, часто применяемыми в практических задачах, — распределение Мизеса и обернутое
нормальное распределение. Полученные в работе результаты представляют теоретический и практический интерес
для моделирования и статистического анализа фаз сигналов в различных прикладных задачах в области радиотехни-
ки, цифровой связи, радиолокации. В частности, в задачах оценки отношения «сигнал/шум», вероятности ошибки на
бит, а также надежности решений демодулятора, т. е. мягкой демодуляции фазоманипулированных сигналов. Анали-
тические выражения для коэффициентов ряда Фурье могут быть использованы при оценке эмпирической плотности
распределения.

Ключевые слова: плотность распределения фазы, круговая плотность распределения, обер-
нутое распределение, нормальная круговая плотность распределения, плотность распределения
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For modeling and statistical analysis of data characterized by cyclicity (periodicity) in various areas of science are used
circular or wrapped distribution models. The phase distribution function of a harmonic and phase-shift-keying signal in case
additive white Gaussian noise is considered. Algorithms for modeling random phases sample of harmonic and modulated
signals with specified parameters and correlation function are presented. Expressions for the phase distribution density of
the phase-shift-keying signal are given. It is shown that the phase probability density function of the phase-shift-keying
signal becomes multimodal. In addition, the probability density function under consideration is a periodic function, which
means that the trigonometric Fourier basis can be used to decompose it into a series. In paper for the first time, analytical
expressions for the coefficients of the Fourier series when decomposing the density under consideration into a harmonic
basis are obtained, and the derivation of the corresponding expressions are presented. Examples of computer modeling and
corresponding graphical materials of calculating Fourier coefficients of the phase probability density function for harmonic
and phase-shift-keying signals are presented. A formula for the cumulative distribution function and its decomposition into
a Fourier series are also obtained. Based on the representation of the phase probability density function in the form of a Fourier
series, a comparison is made with other circular distributions often used in practical problems, the Mises distribution and
the wrapped normal distribution. The results obtained in this work are of theoretical and practical interest for modeling and
statistical analysis of signal phases in various applied problems in area radio engineering, digital communication, radar, etc.
In particular, in the problems of estimating the signal-to-noise ratio, the bit error rate, as well as the reliability of demodulator
solutions, i. e. soft demodulation of phase-shift-keying signals. Analytical expressions for the Fourier series coefficients can
be used to estimate the empirical probability density function.
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1. Введение

Во многих областях науки, например в статистической радиотехнике, астрономии, ме-
дицине, геологии, анализируемые данные являются замкнутыми/циклическими в некоторой
ограниченной области [Mardia, Jupp, 2000; Jammalamadaka, SenGupta, 2001; Ferrari, 2009; Bell,
Nadarajah, 2024]. Такие данные могут представлять собой фазы, углы направлений (векто-
ров) [McGrew, Monroe, 2009], временные наблюдения (например, суточные или годовые наблю-
дения [Borradaile, 2003; Bell, Nadarajah, 2024]) и т. п. Например, уровень воды в определенных
водоемах может циклически изменятся (повышаться и понижаться) в течение года или даже
нескольких лет [Davis, 2002; Borradaile, 2003]. Второй пример — наблюдения за солнечной маг-
нитной активностью: известно, что число пятен на солнце имеет 11-летний цикл [Goodman,
1992], хотя в более детальных исследованиях выделяют еще и 100-летний цикл [Наговицын,
2008].

В задачах радиотехники, обработки сигналов и радиофизики для оценки определенных
характеристик часто применяют методы, основанные на измерении фаз (углов) [Bell, Nadarajah,
2024]. Например, задача моделирования и анализа статистики фаз возникает при реализации
вокодеров для улучшения качества воспроизведения речи [Agiomyrgiannakis, Stylianou, 2009].

Для функционирования телекоммуникационных и радиолокационных систем важными за-
дачами являются оценка и компенсация допплеровской частоты [Simon, Alouini, 2000; Xiong,
2006] и синхронизация опорных генераторов [Тихонов, 1964; Aubry et al., 2016] приемных
устройств. При этом кроме шумовой аддитивной составляющей принимаемого сигнала суще-
ствуют фазовые и частотные нестабильности генератора, которые вызывают так называемый
фазовый шум. Для указанной задачи оценки фаз, разности фаз и учета фазовых флуктуаций
также применяются круговые распределения [Тихонов, 1964; Aubry et al., 2016].

Не менее важной задачей, которую также можно отнести к области радиотехники, является
задача определения параметров спутниковых орбит [Borradaile, 2003; McGrew, Monroe, 2009]
и их привязки к координатам.

При передаче цифровых данных по радиоканалам в условиях замираний и сложной сиг-
нально-помеховой обстановки в большинстве случаев используют сигналы с фазовой модуляци-
ей или манипуляцией (phase-shift-keying, PSK) [Xiong, 2006; Chandra et al., 2011], а соответству-
ющая ошибка оценки фазы в этом случае сводится к символьным и битовым ошибкам [Varotsos
et al., 2017; Gappmair, Nistazakis, 2017]. Статистический анализ фаз при этом применяют как для
оценки вероятности ошибки на бит [Егоров, Смаль, 2012; Varotsos et al., 2017], так и для оценки
отношения «сигнал/шум» (ОСШ) [Егоров, Смаль, 2013]. Также модель плотности распределения
вероятностей необходима в задаче оценки надежности решений демодулятора [Гладких, 2010]
при оценке функционалов правдоподобия (см. подробнее в [Tuchler et al., 2002]).

Для статистического анализа подобных данных используют так называемые круговые, по-
лярные или обернутые модели распределений (см. [Jammalamadaka, SenGupta, 2001; Ravindran,
Ghosh, 2011]), а обработка и получение оценок имеют свою специфику, связанную со свойством
цикличности наблюдений, т. е.

xw = x mod Z, (1)

где xw — циклические или обернутые (wrapped) данные, x — исходные данные, mod Z — операция
взятия по модулю числа Z.

В данной работе будем рассматривать фазы символов комплексной огибающей фазомани-
пулированного PSK-радиосигнала, которые будем обозначать как ϕ. Рассматриваемый диапазон
будем полагать ϕ ∈ [−π; π), хотя в ряде случаев, например при вычислении и последующем
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статистическом анализе разности фаз, для сведения их к диапазону ϕ ∈ [−π; π) вместо (1) потре-
буется промежуточный переход к диапазону ϕ ∈ [0; 2π). Соответствующее преобразование фаз
для приведения к диапазону ϕ ∈ [−π; π) имеет вид

ϕ = ((ϕ̃ + π) mod 2π) − π, (2)

где ϕ̃ — значения фаз в общем случае в диапазоне ϕ̃ ∈ (−∞; ∞).

При этом одной из задач при статистическом анализе измерений является оценка эм-
пирической плотности распределения вероятностей анализируемой случайной величины. Для
этого известен ряд методов, например гистограммный метод, метод оконных функций, метод
аппроксимации с использованием ортогональных функций и др., имеющие свои достоинства
и недостатки (см. подробнее в [Сирота, 2016]). В частности, метод аппроксимации по базисным
функциям относится к методам непараметрической статистики, а одним из его преимуществ
(особенно по сравнению с гистограммным методом) являются относительно невысокие требо-
вания к объему анализируемой выборки. При этом в случае анализа циклических (или, другими
словами, периодических) данных соответствующая функция плотности распределения является
априорно периодической функцией, а значит, для разложения ее в ряд естественно использова-
ние тригонометрического базиса [Жук, 1982].

При этом выражения для точных значений коэффициентов Фурье для рассматриваемой
в работе функции плотности распределения фазы гармонических и фазоманипулированных сиг-
налов ранее не были получены. Вывод соответствующих выражений является основной целью
данной работы.

В работе приведены некоторые обобщения применительно к задаче статистического ана-
лиза фаз комплексной огибающей модулированных (фазоманипулированных) и гармонических
сигналов. Представлены реализации генераторов для моделирования выборки случайных фаз
с заданными параметрами и корреляционной функцией. Рассмотрено разложение функции плот-
ности распределения вероятностей в ряд Фурье. Впервые получены аналитические выражения
для коэффициентов ряда Фурье. Впервые выведено точное выражение для функции распределе-
ния, а также получено ее разложение в ряд Фурье.

Статья организована следующим образом: в § 2 показан переход от комплексной огиба-
ющей сигнала к плотности распределения фазы, как для случая гармонического сигнала, так
и для фазоманипулированного PSK-сигнала, а также приведены соответствующие выражения
для плотностей распределения вероятностей фаз; § 3 посвящен вопросу моделирования случай-
ных фаз с заданными параметрами; в § 4 показан подробный вывод коэффициентов ряда Фурье
при разложении рассматриваемой функции плотности распределения по гармоническому базису;
на основе представления в виде ряда Фурье в § 5 проведено сравнение рассматриваемой плотно-
сти распределения с некоторыми близкими распределениями, а именно круговым нормальным
распределением и распределением Мизеса; в § 6 показан вывод выражения для функции распре-
деления фазы; в § 7 рассмотрена точность полученных выражений, а также приведены некото-
рые замечания, связанные с их численной реализацией; в заключении кратко сформулированы
основные результаты работы и приведен краткий анализ их практического использования.

2. Плотность распределения вероятностей фаз комплексной
огибающей

Рассмотрим математическую модель модулированного PSK-сигнала [Тихонов, 1966]:

s(t) = A(t) cos(ω0t + ϕ(t)) = {An cos(ω0t + ϕn), nTsym � t < (n + 1)Tsym, n = 0, 1, 2, . . .}, (3)

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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где An — амплитуда, ω0 — несущая частота, ϕn — фаза символа, Tsym — длительность символа,
n — номер символа.

При обработке таких сигналов удобно перейти к рассмотрению их комплексных огибаю-
щих, по сути, перейдя на нулевую частоту. Для этого представим сигнал (3) как реальную часть
аналитического комплексного сигнала ṡA(t):

s(t) = Re{ṡA(t)} = Re{s(t) + jsH(t)}, (4)

где sH(t) — преобразование Гильберта сигнала s(t).
При этом

ṡA(t) = A(t) cos(ω0t + ϕ(t)) + jA(t) sin(ω0t + ϕ(t)) = A(t) exp( j(ω0t + ϕ(t))) =

= A(t) exp( jϕ(t)) exp( jω0t) = u̇(t) exp( jω0t), (5)

где u̇(t) — комплексная огибающая сигнала s(t).
Отсчеты (символы) комплексной огибающей можно рассматривать как точки на комплекс-

ной плоскости:
u = {un = In + jQn = An exp(ϕn), n = 0, 1, 2, . . .}, (6)

где I и Q есть синфазная и квадратурная составляющие соответственно.
При наличии аддитивного белого гауссовского шума модель (6) примет вид

û = { ûn = In + xI,n + j(Qn + xQ,n) = ̂An exp( j ϕ̂n), n = 0, 1, 2, . . .}, (7)

а плотность распределения комплексной величины û, полагая xI и xQ независимыми случайными

нормальными величинами с нулевым средним и дисперсией σ2, определяется выражением для
двумерной нормальной плотности распределения:

W(u) =
1

2πσ2
exp

(

− (Re{u} − I)2 + (Im{u} − Q)2

2σ2

)

, (8)

из которого могут быть получены выражения для плотностей распределения вероятностей мо-
дуля огибающей и фазы (см. подробнее в [Тихонов, 1966; Левин, 1989]).

2.1. Плотность распределения фазы гармонического сигнала

Рассмотрим сначала случай, когда все фазы символов равны: для простоты положим ϕn =

= 0, n = 0, 1, 2, . . . В частном случае такой сигнал представляет собой гармонический сигнал.
Однако если при формировании формы волны (модуляции) PSK-сигнала применяется формиру-
ющий фильтр, например, с импульсной характеристикой типа «приподнятый косинус» [Xiong,
2006], то сигнал не является гармоническим, а анализируемые фазы соответствуют моментам
взятия отсчетов (подробнее см. в [Xiong, 2006]).

Для получения плотности распределения вероятностей фаз необходимо проинтегрировать
выражение (8) по |u| от 0 до ∞. В результате получим выражение [Тихонов, 1966]:

Wph

(

ϕ | h2
)

=
1

2π
exp

(

−h2

2

) (

1+
√

2πh cos(ϕ)Φ(h cos(ϕ)) exp

(

h2 cos2(ϕ)
2

))

, (9)

где h2 есть отношение «сигнал/шум» (ОСШ) (вообще говоря, с точностью до множителя 0,5),
Φ(z) — интеграл вероятности.

Примечание: здесь h2 есть

h2 =
1

σ2
, (10)

2026, Т. 18, № 2, С. 243–272
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где энергия сигнала применительно к рассматриваемому случаю PSK-модуляции равна 1, так
как |un|2 = I2

n + Q2
n = 1.

Подробный вывод выражения (9) впервые (из известных автору источников) был пред-
ставлен в фундаментальных трудах В.И. Тихонова [Тихонов, 1966] и Б. Р. Левина [Левин, 1989].
Отметим, что вид выражений в [Тихонов, 1966; Левин, 1989] несколько отличается, однако пу-
тем простых математических преобразований сводится к единому выражению. При этом можно
дополнительно отметить работу [Яковлева, 2021], где был получен аналогичный результат, с тем
отличием, что в [Яковлева, 2021] обозначение Φ(z) применено к функции ошибок, чаще обозна-
чаемой как erf(z) (здесь z — некоторая переменная).

Воспользовавшись связью между интегралом вероятности, функцией ошибок и дополни-
тельной функцией ошибок (см. [Gradshteyn, Ryzhik, 2007]):

Φ(z) =
1
2

(

1 + erf

(

z√
2

))

=
1
2

erfc

(

− z√
2

)

, (11)

а также с учетом
√

I2 + Q2 = 1 перепишем выражение (9), дополнив его также парамет-
ром ϕm ∈ [−π; π), представляющим собой математическое ожидание. В результате приходим
к более удобному (с точки зрения программной реализации) выражению:

Wph(ϕ | σ, ϕm) =
exp

(

− 1
2σ2

)

2π

(

1+
√
π

cos(ϕ − ϕm)√
2σ

erfc

(

−cos(ϕ − ϕm)√
2σ

)

exp

(

cos2(ϕ − ϕm)

2σ2

))

. (12)

Для дальнейшего упрощения выражения можно обозначить

φ = φ(ϕ | σ, ϕm) =
cos(ϕ − ϕm)√

2σ
, (13)

и тогда (12) преобразуется к форме

Wph(φ | σ, ϕm) =
exp

(

− 1
2σ2

)

2π

(

1+
√
πφ erfc(−φ) exp

(

φ2
))

. (14)

Приведенные выражения (12) и (14) представляются более удобными благодаря однознач-
ной связи между дисперсией нормальных случайных процессов в (7) и параметром σ в (12)
и (14). При численной реализации достаточно вычислить один раз (13) и подставить в (14).

Далее в тексте в случаях ϕm = 0 плотность распределения вероятности фазы, опреде-
ляемую выражением (12), будем обозначать как Wph(ϕ | σ), а на рисунках для краткости —
как Wph(ϕ).

2.2. Плотность распределения фаз модулированного PSK-сигнала

На основе выражения (12) может быть легко получена плотность распределения вероят-
ностей фаз модулированного PSK-сигнала. Положим возможные значения фаз символов равно-
вероятными, что имеет место для большинства практических случаев, и обозначим их как ϕm,i.
Тогда выражение для плотности распределения фаз PSK-сигнала имеет вид [Маслаков, Егоров,
2023]

WPSK(ϕ | σ, M) =
1
M

M−1
∑

i=0

Wph(ϕ | σ, ϕm,i), (15)

где M — порядок или позиционность фазовой манипуляции. Например, для BPSK {M = 2, ϕm =

= {0, π}}, для QPSK
{

M = 4, ϕm =
{

0, π2 , π, −π2
}}

.
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Таким образом, плотность распределения фазы модулированного PSK-сигнала становится
мультимодальной, с модами, соответствующими истинным значениям фазы соответствующих
символов ϕm,i.

Для примера на рис. 1 приведены сигнальное созвездие для сигнала с QPSK-модуляцией
при значении ОСШ 10 дБ и соответствующая плотность распределения фазы, которую обозна-
чим как WQPSK(ϕ) = WPSK(ϕ | σ, M = 4).

Рис. 1. Сигнальное созвездие QPSK-сигнала при значении ОСШ 10 дБ (слева) и соответствующая плот-
ность распределения фазы (справа)

На представленном на рис. 1 сигнальном созвездии черными точками обозначены точки,
соответствующие зашумленному QPSK-сигналу, зелеными — истинному сигнальному созвездию.

В случае когда для обработки требуется учет реальных вероятностей (или частостей) для
каждой конкретной реализации последовательности символов либо вероятности символов раз-
личны, выражение (15) преобразуется к виду [Маслаков, Егоров, 2023]

WPSK(ϕ | σ, M) =
M−1
∑

i=0

P(i)Wph(ϕ | σ, ϕm,i), (16)

где P(i), i = 0, . . . , M − 1, — вероятности соответствующих символов.
При этом очевидно, что

M−1
∑

i=0

P(i) ≡ 1. (17)

Отметим, что учет вероятностей P(i), i = 0, . . . , M − 1, символов требуется при анализе
реальных выборок относительно небольшого объема либо при явном «перекосе в сторону» опре-
деленного символа (обычно соответствующего 0), что иногда наблюдается в системах пакетной
передачи данных.

3. Моделирование случайных фаз

В данном разделе рассмотрим реализации генераторов для моделирования выборки слу-
чайных фаз с плотностью распределения вероятности (12) и (15) с заданными параметрами σ > 0
и ϕm ∈ [−π; π), а также заданной корреляционной функцией.
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3.1. Моделирование выборки фаз с заданными параметрами σ и ϕm

Как следует из модели (7), фазы модулированного сигнала представляют собой направле-
ния зашумленных векторов на комплексной плоскости, т. е.

ϕ = arg{ û }. (18)

Таким образом, генератор для формирования выборки случайных фаз с плотностью рас-
пределения вероятностей, определяемой выражением (12), с заданным значением σ и ϕm = 0
имеет вид

Ψ(ϕ | σ) = arg{1 + N1(x | σ) + jN2(x | σ)} = arg{1 + σ(N1(x) + jN2(x))}, (19)

где N1,2(x | σ) — здесь и далее генераторы независимых нормальных гауссовских чисел с нулевым

средним и дисперсией σ2, а N1,2(x) — генераторы независимых нормальных гауссовских чисел
с нулевым средним и единичной дисперсией, т. е. N1,2(x) = N1,2(x | 1).

Обозначение N1,2(x) введено потому, что в программах и математических пакетах, ис-
пользуемых для моделирования, например Python (в частности, библиотека numpy.random) или
MATLAB, имеется функция randn(), позволяющая формировать нормальные случайные числа
с нулевыми средними и дисперсией, равной 1.

Можно заметить, что тот же результат, достигаемый из (19), можно получить следующим
образом:

Ψ(ϕ | σ) = arg{r + N1(x | rσ) + jN2(x | rσ)} = arg{r + rσ(N1(x) + jN2(x))}, (20)

использовав вместо единичной окружности окружность с радиусом r.

Эквивалентность результатов, обеспечиваемых выражениями (19) и (20), поясняется рис. 2.

Рис. 2. Генерация комплексных отсчетов для получения случайных фаз выражением (19) — черные +;
выражением (19) при смещении точек на окружность r = 2,5 — синие точки; выражением (20) при r =
= 2,5 — красные точки
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Заметим, что с точки зрения численной реализации формирование выборки фаз в соответ-
ствии с (19) представляется более предпочтительным.

Для получения фаз, сконцентрированных в области значения ϕm, достаточно осуществить
поворот всех точек на комплексной плоскости, в результате получаем

Ψ(ϕ | σ, ϕm) = arg{exp( jϕm) + σ(N1(x) + jN2(x))} (21)

либо воспользовавшись (1) в форме:

Ψ(ϕ | σ, ϕm) = [ϕm + arg{(1 + σ(N1(x) + jN2(x)))}] mod 2π. (22)

Значение ϕm есть математическое ожидание случайной фазы. При этом важно отметить,
что получение оценки ϕm по выборочным значениям отличается от получения оценки матема-
тического ожидания для случайных величин, лежащих в диапазоне (−∞; ∞) и имеющих сим-
метричное распределение, таких как, например, нормальное гауссовское, логистическое и т. п.
распределения. Это связано со скачками фазы при значениях ϕm вблизи краев интервала [−π; π)
(см. подробнее в [Jammalamadaka, SenGupta, 2001; Mardia, Jupp, 2000]).

Оценка ϕm может быть вычислена следующим образом (см. подробнее [Jammalamadaka,
SenGupta, 2001]):

ϕ̂m = arg

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

n−1
∑

i=0

cos(ϕi) + j
n−1
∑

i=0

sin(ϕi)

⎫

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎭

= arg

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

n−1
∑

i=0

exp( jϕi)

⎫

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎭

, (23)

где ϕi — элементы выборки, n — объем выборки.
Вывод формулы (23) для оценки ϕm по выборочным значениям фаз, подчиняющимся рас-

сматриваемому в работе распределению (12), приведен автором в приложении к статье.
Для демонстрации сказанного на рис. 3 показана нормированная гистограмма выборки

фаз, полученная при σ = 0,4, ϕm =
7π
8 ≈ 2,74889 и объеме выборки n = 2000.

Рис. 3. Нормированная гистограмма для выборки Ψ
(

ϕ | σ = 0,4, ϕm =
7π
8

)

и соответствующая плотность
распределения

Так, в рамках эксперимента оценка по формуле (21) составила ϕ̂m = 2,74863 ≈ 7π
8 , в то

время как усреднение по выборке — ϕ = 1,69913.
Также на рис. 3 показана плотность распределения вероятностей, полученная для соответ-

ствующих заданных параметров.
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3.2. Моделирование случайного процесса с заданной корреляционной функцией
и параметром σ

В ряде практических задач интерес может представлять моделирование случайного про-
цесса с заданной корреляционной функцией. Рассмотрим пример, в котором порождающий про-
цесс задается регрессионной моделью первого порядка:

xc,i = βxc,i−1 + σβN(x), (24)

где c в индексе означает коррелированность случайного процесса, |β| � 1 — коэффициент, опре-
деляющий интервал корреляции, т. е.

1
Tcor
= − ln β, (25)

а σβ связано с желаемым значением среднего квадратичного отклонения σ следующим образом:

σβ =

√

1 − β2σ. (26)

Как известно [Тихонов, 1966], нормированная корреляционная функция такого случайного
процесса определяется выражением

R(τ) = exp

(

− |τ|
Tcor

)

. (27)

Обозначим через Nc(xc | σ, β) генератор для моделирования нормального случайного про-
цесса (23). В результате, сформировав два независимых случайных процесса Nc,1,2(xc | σ, β)
и подставив в (19), приходим к

Ψc(ϕc | σ, β) = arg{1 + Nc,1(xc | σ, β) + jNc,2(xc | σ, β)}. (28)

Сформированный таким образом случайный процесс ϕc будет иметь ту же функцию кор-
реляции, что и порождающие его процессы xc,1,2. При этом ϕc будет иметь плотность распреде-
ления (12).

Здесь важно отметить, что при моделировании случайного процесса на основе выраже-
ния (28) могут быть скачки фазы, что необходимо учитывать при вычислении функции корреля-
ции получаемого случайного процесса. Указанный эффект начинает наблюдаться при значени-
ях σ > 0,25.

3.3. Моделирование случайных фаз модулированного PSK-сигнала с заданным ОСШ

Рассмотрим моделирование потока фаз случайных символов фазоманипулированного
PSK-сигнала. Будем полагать символы равновероятными. Тогда истинные значения фаз можно
смоделировать на основе случайного дискретного равномерного генератора:

Uϕ(ϕm | M) =
2π
M

U(M), (29)

где U(M) — генератор целых чисел в диапазоне [0; M−1] (примечание: в математических пакетах
Python-библиотека numpy.random и MATLAB реализована в виде функции randint), M — порядок
модуляции.

Из требуемого значения ОСШ получим значение σ:

σ=

√

0,5
h2
. (30)
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Здесь полагаем, что значение ОСШ задано в «разах». В случае задания ОСШ в дБ, что
является более употребительным в инженерной практике, выражение (30) преобразуется к

σ=

√

0,5

100,1h2
. (31)

В результате для моделирования фаз PSK-сигнала можно воспользоваться генерато-
ром вида

ΨM(ϕ | σ) = Ψ(ϕ | σ, Uϕ(ϕm | M)) = [Uϕ(ϕm | M) + Ψ(ϕ | σ)] mod 2π. (32)

4. Разложение функции плотности распределения вероятностей фаз
в ряд Фурье

Функция плотности распределения вероятностей фазы (12) представляет собой периоди-
ческую функцию с периодом 2π и, следовательно, может быть представлена в виде разложения
в ряд Фурье [Жук, 1982] в общем случае в форме [Толстов, 1980]

Wph(ϕ) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

(ak cos(kϕ) + bk sin(kϕ)), ϕ[−π; π). (33)

Коэффициенты ряда Фурье определяются из выражений [Толстов, 1980]

a0

2
=

1
2π

π
∫

−π
Wph(θ) dθ, (34)

ak =
1
π

π
∫

−π
Wph(θ) cos(kθ) dθ, (35)

bk =
1
π

π
∫

−π
Wph(θ) sin(kθ) dθ. (36)

4.1. Разложение в ряд Фурье функции Wph(ϕ)

Для простоты будем рассматривать случай ϕm = 0. Тогда в силу четности функции (12)
значения коэффициентов

bk ≡ 0, (37)

и, соответственно, от (33) приходим к ряду Фурье вида

Wph(ϕ) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

ak cos(kϕ), ϕ[−π; π). (38)

Интеграл в выражении (34) равен 1 для любого значения σ, что следует из свойства нор-
мировки, вообще говоря, любой плотности распределения, следовательно,

a0

2
=

1
2π

π
∫

−π
Wph(θ | σ) dθ =

1
2π
. (39)

Получим далее значения коэффициентов ak, k = 1, 2, 3, . . . , в зависимости от значения σ.
Для этого перепишем выражение для плотности распределения вероятностей фаз в более удоб-
ной форме для вычисления интеграла (35).
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Для интеграла вероятности известно асимптотическое разложение [Gradshteyn, Ryzhik,
2007]:

Φ(z) =
1
2
+

1√
2π

exp

(

−z2

2

) ∞
∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)!!
. (40)

Подставим (40) в (12) с учетом (11), в результате получим

Wph(ϕ | σ) =
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

)

·
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+
√

2π
cos(ϕ)
σ
×

×
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1
2
+

1√
2π

exp

(

−cos2(ϕ)

2σ2

) ∞
∑

n=0

cos2n+1(ϕ)

σ2n+1(2n + 1)!!

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

exp

(

cos2(ϕ)

2σ2

)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

)

·
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+
√

2π
cos(ϕ)

2σ
exp

(

cos2(ϕ)

2σ2

)

+
cos(ϕ)
σ

∞
∑

n=0

cos2n+1(ϕ)

σ2n+1(2n + 1)!!

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

)

·
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+

√

π

2
cos(ϕ)
σ

exp

(

cos2(ϕ)

2σ2

)

+

∞
∑

n=0

cos2n+2(ϕ)

σ2n+2(2n + 1)!!

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (41)

Экспоненту также представим в виде ряда [Gradshteyn, Ryzhik, 2007], тогда

Wph(ϕ | σ) =
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

)

·
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+

√

π

2
cos(ϕ)
σ

∞
∑

n=0

cos2n(ϕ)

2nσ2nn!
+

∞
∑

n=0

cos2n+2(ϕ)

σ2n+2(2n + 1)!!

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
1

2π
exp

(

− 1
2σ2

)

·
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+

√

π

2

∞
∑

n=0

cos2n+1(ϕ)
2nσ2n+1n!

+

∞
∑

n=0

cos2n+2(ϕ)
σ2n+2(2n + 1)!!

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (42)

Для упрощения последующих выкладок введем обозначения для следующих коэффи-
циентов:

C(σ) =
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

)

, (43)

C1(n, σ) =
1

2nσ2n+1n!
, (44)

C2(n, σ) =
1

σ2n+2(2n + 1)!!
. (45)

Тогда (42) перепишем в виде

Wph(ϕ | σ) = C(σ) ·
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+

√

π

2

∞
∑

n=0

C1(n, σ) cos2n+1(ϕ) +
∞
∑

n=0

C2(n, σ) cos2n+2(ϕ)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (46)

Подставим (46) в интеграл (35):

ak(σ) =
1
π

π
∫

−π
C(σ) ·

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1+

√

π

2

∞
∑

n=0

C1(n, σ) cos2n+1(θ) +
∞
∑

n=0

C2(n, σ) cos2n+2(θ)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

cos(kθ) dθ =

=
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

π
∫

−π
cos(kθ) dθ +

√

π

2

∞
∑

n=0

C1(n, σ)

π
∫

−π
cos2n+1(θ) cos(kθ) dθ +

+

∞
∑

n=0

C2(n, σ)

π
∫

−π
cos2n+2(θ) cos(kθ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (47)
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Очевидно, что первый интеграл в скобках равен 0 для любых k � 1, поэтому уберем его из
дальнейших выкладок.

Далее воспользуемся известными формулами для понижения степени косинуса: для четной
степени —

cosp(z) =
1
2p

(

p
p
2

)

+
1

2p−1

p/2−1
∑

l=0

(

p
l

)

cos((p − 2l)z); (48)

для нечетной —

cosp(z) =
1

2p−1

(p−1)/2
∑

l=0

(

p
l

)

cos((p − 2l)z). (49)

С учетом (48) и (49) выражение (47) преобразуется к виду

ak(σ) =
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

π

2

∞
∑

n=0

C1(n, σ)

π
∫

−π
cos2n+1(θ) cos(kθ) dθ +

∞
∑

n=0

C2(n, σ)

π
∫

−π
cos2n+2(θ) cos(kθ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

π

2

∞
∑

n=0

C1(n, σ)

π
∫

−π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1

22n

n
∑

l=0

(

2n + 1
l

)

cos((2n + 1 − 2l)θ)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

cos(kθ) dθ +

+

∞
∑

n=0

C2(n, σ)

π
∫

−π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1

22n+2

(

2n + 2
n + 1

)

+
1

22n+1

n
∑

l=0

(

2n + 2
l

)

cos((2n + 2 − 2l)θ)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

cos(kθ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

π

2

∞
∑

n=0

C1(n, σ)

22n

n
∑

l=0

(

2n + 1
l

)

π
∫

−π
cos((2n + 1 − 2l)θ) cos(kθ) dθ +

+

∞
∑

n=0

C2(n, σ)

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1

22n+2

(

2n + 2
n + 1

)

π
∫

−π
cos(kθ) dθ +

+
1

22n+1

n
∑

l=0

(

2n + 2
l

)

π
∫

−π
cos((2n + 2 − 2l)θ) cos(kθ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (50)

Здесь также заметим, что для любых n � 0 и k � 1 слагаемое равно

1

22n+2

(

2n + 2
n + 1

)

π
∫

−π
cos(kθ) dθ = 0. (51)

Кроме того, модифицируем коэффициенты C1, C2:

C′1(n, σ) =
C1(n, σ)

22n
=

1
23nσ2n+1n!

, (52)

C′2(n, σ) =
C2(n, σ)

22n+1
=

1

22n+1σ2n+2(2n + 1)!!
. (53)

С учетом (51)–(53), а также применив тригонометрическое тождество

cos(z1) cos(z2) =
cos(z1 − z2) + cos(z1 + z2)

2
, (54)
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из (50) получим выражение

ak(σ) =
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

π

2

∞
∑

n=0

C′1(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 1
l

)

π
∫

−π
cos((2n + 1 − 2l)θ) cos(kθ) dθ +

+

∞
∑

n=0

C′2(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 2
l

)

π
∫

−π
cos((2n + 2 − 2l)θ) cos(kθ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

π

2

∞
∑

n=0

C′1(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 1
l

)

π
∫

−π

cos((2n + 1 − 2l − k)θ) + cos((2n + 1 − 2l + k)θ)
2

dθ+

+

∞
∑

n=0

C′2(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 2
l

)

π
∫

−π

cos((2n + 2 − 2l − k)θ) + cos((2n + 2 − 2l + k)θ)
2

dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

=
C(σ)
π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

π

2

∞
∑

n=0

C′1(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 1
l

)

1
2

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

π
∫

−π
cos((2n + 1 − 2l − k)θ) dθ +

+

π
∫

−π
cos((2n + 1 − 2l + k)θ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+

+

∞
∑

n=0

C′2(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 2
l

)

1
2

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

π
∫

−π
cos((2n + 2 − 2l − k)θ) dθ +

π
∫

−π
cos((2n + 2 − 2l + k)θ) dθ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (55)

Далее, при вычислении интегралов в (55) можно заметить, что все слагаемые, кроме
случаев

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

cos((2n + 1 − 2l − k)θ) = 1,

cos((2n + 2 − 2l − k)θ) = 1
⇔

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

2n + 1 − 2l − k = 0,

2n + 2 − 2l − k = 0,
(56)

при интегрировании дают 0. Напротив, в случае (56) соответствующий интеграл равен 2π. При
этом значения 2π сокращаются с двойкой в знаменателе, появляющейся из тождества (54), и зна-
чением π, стоящим в знаменателе перед интегралом (35).

В результате окончательно получим следующие выражения для коэффициентов ряда Фу-
рье (38) ak(σ): для четных значений k —

ak(σ) = C(σ)
∞
∑

n=(k−2)/2

C′2(n, σ)

(

2n + 2
n − k−2

2

)

, k = 2, 4, 6, . . . ; (57)

для нечетных k —

ak(σ) = C(σ)

√

π

2

∞
∑

n=(k−1)/2

C′1(n, σ)

(

2n + 1
n − k−1

2

)

, k = 1, 3, 5, . . . (58)

Формально аналогичные выкладки можно проделать и при вычислении (39), получив в ре-
зультате

a0

2
= C(σ)

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 +
∞
∑

n=0

C2(n, σ)

22n+2

(

2n + 2
n + 1

)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

= C(σ)

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 +
∞
∑

n=0

C′2(n, σ)

2

(

2n + 2
n + 1

)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=
1

2π
. (59)
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Таким образом, выражение для разложения в ряд Фурье функции плотности распределения
вероятности фаз (12) имеет вид

Wph(ϕ | σ) =
1

2π
+

∞
∑

k=1

ak(σ) cos(kϕ), ϕ[−π; π), (60)

где коэффициенты ak определяются из (57), (58).

4.2. Разложение в ряд Фурье функции WPSK(ϕ | σ, M)

В работе [Маслаков, Егоров, 2023] было показано, что выражение для плотности распреде-
ления фазы PSK-сигнала в форме (15) или более общем виде (16) может быть также представле-
но в виде циклической (круговой) свертки плотности Wph(ϕ | σ) с импульсной характеристикой
вида

hM(ϕ) =
M−1
∑

i=0

P(i)δ

(

ϕ − i
2π
M

)

, (61)

где δ(ϕ) — дельта-функция.

Как отмечалось в подпараграфе 2.2, коэффициенты P(i) представляют собой значения ве-
роятностей появления соответствующих символов. В результате

WPSK(ϕ | σ, M) = hM(ϕ) ∗Wph(ϕ | σ), (62)

где символом ∗ обозначена операция циклической свертки.
Операция (62) эквивалентна перемножению рядов Фурье соответствующих функций.

В частности, для двухпозиционной фазовой манипуляции BPSK при M = 2 и P(0) = P(1) =
= 0,5 коэффициенты ряда Фурье импульсной характеристики (61), которые обозначим в виде ah

k ,
равны

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

ah
k = 1, k = 0, 2, 4, . . . ,

ah
k = 0, k = 1, 3, 5, . . .

(63)

Таким образом, каждый нечетный коэффициент в (60) равен 0. В результате разложение
в ряд Фурье функции WPSK(ϕ | σ, M) можно записать в следующем виде:

WPSK(ϕ | σ, M) =
1

2π
+

∞
∑

k=1

a2k(σ) cos(2kϕ), ϕ[−π; π). (64)

Аналогично можно представить ряд Фурье функции WPSK(ϕ | σ, M) для других значе-
ний M, а также в общем случае произвольных (с учетом (17)) значений P(i), i ∈ [0 : M − 1]. Как
отмечалось ранее, для большинства практических случаев P(i) = 1

M , i ∈ [0 : M − 1].

На рис. 4 для примера показаны вычисленные значения коэффициентов Фурье для гар-
монического и фазоманипулированного BPSK-сигналов, а также соответствующие плотности
распределения вероятностей фазы для случаев P(0) = P(1) = 0,5 и P(0) = 0,6, P(1) = 0,4 при
значении σ = 0,15, что соответствует ОСШ примерно 13,5 дБ.

Дополнительно отметим, что в [Маслаков, Егоров, 2023] поставлена и решена обратная
задача нахождения функции Wph(ϕ | σ) по имеющейся плотности распределения WPSK(ϕ | σ, M)
(как точной, так и эмпирической оценке) через представление функций в виде ряда Фурье.
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Рис. 4. Коэффициенты Фурье (слева) и соответствующие плотности распределения вероятностей фаз
(справа) гармонического сигнала и BPSK-сигнала для случаев P(0) = P(1) = 0,5 и P(0) = 0,6, P(1) =
= 0,4

5. Сравнение плотности распределения Wph(ϕ | σ) с близкими
распределениями

В данном разделе сравним плотность распределения фаз Wph(ϕ | σ), определяемую вы-
ражением (12), с некоторыми близкими распределениями, а именно круговым нормальным рас-
пределением и распределением Мизеса, часто используемыми в различных практических зада-
чах [Ferrari, 2009; McGrew, Monroe, 2009; Ravindran, Ghosh, 2011]. На рис. 5 показаны зависи-
мости сравнения указанных функций плотностей распределений с рассматриваемой плотностью
распределения Wph(ϕ | σ) в метриках L2 и C.
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Рис. 5. Сравнение плотности распределений вероятностей Wph(ϕ | σ) с нормальным круговым распреде-
лением WN(ϕ | σ) и распределением Мизеса WM(ϕ | σ) в зависимости от параметра σ

Как видно, при малых значениях σ плотности достаточно близки. Аналогично: при боль-
ших значениях σ плотности также достаточно близки, так как в этом случае все они вырождают-
ся в равномерное распределение 1

2π на интервале [−π; π). Относительно существенное отличие
наблюдается при умеренных значениях от 0,1 до 2, представляющих наибольший практический
интерес.

Далее приведем сравнение указанных распределений WN(ϕ | σ) и WM(ϕ | σ) с распре-
делением фаз Wph(ϕ | σ) с позиции представления соответствующих плотностей в виде ряда
Фурье.

5.1. Сравнение с нормальной круговой плотностью распределения

Для циркулярных данных известна обобщенная модель плотности распределения вероят-
ностей [Mardia, Jupp, 2000; Jammalamadaka, SenGupta, 2001]:

WG(ϕ | σ, ϕm) =
1

2π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 + 2
∞
∑

k=1

τ(σ)kp
cos(k(ϕ − ϕm))

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, ϕ ∈ [−π; π). (65)

В частном случае при τ(σ) = exp
(

−σ2

2

)

и p = 2 выражение (65) сводится к круговому
(обернутому) нормальному распределению (см. [Jammalamadaka, SenGupta, 2001]):

WN(ϕ | σ, ϕm) =
1√
2πσ

∞
∑

k=−∞
exp

(

− (ϕ − ϕm − 2πk)2

2σ2

)

=

=
1

2π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 + 2
∞
∑

k=1

exp

(

−σ
2

2
k2

)

cos(k(ϕ − ϕm))

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, ϕ[−π; π). (66)

Для представления плотности распределения Wph(ϕ | σ) в виде ряда Фурье с коэффициен-
тами, соответствующими модели (65), определяемыми в виде

a′k(σ) = τ(σ)kp(σ)
, k = 1, 2, . . . , (67)
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автором численно получены зависимости τ(σ) и p(σ), которые представлены на рис. 6. Здесь
же заметим, что в (65) множитель 1

2π вынесен за скобки в отличие от разложения Wph(ϕ | σ)
в ряд Фурье, приведенном в § 4, где использована более классическая форма ряда Фурье. Чтобы
учесть это различие, коэффициенты в (67) обозначены как a′k, т. е.

a′k(σ) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

1, k = 0,

πak(σ), k = 1, 2, . . .
(68)

Рис. 6. Зависимости параметров τ(σ) и p(σ) обобщенной модели (65): 1 — для случая плотно-
стей Wph(ϕ | σ), 2 — для случая плотностей WN(ϕ | σ)

Здесь же, на рис. 6, для сравнения приведены зависимости τ(σ) и p(σ) для случая нормаль-
ной круговой плотности распределения. Можно заметить, что для малых значений σ значения τ
близки, однако отличие значений p для рассматриваемых распределений существенно.

5.2. Сравнение с плотностью распределения Мизеса

Рассмотрим разности фаз, получаемых в соответствии с выражением (19):

ϕd,i = ϕi+1 − ϕi, i = 0, 1, 2, . . . (69)

Для приведения фаз ϕd,i к диапазону [−π; π) воспользуемся преобразованием (2).
Как известно, разность (или сумма) «достаточно большого количества» случайных вели-

чин сводится к нормальному распределению. В случае случайных величин, имеющих круговое
(обернутое) распределение, разности (или суммы) таких случайных величин сводятся к распре-
делению Мизеса (см. подробнее в [Mardia, Jupp, 2000; Abreu, 2008]), в некоторых источниках
иногда также называемому нормальным [Jammalamadaka, SenGupta, 2001]. Заметим, что нор-
мальным его называют отчасти из-за указанного свойства, в то время как непосредственно нор-
мальным круговым распределением является распределение (66). Также отметим, что в [Simon,
Alouini, 2000; Abreu, 2008] данное распределение называют распределением Тихонова, получен-
ным применительно к задаче синхронизации и фазовой автоподстройки частоты [Тихонов, 1959;
Тихонов, 1964].

Таким образом, плотность распределения вероятностей разности фаз (69) наиболее близ-
ко описывается распределением Мизеса. С учетом принятых в работе обозначений выражение
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для распределения Мизеса имеет вид [Mardia, Jupp, 2000; Simon, Alouini, 2000; Jammalamadaka,
SenGupta, 2001]

WM(ϕ | σ, ϕm) =
exp

( cos(ϕ−ϕm)
σ2

)

2πI0

(

1
σ2

) , ϕ[−π; π), (70)

где I0

(

1
σ2

)

— модифицированная функция Бесселя первого рода порядка 0.
Для примера на рис. 7 приведены нормированная гистограмма разностей фаз, распределе-

ние Мизеса, обозначенное как WM(ϕ), и распределение Wph(ϕ).

Рис. 7. Нормированная гистограмма разностей фаз и плотности распределения Мизеса WM(ϕ) и распре-
деления Wph(ϕ)

Значения параметра σ для распределений Wph(ϕ | σ) и WM(ϕ | σ) были подобраны для

текущей выборки методом максимального правдоподобия. Объем выборки составлял 106. Здесь
же отметим, что значение σ2 для разности (или суммы) случайных фаз будет в два раза больше
значения соответствующего значения для исходной выборки, что соответствует свойствам при
сложении случайных величин (см., например, [Тихонов, 1966]). То есть если обозначить σph как
значение σ для выборки, соответствующей распределению Wph(ϕ | σ), а σM — для разностей фаз
этой выборки и соответствующей распределению WM(ϕ | σ), то

σM =
σph√

2
. (71)

Разложение функции (70) в ряд Фурье имеет вид (см. [Jammalamadaka, SenGupta, 2001])

WM(ϕ | σ, ϕm) =
1

2π

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 +
2

I0

(

1
σ2

)

∞
∑

k=1

Ik

(

1

σ2

)

cos(k(ϕ − ϕm))

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, ϕ[−π; π), (72)

где Ik

(

1
σ2

)

— модифицированная функция Бесселя первого рода порядка k.
Соответствующие коэффициенты ряда Фурье в (72) есть

aM,k(σ) =
Ik

(

1
σ2

)

I0

(

1
σ2

) , k = 1, 2, . . . (73)
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В свою очередь, с учетом сказанного плотность распределения Мизеса приближенно равна
свертке двух плотностей распределения Wph(ϕ). Тогда коэффициенты Фурье соответствующих
плотностей связаны следующим образом:

aM,k (σ) ≈ a′k
2
(

σ√
2

)

. (74)

Сказанное иллюстрируется на рис. 8.

Рис. 8. Сравнение коэффициентов Фурье a′k для распределенияWph(ϕ) и aM,k для плотности распределения
Мизеса в линейном (слева) и полулогарифмическом (справа) масштабах

Здесь коэффициенты Фурье вычислены при значении σ = 0,1. На рис. 8 видно приближен-
ное выполнение (74).

6. Функция распределения фаз комплексной огибающей

По определению (см., например, [Тихонов, 1966; Левин, 1989]), функция распределения
есть интеграл от функции плотности распределения вероятностей. Для упрощения будем пола-
гать ϕm = 0. С учетом ϕ ∈ [−π; π) выражение для функции распределения есть

Fph(ϕ | σ) =

ϕ
∫

−π
Wph(θ | σ) dθ, ϕ ∈ [−π; π). (75)

Получим далее выражение для функции распределения. Воспользуемся асимптотическим
разложением (46), при этом для упрощения выкладок введем обозначения W1,2(ϕ | σ) для соот-
ветствующих слагаемых, содержащих суммы. В результате запишем

Wph(ϕ | σ) =
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

)

·
(

1+

√

π

2
W1(ϕ | σ) +W2(ϕ | σ)

)

. (76)
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Вычислим отдельно интегралы от функций W1,2(ϕ | σ):

F1(ϕ | σ) =

ϕ
∫

−π
W1(θ | σ) dθ =

ϕ
∫

−π

∞
∑

n=0

C1(n, σ) cos2n+1(θ) dθ =
∞
∑

n=0

C1(n, σ)

ϕ
∫

−π
cos2n+1(θ) dθ =

=

∞
∑

n=0

C1(n, σ)
1

22n

n
∑

l=0

(

2n + 1
l

)

sin((2n − 2l + 1)ϕ)
2n − 2l + 1

=

=

∞
∑

n=0

C′1(n, σ)
n

∑

l=0

(

2n + 1
l

)

sin((2n − 2l + 1)ϕ)
2n − 2l + 1

, (77)

F2(ϕ | σ) =

ϕ
∫

−π
W2(θ | σ) dθ =

ϕ
∫

−π

∞
∑

n=0

C2(n, σ) cos2n+2(θ) dθ =
∞
∑

n=0
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ϕ
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cos2n+2(θ) dθ =

=

∞
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⎛
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⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1

22n+2

(

2n + 2
n + 1

)

(ϕ + π) +
1

22n+1

n
∑

l=0

(

2n + 2
l

)

sin((2n − 2l + 2)ϕ)
2n − 2l + 2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟
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=

=

∞
∑

n=0

C′2(n, σ)

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1
2

(

2n + 2
n + 1

)

(ϕ + π) +
n

∑

l=0

(

2n + 2
l

)

sin((2n − 2l + 2)ϕ)
2n − 2l + 2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (78)

При вычислении интегралов в (77), (78), содержащих косинус в некоторой степени, были
использованы соответствующие формулы из [Gradshteyn, Ryzhik, 2007].

В результате окончательно получаем

Fph(ϕ | σ) =
1

2π
exp

(

− 1

2σ2

) (

ϕ + π+

√

π

2
F1(ϕ | σ) + F2(ϕ | σ)

)

, ϕ ∈ [−π; π). (79)

Также выражение для функции распределения можно получить и в виде ряда Фурье, под-
ставив (60) в (75). В результате получаем

Fph(ϕ | σ) =
1

2π
(ϕ + π) +

∞
∑

k=1

ak(σ)

k
sin(kϕ), ϕ ∈ [−π; π). (80)

Другими словами, (80) есть разложение в ряд Фурье функции (79).

7. Оценка точности полученных выражений и некоторые замечания
относительно их численной реализации

В данном разделе рассмотрим вопрос точности, а также приведем некоторые замечания,
связанные с численной реализацией полученных в работе выражений (42), (57), (58) и, соответ-
ственно, (60) для плотности распределения, а также (79) и (80) для функции распределения.

Можно заметить, что коэффициенты C′1(n, σ) и C′2(n, σ) с ростом n быстро уменьшают-
ся при возведении в степень числа 2 и вычислении факториалов, находящихся в знаменателе.
Напротив, значение числа сочетаний в формулах (57), (58), (77) и (78) с увеличением n растет.
В результате в процессе вычисления коэффициентов C′1(n, σ) и C′2(n, σ), с последующей под-
становкой в соответствующие выражения и вычислением плотности и функции распределения,
возникнет некоторая вычислительная погрешность, связанная с представлением чисел в памяти
компьютера.

Для решения указанной проблемы необходимо, чтобы вычисление указанных коэффици-
ентов и числа сочетаний в соответствующих выражениях было согласованным. Иначе говоря,
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введение коэффициентов C′1(n, σ) и C′2(n, σ) было сделано лишь для упрощения вывода полу-
ченных в работе выражений. В то время как при вычислении сумм числитель и знаменатель
необходимо вычислить одновременно. Для лучшей наглядности перепишем выражения для ко-
эффициентов ряда Фурье и функции распределения полностью. Коэффициенты ряда Фурье для
четных значений k:

ak(σ) =
exp

(

− 1
2σ2

)

2π

∞
∑

n=(k−2)/2

1

22n+1σ2n+2(2n + 1)!!

(

2n + 2
n − k−2

2

)

, k = 2, 4, 6, . . . ; (81)

для нечетных k:

ak(σ) =
exp

(

− 1
2σ2

)

2π

√

π

2

∞
∑

n=(k−1)/2

1
23nσ2n+1n!

(

2n + 1
n − k−1

2

)

, k = 1, 3, 5, . . . ; (82)

функция распределения:

F(ϕ | σ) =
exp

(

− 1
2σ2

)

2π

⎛
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⎜
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√
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∞
∑
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1
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(

2n + 2
n + 1

)

(ϕ + π) +
1

22n+1

n
∑

k=0

(

2n + 2
k

)

sin((2n − 2k + 2)ϕ)
2n − 2k + 2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (83)

Здесь же дополнительно заметим, что

lim
k→∞ ak(σ) = 0. (84)

Вообще говоря, это следует из свойств коэффициентов ряда Фурье (см. [Толстов, 1980]),
однако можно заметить, что числитель в суммах приведенных выражений растет значительно
медленнее знаменателя. Кроме того,

lim
σ→∞ ak(σ) = 0, k = 1, 2, 3, . . . , (85)

что также очевидно, если заметить наличие σ2n+2 и σ2n+1 в знаменателе слагаемых выраже-
ний (81) и (82) соответственно. В этом случае ненулевым останется только коэффициент a0,
а плотность распределения сведется к равномерному распределению

Wph(ϕ | σ→ ∞) =
a0

2
=

1
2π
, ϕ[−π; π). (86)

Напротив, рассмотрим подробнее поведение слагаемых при малых значениях σ. Из сумм
в выражениях (81), (82) выделим множитель, зависящий от σ:

exp
(

− 1
2σ2

)

σ2n
. (87)

Если знаменатель в (87) также представить как степень экспоненты, а именно в форме

σ2n = exp(2n · ln(σ)), (88)

можно заметить, что при фиксированном n значение − 1
2σ2 убывает быстрее, чем 2n · ln(σ) при

малых σ (в общем случае при σ → 0). При этом значения ak(σ), k = 1, 2, 3, . . . , стремятся
к

a0
2 =

1
2π , что легко видеть из (59).
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Таблица 1. Первые слагаемые сумм при вычислении коэффициентов Фурье

n
k 0 1 2 3 4 5 6
1 1 0,375 0,078125 0,011393229(6) 0,00128173828 . . . 0,0001174926 . . . 0,0916951 . . .e− 06
2 0,5 0,1(6) 0,03125 0,0041(6) 0,00043402(7) 3,7202380 . . .e− 05 2,7126736 . . .e− 06
3 — 0,125 0,0390625 0,0068359375 0,0008544921 . . . 8,3923339 . . .e− 05 6,8187713 . . .e− 06
4 — 0,041(6) 0,0125 0,00208(3) 0,000248015873 2,3251488 . . .e− 05 1,8084490 . . .e− 06
5 — — 0,0078125 0,0022786458(3) 0,00036621 . . . 4,1961669 . . .e− 05 3,7882063 . . .e− 06
6 — — 0,00208(3) 0,00059523809 . . . 9,3005952 . . .e− 05 1,0333994 . . .e− 05 9,0422453 . . .e− 07
7 — — — 0,0003255208(3) 9,1552734 . . .e− 05 1,3987223 . . .e− 05 1,5152825 . . .e− 06
8 — — — 7,44047619e− 05 2,0667989 . . .e− 05 3,1001984 . . .e− 05 3,2880892 . . .e− 07

Рис. 9. Первые слагаемые сумм (81), (82) для коэффициентов Фурье k = 1, 2, 10, 20, 60, 80 (справа),
а также коэффициенты Фурье (слева) для различных значений σ
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Рассмотрим также процесс вычисления коэффициентов Фурье. Допустим, σ = 1. В таб-
лице 1 приведены первые слагаемые, получаемые из сумм (81), (82) без учета коэффициента,
стоящего перед суммой.

Как видно, слагаемые достаточно быстро убывают. Однако для значений σ < 1 скорость
убывания будет медленнее, а первые слагаемые могут даже возрастать. Для наглядности соот-
ветствующие слагаемые для некоторых номеров коэффициентов Фурье приведены на рис. 9. Там
же приведены соответствующие первые значения коэффициентов Фурье.

Рассмотрим возможность получения оценки точности полученных выражений (81), (82)
при вычислениях. Допустим, что при вычислении коэффициентов ограничились суммированием
до (N−1) слагаемого включительно. Тогда остаточный член ряда, который обозначим как Rk,N(σ),
представляет собой: для четных значений k —

Rk,N(σ) = C(σ)

(
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для нечетных k —
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√
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+

+
1

23(N+1)σ2(N+1)+1(N + 1)!

(

2(N + 1) + 1
N + 1 − k−1

2

)

+

+
1

23(N+2)σ2(N+2)+1(N + 2)!

(

2(N + 2) + 1
N + 2 − k−1

2

)

+ . . .

)

=
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= C(σ)

√

π

2
1

23Nσ2N+1N!

(

2N + 1
N − k−1

2

)

×

×

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 +
∞
∑

m=1

1

23mσ2m
m
∏

l=1
(N + l)

·

2m
∏

l=1
(2N + l + 1)

m
∏

l=1

(

N + l − k−1
2

) m
∏

l=1

(

N + l + k+1
2

)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

= C(σ)

√

π

2
1

23Nσ2N+1N!

(

2N + 1
N − k−1

2

)

×

×

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 +
∞
∑

m=1

1

23mσ2m
m
∏

l=1
(N + l)

·

m
∏

l=1
(2N + 2l)

m
∏

l=1
(2N + 2l + 1)

m
∏

l=1

(2N+2l+1)2−k2

22

⎞
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⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

= C(σ)

√

π

2
1

23Nσ2N+1N!

(

2N + 1
N − k−1

2

)

·

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 +
∞
∑

m=1

1
σ2m
·

m
∏

l=1
(2N + 2l + 1)

m
∏

l=1

(

(2N + 2l + 1)2 − k2)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, k = 1, 3, 5, . . . (90)

Здесь, в приведенных выражениях, коэффициент C(σ) есть (43).

В качестве верхних оценок для (89), (90) можно воспользоваться следующими, соответ-
ственно для четных и нечетных k:

Rk,N(σ) < C(σ)
1

22N+1σ2N+2(2N + 1)!!

(

2N + 2
N − k−2

2

)

· σ
2(2N + 4 − k)

σ2(2N + 4 − k) − 1
, k = 2, 4, 6, . . . , (91)

Rk,N(σ) < C(σ)

√

π

2
1

23Nσ2N+1N!

(

2N + 1
N − k−1

2

)

· σ
2(2N + 3 − k)

σ2(2N + 3 − k) − 1
, k = 1, 3, 5, . . . (92)

Таким образом, продемонстрировано, что можно вычислить коэффициенты ряда Фурье
для функции плотности распределения фазы с достаточно высокой точностью. Однако стоит
отметить некоторые нюансы программной реализации. Необходимо учитывать особенности ра-
боты и типы принимаемых и возвращаемых переменных, используемых при вычислении функ-
ций. Так, например, при реализации на языке Python существует возможность работы с целыми
числами, значительно превышающими стандартные int32 (int64), а также uint32 (uint64) при воз-
ведении в степень, для чего можно воспользоваться конструкцией x**y. Для возведения числа 2
в степень z лучше применить 1«z, а, соответственно, при делении целого числа x на 2z — x»z.
Также отметим, что далеко не во всех математических пакетах/библиотеках имеется реализация
функции вычисления двойного факториала, входящего, в частности, выражения (53), (81), (83).
Для случая малых значений σ можно, например, предварительно перейти к представлению сте-
пени показательной функции (88), а соответствующий множитель, содержащий параметр σ, —
вычислить следующим образом:

exp

(

− 1

σ2
− 2n · ln(σ)

)

. (93)

8. Заключение

В работе исследуется распределение фаз гармонических и модулированных PSK-сигна-
лов. Представлены выражения для моделирования случайных фаз с заданными параметрами
и корреляционной функцией.
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Автором впервые получены аналитические формулы для расчета коэффициентов ряда Фу-
рье плотности распределения вероятностей фаз гармонического и модулированного фазоманипу-
лированного PSK-сигнала в зависимости от параметра σ. Рассмотрена точность полученных вы-
ражений. Также впервые получены выражение для функции распределения фаз и его разложение
в ряд Фурье. На основе представления плотности в виде ряда Фурье проведен сравнительный
анализ с некоторыми другими близкими круговыми распределениями — распределением Мизе-
са и обернутым нормальным распределением. При этом показана связь коэффициентов Фурье
между рассматриваемой плотностью распределения и распределением Мизеса.

Полученные в работе результаты представляют теоретический и практический интерес для
моделирования и статистического анализа фаз сигналов в различных прикладных задачах в об-
ласти радиотехники, цифровой связи и радиолокации. В частности, в задачах оценки отношения
«сигнал/шум» [Егоров, Смаль, 2013], вероятности ошибки на бит [Егоров, Смаль, 2012; Varotsos
et al., 2017], а также надежности решений демодулятора, т. е. мягкой демодуляции фазоманипу-
лированных PSK-сигналов.

Полученные в данной статье результаты существенно дополняют работу [Маслаков, Его-
ров, 2023] в части оценки эмпирической плотности распределения вероятностей фаз. Так, по-
лагая нормальность шумовой составляющей принимаемого сигнала, что достаточно хорошо со-
гласуется с реальными результатами, распределение фаз описывается рассматриваемым в работе
распределением. Тогда в дополнение к регуляризированным оценкам коэффициентов Фурье, по-
лучаемых в соответствии с [Маслаков, Егоров, 2023], могут быть вычислены точные значения
коэффициентов Фурье по формулам (57), (58) (или (81), (82)). В результате решение обратной
задачи оценки плотности распределения фазы принимаемого фазоманипулированного PSK-сиг-
нала может быть уточнено на основе коэффициентов Фурье, полученных численно. Указанный
результат может быть использован при вычислении функционалов правдоподобия [Tuchler et
al., 2002; Гладких, 2010] для последующей оценки надежности решений демодулятора PSK-сиг-
налов.

Полученные в работе результаты применимы для интересного с практической точки зре-
ния диапазона значений ОСШ от −10 до 20 дБ, в первую очередь с учетом потенциальной
помехоустойчивости систем связи, использующих сигналы с PSK-модуляцией (см. подробнее
в [Simon, Alouini, 2000; Xiong, 2006; Chandra et al., 2011]), что соответствует значениям σ при-
мерно от 0,06 до 2.

Приложение. Вывод формулы для оценки среднего значения фазы

Рассмотрим оценку параметра ϕm ∈ [−π; π) по выборке {ϕi, i = 0, 1, . . . , L − 1}, подчи-
няющейся распределению Wph(ϕ | σ, ϕm), определяемую выражением (12). Запишем функцию
правдоподобия:

L(ϕm, σ | ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn) =
n

∏

i=0

Wph(ϕi | σ, ϕm). (П.1)

Для удобства перейдем от (П.1) к логарифмической функции правдоподобия, тогда

l(ϕm, σ | ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1) =
n−1
∑

i=0

ln(Wph(ϕi | σ, ϕm)). (П.2)

Наиболее вероятное значение параметра ϕ̂m определяется как максимум функции правдо-
подобия (П.1) или логарифмической функции правдоподобия (П.2), т. е.

ϕ̂m = arg max
ϕm∈[−π; π)

l(ϕm, σ | ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1), (П.3)
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а для вычисления оценки ϕ̂m необходимо вычислить производную и приравнять ее нулю:

∂l(ϕm, σ | ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1)

∂ϕm
= 0. (П.4)

Запишем подробнее производную (П.4):

∂l(ϕm, σ | ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1)

∂ϕm
=

n−1
∑

i=0

∂Wph(ϕi |σ, ϕm)

∂ϕm

Wph(ϕi | σ, ϕm)
. (П.5)

Рассмотрим подробнее числитель слагаемых в (П.5). Для некоторого значения ϕi можно
записать

∂Wph(ϕi | σ, ϕm)

∂ϕm
=
∂

∂ϕm

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

exp
(

− 1
2σ2

)

2π

(

1+
√
π

cos(ϕ − ϕm)√
2σ

· erfc

(

−cos(ϕ − ϕm)√
2σ

)

exp

(

cos2(ϕ − ϕm)

2σ2

))

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

(П.6)

Для сокращения выкладок подставим в (П.6) коэффициент C(σ), определяемый выраже-
нием (43), а также учтем, что производная от слагаемого, не зависящего от ϕm, равна нулю,
тогда

∂Wph(ϕi | σ, ϕm)

∂ϕm
=
∂

∂ϕm

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣
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⎛

⎜
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⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+
cos(ϕi − ϕm)√

2πσ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

. (П.7)

В результате уравнение (П.4) преобразуется к виду

∂l(ϕm, σ | ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1)

∂ϕm
=

n−1
∑

i=0

∂Wph(ϕi | σ, ϕm)

∂ϕm
=

n−1
∑

i=0

C(σ)

√
π sin(ϕi − ϕm)√

2σ
×

×
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝
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)
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= 0. (П.8)
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Очевидно, что для нахождения решения (П.8) достаточно решить

n−1
∑

i=0

sin(ϕi − ϕm) = 0. (П.9)

Путем тригонометрических преобразований в (П.9) получаем

n−1
∑

i=0

(sin(ϕi) cos(ϕm) − cos(ϕi) sin(ϕm)) = 0. (П.10)

В результате решения уравнения (П.10), оценка ϕ̂m может быть найдена следующим об-
разом:

ϕ̂m = arctan

⎛
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⎫

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎭

= arg

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪
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∑
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exp( jϕi)

⎫

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎭

. (П.11)

В результате пришли к выражению (23), аналогично [Mardia, Jupp, 2000; Jammalamadaka,
SenGupta, 2001].
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