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Для трехосной стабилизации космического аппарата (КА) в орбитальной системе координат, в том числе
в непрямом положении равновесия, применяется электродинамический метод управления, основанный на одновре-
менном использовании двух управляющих моментов, оказывающих влияние на динамику вращательного движения
космического аппарата в магнитном поле Земли (МПЗ), а именно лоренцева момента и момента магнитного вза-
имодействия. Предполагается, что КА, оснащенный электрическим зарядом с управляемым вектором статического
момента заряда первого порядка и управляемым собственным магнитным моментом, движется по кеплеровой круго-
вой околоземной орбите произвольного наклонения. Ранее было показано, что объединение двух систем управления —
магнитной и лоренцевой — в единую электродинамическую систему управления (ЭДСУ) позволяет успешно решать
различные задачи управления угловым движением КА. В отличие от многих известных исследований, выполненных
для той или иной приближенной модели МПЗ, в данной работе не накладывается ограничений на точность аппрокси-
мации МПЗ. Ранее выполненные исследования показали ограниченность возможностей ЭДСУ для КА, движущихся
по орбитам, близким по наклонению к полярным, в силу наличия в этом случае таких точек на траектории КА,
в которых возможно совпадение линий действия вектора геомагнитной индукции и вектора скорости КА относитель-
но МПЗ. Поэтому в данной работе ставится и решается задача преодоления отмеченных трудностей. Предложена
модификация ЭДСУ, основанная, во-первых, на оптимизации управления угловым движением КА и, во-вторых, на
ограничении максимальной величины модуля вектора центра заряда относительно центра масс КА, который необ-
ходимо создавать в процессе управления. Рекомендован способ выбора параметров для модифицированной ЭДСУ.
Приведенные результаты численных экспериментов для КА, находящихся на полярной и приполярных орбитах, не
только демонстрируют работоспособность предложенной модификации ЭДСУ, но и свидетельствуют о возможности
технической реализации модифицированного электродинамического метода трехосной стабилизации КА.
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For the three-axis stabilization of the spacecraft in the orbital coordinate system, including in the indirect equilibrium
position, an electrodynamic control method is used based on the simultaneous use of two control torques that affect the
dynamics of the spacecraft’s rotational motion in the Earth’s magnetic field (EMF), namely, the Lorentz torque and the
torque of magnetic interaction. It is assumed that the spacecraft, equipped with an electric charge with a controlled vector of
static moment of charge of the first order and a controlled intrinsic magnetic moment, moves in a Keplerian circular Earth
orbit of arbitrary inclination. It was previously shown that combining two control systems, magnetic and Lorentz control,
into a single electrodynamic control system (EDCS) makes it possible to successfully solve various problems of controlling
the angular motion of spacecraft. Unlike many well-known studies performed for one or another approximate EMF model,
this work does not impose restrictions on the accuracy of the EMF approximation. Previous studies have shown the limited
capabilities of the EDCS for spacecraft moving in orbits close to the polar ones, due to the presence in this case of such
points on the spacecraft trajectory in which it is possible for the lines of action of the geomagnetic induction vector and the
spacecraft velocity vector relative to the EMF. Therefore, in this paper, the problem of overcoming these difficulties is posed
and solved. A modification of the EDCS is proposed, based, firstly, on optimizing the control of the angular motion of the
spacecraft and, secondly, on limiting the maximum value of the modulus of the vector of the center of charge relative to the
center of mass of the spacecraft, which must be created during control. A method for selecting parameters for a modified
EMF is recommended. The presented results of numerical experiments for spacecraft located in polar and circumpolar orbits
not only demonstrate the operability of the proposed modification of the EDCS, but also indicate the possibility of technical
implementation of the modified electrodynamic method of three-axis spacecraft stabilization.
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Введение

Методы полупассивного управления вращательным движением космического аппарата
(КА) вокруг его центра масс получили свое развитие еще в середине XX века (см. [Белец-
кий, 1965; Белецкий, 1975; Сарычев, Овчинников, 1985] и др.). Эти методы опираются на ис-
пользование различных по своей природе сил и моментов, генерируемых естественным образом
в околоземном пространстве. Хорошо развиты методы управления, основанные на использова-
нии взаимодействия КА с магнитным полем Земли (МПЗ) [Белецкий, 1965; Rodriguez-Vazquez,
Prats, 2014; Giri et al., 2017; Морозов, Каленова, 2018; Ovchinnikov, Roldugin, 2021]. В осно-
ве указанного взаимодействия лежит создание на борту КА собственного магнитного момента
(магнитные системы управления) или электростатического заряда (лоренцевы системы управле-
ния). Объединение возможностей лоренцевой и магнитной систем управления угловым движе-
нием КА имеет место в электродинамической системе управления (ЭДСУ), позволяющей путем
программного изменения моментов (лоренцева и магнитного взаимодействия) не только ори-
ентировать КА в любом заданном угловом положении, но и погасить собственные колебания
КА около его центра масс [Тихонов, 2003; Giri, Sinha, 2014; Giri, Sinha, 2017; Prabhat et al.,
2022; Maksimenko, Tikhonov, 2025]. Изменение управляющих моментов сил достигается за счет
изменения двух управляемых векторов — собственного магнитного момента КА и вектора цен-
тра заряда КА относительно центра масс КА. В случаях, когда положение равновесия КА не
является прямым, или орбита КА не является круговой, или при наличии заранее известных
возмущений, необходимо компенсировать действующие на КА возмущающие моменты, что то-
же возможно с помощью программного изменения тех же управляемых векторов [Александров,
Тихонов, 2013; Klyushin et al., 2024; Maksimenko, Tikhonov, 2025]. Также в работах [Алексан-
дров, Тихонов, 2013; Aleksandrov, Tikhonov, 2017; Maksimenko, Tikhonov, 2025] обосновывается
асимптотическая устойчивость углового движения КА для выбранных параметров КА, орбиты
и управления.

В работах [Александров и др., 2016; Александров и др., 2017; Aleksandrov, Tikhonov, 2020;
Aleksandrov, Tikhonov, 2024; Maksimenko, Tikhonov, 2025] рассматриваются различные варианты
программного углового движения КА, которые могут быть реализованы с помощью объединения
двух систем управления — магнитной и лоренцевой — в единую ЭДСУ. Проведенные теоретиче-
ские исследования и выполненные численные эксперименты подтверждают работоспособность
и эффективность ЭДСУ для КА, находящихся на орбитах произвольного наклонения (рис. 1).
С другой стороны, техническая реализация ЭДСУ КА требует более тщательного анализа зако-
нов изменения управляемых векторов. В данной статье проведен подробный анализ реализации
ЭДСУ для КА, находящихся на орбитах высокого наклонения. Особенностью движения КА на
полярных или околополярных орбитах является то, что для некоторых положений на орбите
вектор скорости центра масс КА становится по направлению близким к вектору магнитной ин-
дукции МПЗ (рис. 2), что затрудняет создание необходимого по величине лоренцева момента, но
не исключает его использования для стабилизации КА.

Исследованию динамики спутников, находящихся на полярных орбитах, традиционно уде-
ляется большое внимание ввиду практической важности этого направления исследований и раз-
нообразия приложений, включающих прогнозирование погоды, мониторинг окружающей сре-
ды [Cunningham et al., 2004], обеспечение специальной подвижной спутниковой связи, цифро-
вого спутникового радиовещания, обеспечение поисково-спасательных операций, обеспечение
стабильного соединения в акватории Северного морского пути [Буянов, Кокорич, 2024]. В упомя-
нутых работах именно околополярные орбиты, как круговые [Aslanov, Sizov, 2022], так и сильно-
эллиптические [Буянов, Кокорич, 2024], имеют преимущество перед остальными околоземными
орбитами.
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Рис. 1. Типы орбит в зависимости от накло-
нения

Рис. 2. Магнитная индукция �B и скорость
центра масс КА �vC на полярной орбите

Решение задач ориентации и стабилизации КА, находящихся на околополярных орбитах,
обычно опирается на использование магнитных систем управления, которые без существенных
проблем работают на таких орбитах, в отличие от ситуаций, когда орбиты близки к эквато-
риальным.

Так, в работе [Reyhanoglu, Drakunov, 2008] решается задача трехосной магнитной стабили-
зации КА на полярной орбите. Используется нелинейная математическая модель и метод функ-
ций Ляпунова. Однако обнаружена высокая чувствительность законов управления к параметрам
управлений. Аналогичная задача магнитной стабилизации КА в прямом положении равновесия
в орбитальной системе координат решается в [Морозов, Каленова, 2018] другим способом — на
базе системы линеаризованных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами.
С помощью специальной замены переменных исходная нестационарная дифференциальная си-
стема сводится к стационарной, но более высокой размерности. Далее применяется известный
подход для построения управляющих моментов, который применяется для решения прикладных
задач [Каленова, Морозов, 2010; Каленова, Морозов, 2019; Морозов, Каленова, 2020]. При нали-
чии управляемости стационарной системы на основе квадратичного критерия качества строится
оптимальный алгоритм управления, из которого получают линейную обратную связь с постоян-
ными коэффициентами. После этого осуществляется обратный переход к исходным переменным
нестационарной системы, что дает выражение для закона управления в исходной системе.

В обеих упомянутых работах МПЗ моделируется как прямой магнитный диполь. Такая
аппроксимация МПЗ является традиционной при выполнении качественных аналитических ис-
следований, а использование более точных моделей МПЗ, сопряженное со значительным услож-
нением математических моделей, обычно имеет место лишь на этапе численного моделирования
для получения количественных результатов. Тем не менее имеются работы, в которых аналитиче-
ские исследования успешно выполняются на базе квадрупольной и октупольной аппроксимаций
МПЗ, причем как в нелинейной постановке [Тихонов, 2003; Антипов и др., 2006; Антипов, Ти-
хонов, 2007; Антипов, Тихонов, 2014; Antipov, Tikhonov, 2014; Tikhonov et al., 2017; Aleksandrov,
Tikhonov, 2020], так и на базе линейного приближения [Каленова и др., 2024]. В некоторых
задачах динамики углового движения КА аналитические результаты получены для аппроксима-
ции МПЗ вообще с произвольной степенью точности [Тихонов и др., 2011; Александров, Тихо-
нов, 2013; Aleksandrov, Tikhonov, 2017; Aleksandrov, Tikhonov, 2023; Aleksandrov, Tikhonov, 2024;
Maksimenko, Tikhonov, 2025].

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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С теоретической точки зрения наличие управляемости в магнитных системах управле-
ния [Морозов, Каленова, 2020] свидетельствует о возможности их использования практически
для любых задач. Однако присущая магнитным системам управления проблема ограничения на
направление управляющего момента требует специфических подходов к их реализации и неко-
торой оптимизации для практического преодоления упомянутой проблемы [Ovchinnikov et al.,
2015]. Один из таких естественных подходов — использование дополнительных исполнитель-
ных органов, что и имеет место в ЭДСУ.

Следует отметить, что повышение эффективности работы ЭДСУ также может быть до-
стигнуто путем некоторой ее оптимизации. Так, в работе [Тихонов и др., 2011] предложен метод
оптимизации ЭДСУ, основанный на исключении тех составляющих управляемых векторов, ко-
торые не вносят вклада в управляющие моменты. Там же выполнена оценка эффективности
оптимизации, которая минимизирует энергозатраты на создание соответствующих управляющих
моментов, не влияя на их величину и направление, что позволяет рекомендовать этот подход при
реализации ЭДСУ КА на практике.

Еще одно возможное направление исследования путей оптимизации ЭДСУ связано с вы-
шеупомянутым естественным ограничением на направление лоренцева момента, особенно про-
являющимся при движении КА по околополярным орбитам. Тем не менее вопрос оптимизации
работы ЭДСУ для КА, находящихся на околополярных орбитах, ранее в литературе не рассмат-
ривался. В данной статье ставится задача создания модификации ЭДСУ, которая может быть
рекомендована для КА, находящихся именно на околоземных орбитах, близких к полярным,
с учетом характерных массогабаритных параметров существующих КА.

Электродинамическая система управления

Системы координат и другие обозначения

Рассмотрим КА, центр масс которого (точка C) движется по круговой кеплеровой около-
земной орбите радиусом R в гравитационном и магнитном полях Земли.

Введем следующие правые декартовы системы координат (рис. 3):

• инерциальная система координат OEX∗Y∗Z∗ (орты �i∗, �j∗, �k∗) с началом в центре Земли,
ось OEZ∗ направлена по оси собственного вращения Земли, ось OEX∗ — в восходящий
узел орбиты КА, а плоскость X∗Y∗ совпадает с плоскостью экватора;

• орбитальная система координат Cξηζ (орты �ξ0, �η0,
�ζ0) с началом в центре масс КА, ось Cξ

направлена по касательной к орбите в сторону движения, ось Cη — по нормали к плоскости
орбиты, ось Cζ — вдоль радиус-вектора R = R�ζ0 центра масс КА относительно центра
Земли OE;

• система главных центральных осей инерции Cxyz (орты�i, �j, �k).

С учетом вращения орбитальной системы Cξηζ относительно инерциальной системы ко-
ординат OEX∗Y∗Z∗ с угловой скоростью �ω0 = ω0�η0 их взаимная ориентация определяется на
основании равенств
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Рис. 3. Используемые системы координат: инерциальная система координат OEX∗Y∗Z∗, где точка OE —
центр Земли, ось OEZ∗ направлена по оси собственного вращения Земли, ось OEX∗ — в восходящий
узел орбиты КА, плоскость X∗Y∗ совпадает с плоскостью экватора; орбитальная система координат Cξηζ,
точка C — центр масс КА, ось Cξ направлена по касательной к орбите в сторону движения, ось Cη —
по нормали к плоскости орбиты, ось Cζ — вдоль радиус-вектора R = R�ζ0 центра масс КА относительно
центра Земли OE; система главных центральных осей инерции Cxyz; i — наклонение орбиты, u = ω0t —
аргумент широты, �ωE — угловая скорость вращения Земли, �ω0 — угловая скорость вращения орбитальной
системы Cξηζ относительно инерциальной системы координат OE X∗Y∗Z∗

где i =
(
̂�k ∗, �η0

)
— наклонение орбиты, ω0t =

(
̂�i ∗, �ζ0

)
— аргументы широты, при t = 0 КА находится

в восходящем узле орбиты. Если обозначить u = ω0t, то выражение (1) примет вид

�i ∗ = −�ξ0 sin u + �ζ0 cos u,

�j ∗ = �ξ0 cos i cos u − �η0 sin i + �ζ0 cos i sin u,

�k ∗ = �ξ0 sin i cos u + �η0 cos i + �ζ0 sin i sin u.

Ориентация системы координат Cxyz относительно орбитальной системы координат Cξηζ
задается матрицей направляющих косинусов A = {ai j}. Если определять ориентацию КА в орби-
тальной системе координат с помощью «самолетных» углов ϕ (крен), θ (тангаж), ψ (рыскание)
(так же как, например, в [Maksimenko, Tikhonov, 2025]), то элементы матрицы A примут вид

a11 = cosψ cos θ, a12 = cosψ sin θ sin ϕ − sinψ cos ϕ, a13 = sinψ sin ϕ + cosψ sin θ cos ϕ;

a21 = sinψ cos θ, a22 = cosψ cos ϕ + sinψ sin θ sin ϕ, a23 = sinψ sin θ cos ϕ − cosψ sin ϕ;

a31 = − sin θ, a32 = sin ϕ cos θ, a33 = cos ϕ cos θ.

Если орбитальная система координат принимается за базовую (т. е. ту систему координат,
в которой решается задача угловой стабилизации КА), то программная ориентация КА в этой
системе координат задается некоторой определенной матрицей A0 направляющих косинусов.

Обозначим через �ω′ = p�i + q�j + r�k угловую скорость КА относительно орбитальной системы
координат. Угловое движение КА, в котором

A = A0, �ω′ = �0, (2)

будем называть программным движением КА.
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Управляемые векторы и управляющие моменты

Концепция построения ЭДСУ опирается на возможность управляемого изменения двух
ключевых векторных параметров, а именно �P и �I, для создания управляющих моментов — ло-
ренцева �ML и момента магнитного взаимодействия �MM, обеспечивающих программное угловое
движение КА. Эта концепция была предложена в работе [Антипов, Тихонов, 2007] и в даль-
нейшем получила развитие в ряде работ, направленных на решение конкретных задач динами-
ки углового движения КА [Антипов, Тихонов, 2014; Aleksandrov, Tikhonov, 2020; Aleksandrov,
Tikhonov, 2024; Klyushin et al., 2024; Maksimenko, Tikhonov, 2025]. В работе [Петров, Тихонов,
1999] показано, что для любых реальных КА и тем более для КА, работающих в режимах,
близких к ориентированному движению, момент �ML с хорошей степенью точности может быть
аппроксимирован выражением

�ML =
�P × �T , (3)

где �P = Q�ρ0 имеет смысл статического момента заряда первого порядка, Q — заряд КА, �ρ0 =

= x0
�i + y0

�j + z0
�k — радиус-вектор центра заряда КА относительно центра масс КА в системе

координат Cxyz. Вектор �T вычисляется по формуле �T = A�(�vC × �B), где скорость центра масс

КА �vC относительно геомагнитного поля и вектор магнитной индукции �B заданы своими проек-
циями в орбитальной системе координат Cξηζ. Заметим, что при заданных параметрах орбиты
и выбранной модели МПЗ векторы �vC и �B являются известными функциями времени. Здесь
и далее в работе используется мультипольная модель МПЗ [Антипов, Тихонов, 2013], причем
порядок аппроксимации не ограничен.

Момент магнитного взаимодействия вычисляется по формуле

�MM =
�I × �B, (4)

где вектор �I — собственный управляемый магнитный момент КА. Полагаем МПЗ однородным
в объеме КА, поэтому значение �B в формулах (3), (4) совпадает с его значением в центре
масс КА.

В случае стабилизации КА в орбитальной системе координат в непрямом положении рав-
новесия управляемые векторы �P и �I содержат три компоненты — восстанавливающую, диссипа-
тивную и компенсирующую:

�P = �Prest + �Pdiss + �Pcomp, (5)

�I = �Irest + �Idiss + �Icomp (6)

для создания одноименных компонент управляющих моментов. Такой подход к построению
управлений хорошо себя зарекомендовал при решении разнообразных задач динамики углово-
го движения КА и может рассматриваться как классический [Зубов, 1975]. При этом восста-
навливающий момент является линейным по угловым отклонениям от программных значений,
а диссипативный момент — линейным по угловым скоростям [Dosaev, 2019]. Построение ком-
пенсирующих компонент будет описано далее.

Движение КА относительно его центра масс как твердого тела под действием гравитаци-
онного, лоренцева и магнитного моментов (3), (4) описывается уравнениями Эйлера:

d
dt

(J�ω) + �ω × (J�ω) = �MG +
�ML +

�MM, (7)

где J = diag(A, B, C) — тензор инерции КА в системе главных центральных осей инерции Cxyz,
�ω = �ω′ + �ω0 = �ω′ + ω0�η0 — абсолютная угловая скорость КА, �MG — гравитационный момент,
который вычисляется по формуле

�MG = 3ω2
0
(
A��ζ0

) × (JA��ζ0
)
.
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Чтобы замкнуть дифференциальную систему, рассмотрим динамические уравнения (7) вместе
с кинематическими уравнениями Пуассона:

d�ξ0

dt
= �ξ0 × �ω − ω0

�ζ0,
d�η0

dt
= �η0 × �ω,

d�ζ0

dt
= �ζ0 × �ω + ω0

�ξ0. (8)

Компенсация возмущений

Пусть программное движение КА задано в виде

ϕ = ϕ0, θ = θ0, ψ = ψ0, �ω′ = �0 (9)

и в общем случае не является прямым положением равновесия КА в орбитальной системе коор-
динат. Гравитационный момент и выражение ω2

0

(
A��η0

) × (JA��η0

)
, входящие в уравнения (7), не

обращаются в ноль при программном движении КА. Для компенсации возмущающего момента

�Md = ω
2
0
(
3
(
A��ζ0

) × (JA��ζ0
) − (A��η0

) × (JA��η0
))

используется подход, основанный на создании соответствующих составляющих электродинами-
ческих параметров �Pcomp и �Icomp [Tikhonov, 2015]. Таким образом, формулы (5) и (6), используе-
мые для вычисления восстанавливающих, диссипативных и компенсирующих компонент управ-
ляемых векторов �P и �I для реализации ЭДСУ, направленной на стабилизацию углового движения
КА, с учетом введенных обозначений имеют вид

�P = QkL
�T0 + QhL�ω

′ × �T +
�Md ·
(
A��B
)

|�B| · |�T |

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
V� ·
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (10)

�I = kM
�B0 + hM�ω

′ × (A��B) + V� ·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
�Md ·
((

A��B
)
×�T
)

|�B|2 |�T |

− �Md ·�T
|�B|·|�T |

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (11)

Здесь предполагается, что |�T | � 0. Коэффициенты управления kL, kM, hL, hM являются в общем
случае функциями времени, V — известная матрица [Александров, Тихонов, 2013]:

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Bx

|�B|
By

|�B|
Bz

|�B|
Tx

|�T |
Ty

|�T |
Tz

|�T |
[�B×�T ]x

|�B|·|�T |
[�B×�T ]y

|�B|·|�T |
[�B×�T ]z

|�B|·|�T |

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Следовательно, подставляя выражения для крутящих моментов (3) и (4) в уравнения Эйлера (7),
получим следующую систему динамических дифференциальных уравнений:

d
dt

[J(�ω′ + ω0�η0)] + (�ω′ + ω0�η0) × (J�ω′) + ω0�ω
′ × (J�η0) = �ML rest +

�ML diss +
�MM rest +

�MM diss, (12)

где в правой части стоят восстанавливающие (с индексом rest) и диссипативные (с индексом
diss) компоненты управляющих моментов (3), (4) соответственно.
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Модификация управления

Оптимизация и анализ эффективности

Оценим вклад каждой компоненты вектора �P из выражения (5) в вектор �ρ0 для переходного
процесса стабилизации углового положения КА. Для этого построим графики величин каждой из
этих составляющих для следующих инерционных параметров КА, заряда, радиуса орбиты и ее
наклонения, а также параметров управления (см. табл. 1). Введем положительные параметры
управления kL0, kM0, hL0, hM0 в виде

kL0 = kLQ|�T (t)|2, kM0 = kM |�B(t)|2, hL0 = hLQ|�T (t)|2, hM0 = hM |�B(t)|2.

Таблица 1. Данные параметров КА, орбиты и управления для численных экспериментов

Параметр Обозначение Величина Единицы измерения

КА

A 1000 кг · м2

B 1200 кг · м2

C 800 кг · м2

Q 5 · 10−3 Кл

Орбита

R 7 · 106 м
i1

70π
180 рад

i2
80π
180 рад

i3
π
2 рад

Управление

kL0 2,5 · 10−3 Н · м
kM0 2 · 10−3 Н · м
hL0 0,2 Н · м · с
hM0 1,0 Н · м · с

Вычисления проводятся для безразмерных величин с помощью параметров Родрига – Га-
мильтона при следующих начальных значениях углов ϕ, θ, ψ и безразмерной начальной абсо-
лютной угловой скорости КА в проекциях на оси системы координат Cxyz:

ϕ(0) = 0,2 рад, ψ(0) = −0,2 рад, θ(0) = 0,2 рад,

Ωx(0) =
ωx(0)
ω0

= 0,2, Ωy(0) =
ωy(0)

ω0

= 0,7, Ωz(0) =
ωz(0)

ω0

= 0,3.
(13)

В качестве программного движения приняты следующие значения «самолетных» углов:

ϕ0 = 0,5 рад, ψ0 = 0,3 рад, θ0 = 0,1 рад. (14)

Как было отмечено выше, в расчетах может быть использована мультипольная модель
МПЗ любого порядка аппроксимации. Ниже приведены результаты численных экспериментов,
выполненных при квадрупольной аппроксимации МПЗ.

На рис. 4–6 представлены переходные процессы стабилизации КА на орбитах с наклонени-
ями ik (k = 1, 2, 3), взятыми из таблицы 1. Заметим, что во всех трех случаях удается достаточно
быстро стабилизировать КА в программном движении (14), что теоретически подтверждает ра-
ботоспособность ЭДСУ при выбранных параметрах.
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Рис. 4. Процесс стабилизации КА на орбите с наклонением i1 = 70◦, представленный в виде графиков
изменения «самолетных» углов ϕ, ψ, θ, выраженных в радианах, от безразмерной переменной u, отклады-
ваемой на горизонтальной оси

Рис. 5. Процесс стабилизации КА на орбите с наклонением i2 = 80◦, представленный в виде графиков
изменения «самолетных» углов ϕ, ψ, θ, выраженных в радианах, от безразмерной переменной u, отклады-
ваемой на горизонтальной оси

Рис. 6. Процесс стабилизации КА на орбите с наклонением i3 = 90◦, представленный в виде графиков
изменения «самолетных» углов ϕ, ψ, θ, выраженных в радианах, от безразмерной переменной u, отклады-
ваемой на горизонтальной оси

Обратимся теперь к вопросу о практической реализуемости построенного управления. Ес-
ли вопрос о реализуемости управляемого вектора �I достаточно хорошо изучен и поэтому в дан-
ном случае не вызывает необходимости дополнительных исследований, то вопрос о реализу-
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емости вектора �P требует дополнительного исследования ввиду наличия очевидных конструк-
тивных ограничений на величины Q и |�ρ0|, а следовательно, и на величину |�P|. Согласно ста-
тьям [Gangestad et al., 2010; Tealib et al., 2020] можно понять, что в настоящее время существуют
технологии, которые позволяют получить заряд на поверхности КА порядка 10−2 Кл/кг. В рас-
сматриваемом случае результаты численных экспериментов приведены для КА с характерной
массой порядка 1000 кг и характерной величиной заряда Q порядка 10−3 Кл (табл. 1). Такая ве-
личина заряда на три порядка меньше верхней оценочной границы заряда, который может нести
КА массой 1000 кг. Поэтому вопрос технической реализации такого заряда не должен вызывать
проблем. С другой стороны, вопрос, касающийся оперативного переноса центра заряда внутри
КА, может быть решен с использованием устройства, предложенного в изобретении [Петров,
Тихонов, 2001].

На рис. 7–9 изображены графики изменения величин
|�Prest |

Q ,
|�Pdiss |

Q ,
|�Pcomp|

Q в процессе стабили-
зации программного движения КА для тех же параметров из табл. 1.

Рис. 7. Изменение величин |
�Prest |
Q ,

|�Pdiss |
Q ,

|�Pcomp |
Q , отмеченных на рисунке красным, синим и зеленым цветом со-

ответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u для КА, движущегося
по орбите с наклонением i1 = 70◦

Рис. 8. Изменение величин |
�Prest |
Q ,

|�Pdiss |
Q ,

|�Pcomp |
Q , отмеченных на рисунке красным, синим и зеленым цветом со-

ответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u для КА, движущегося
по орбите с наклонением i2 = 80◦

Анализ полученных результатов позволяет сделать выводы о том, что, во-первых, по мере
приближения i к 90◦ значения |�ρ0| стремительно нарастают и оказываются недопустимо больши-
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Рис. 9. Изменение величин |
�Prest |
Q ,

|�Pdiss |
Q ,

|�Pcomp |
Q , отмеченных на рисунке красным, синим и зеленым цветом со-

ответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u для КА, движущегося
по орбите с наклонением i3 = 90◦

ми по сравнению с размерами КА и, во-вторых, наибольший вклад в длину вектора �ρ0 вносит

компонента �Prest. Следовательно, требуется модификация метода, и в первую очередь она должна
быть направлена на ограничение составляющей �Prest.

Согласно исследованию, выполненному в [Тихонов и др., 2011], из формулы для восста-
навливающей компоненты вектора �Prest = QkLA�0 �T следует, что компонента �P ‖rest, направленная
вдоль вектора �T , не вносит вклада в управляющий момент �ML. Следовательно, возможна опти-

мизация вектора �P, соответствующая минимизации компоненты �P ‖rest. Тогда вместо вектора �Prest
будет создаваться только составляющая �P⊥rest, определяемая по формуле

�P⊥rest = �Prest − �P ‖rest = QkL

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝�T0 − (�T0 · �T )

�T

|�T |2
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠. (15)

С учетом оптимизации (15) выполнена серия численных экспериментов по стабилиза-
ции программного режима движения КА при тех же значениях параметров (см. табл. 1). На

рис. 10–12 представлены графики изменения величин
|�P⊥rest |

Q ,
|�Pdiss|

Q ,
|�Pcomp|

Q .

Рис. 10. Изменение величин |modPrest|
Q =

|�P⊥rest |
Q ,

|�Pdiss|
Q ,

|�Pcomp |
Q , отмеченных на рисунке красным, синим и зеленым

цветом соответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u для КА,
движущегося по орбите с наклонением i1 = 70◦
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Рис. 11. Изменение величин |modPrest|
Q =

|�P⊥rest |
Q ,

|�Pdiss |
Q ,

|�Pcomp |
Q , отмеченных на рисунке красным, синим и зеленым

цветом соответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u для КА,
движущегося по орбите с наклонением i2 = 80◦

Рис. 12. Изменение величин |modPrest|
Q =

|�P⊥rest |
Q ,

|�Pdiss|
Q ,

|�Pcomp |
Q , отмеченных на рисунке красным, синим и зеленым

цветом соответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u для КА,
движущегося по орбите с наклонением i3 = 90◦

Откуда видно, что предложенная оптимизация вектора �Prest позволяет существенно (для
околополярных орбит — на порядок) уменьшить величину модуля вектора �P и, соответственно,
вектора �ρ0, который необходимо создавать в процессе управления.

Модификация управления с ограничением модуля вектора �ρ0

Несмотря на то что разработанный метод позволяет обеспечить стабилизацию програм-
много углового движения КА на орбитах с любым наклонением, вопрос технической реализации
такого способа управления для КА на околополярных орбитах требует дальнейшей проработки,
поскольку, как видно из рис. 10–12, величина | �ρ0| может достигать неприемлемо больших зна-
чений. Это обстоятельство связано с тем, что при наклонениях орбиты, близких к 90◦, имеются
такие точки на траектории КА, в которых возможно совпадение линий действия вектора гео-
магнитной индукции �B и вектора �vC скорости центра масс КА относительно МПЗ. В результате

в этих точках вектор �T становится близком к нулевому, а эффективность управляющего момен-
та �ML резко падает. Учитывая, что упомянутые падения являются кратковременными, предла-
гается модифицировать закон управления (10), (11) таким образом, чтобы вместо величины |�T |
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в него входила модифицированная норма |�T |mod, вычисляемая по формуле

|�T |mod =
1
2

(|δ − |�T || + δ + |�T |), (16)

где δ = min
u

(|�T |i=0) ≈ 0,12 (см. рис. 13).

Рис. 13. Изменение модуля вектора �T = A�(�vC× �B), выраженного в м ·Тл/c, в зависимости от безразмерной
переменной u для КА, находящегося на экваториальной орбите (наклонение i = 0)

При таком выборе постоянной δ величина |�T |mod, вычисленная по формуле (16), для КА,
движущегося по полярной орбите, будет изменяться, как показано на рис. 14. Предложенная
модификация нормы вектора �T позволяет ограничить норму вектора �ρ0 по всем трем его компо-
нентам и тем самым обеспечить реализуемость лоренцева момента для КА, движущихся в том
числе и по околополярным орбитам.

Рис. 14. Изменение модуля вектора |�T |mod, выраженного в м · Тл/c, в зависимости от безразмерной пере-
менной u для КА на полярной орбите при δ = 0,12

На рис. 15–17 приведены значения составляющих управляемого вектора �ρ0 с учетом оп-

тимизации восстанавливающей компоненты �Prest и модификации управления (10), (11), (16),
полученные в процессе интегрирования системы дифференциальных уравнений управляемого
движения КА для параметров из табл. 1.

Легко видеть, что все три компоненты вектора �ρ0 ограничены, а его модуль не превосходит,
даже по существенно завышенной оценке, величины 2,1 м.
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Рис. 15. Изменение величин |P̂rest|Q =
|�P⊥rest |

Q ,
|P̂diss|

Q =
|�Pdiss|

Q ,
|P̂comp |

Q =
|�Pcomp |

Q с учетом оптимизации восстанавливаю-

щей компоненты �Prest и модификации управления (10), (11), (16), отмеченных на рисунке красным, синим
и зеленым цветом соответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u
для КА, движущегося по орбите с наклонением i1 = 70◦, δ = 0,12

Рис. 16. Изменение величин |P̂rest|Q =
|�P⊥rest |

Q ,
|P̂diss|

Q =
|�Pdiss|

Q ,
|P̂comp |

Q =
|�Pcomp |

Q с учетом оптимизации восстанавливаю-

щей компоненты �Prest и модификации управления (10), (11), (16), отмеченных на рисунке красным, синим
и зеленым цветом соответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u
для КА, движущегося по орбите с наклонением i2 = 80◦, δ = 0,12

Анализ переходных процессов, имеющих место при модифицированном управлении, сви-
детельствует о том, что даже в самом неблагоприятном случае полярной орбиты (i = 90◦) они
мало отличаются от аналогичных процессов, рассчитанных с управлением (10), (11) (см. рис. 18).

Таким образом, предложенная модификация управления (10), (11) с учетом замены (16)
для |�T | обеспечивает техническую реализуемость метода управления без снижения его эффек-
тивности.

Заключение

В статье предложены оптимизация электродинамического метода управления угловым дви-
жением КА, которая минимизирует энергозатраты на создание управляющих моментов — лорен-
цева момента и момента магнитного взаимодействия, а также его модификация, позволяющая
гарантировать ограниченность вектора статического момента заряда первого порядка в процессе
генерирования управляющего лоренцева момента вне зависимости от наклонения орбиты КА.
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Рис. 17. Изменение величин |P̂rest|Q =
|�P⊥rest |

Q ,
|P̂diss|

Q =
|�Pdiss|

Q ,
|P̂comp |

Q =
|�Pcomp |

Q с учетом оптимизации восстанавливаю-

щей компоненты �Prest и модификации управления (10), (11), (16), отмеченных на рисунке красным, синим
и зеленым цветом соответственно, выраженных в метрах, в зависимости от безразмерной переменной u
для КА, движущегося по орбите с наклонением i3 = 90◦, δ = 0,12

Рис. 18. Сравнение переходных процессов стабилизации КА на орбите с наклонением i3 = 90◦ для ис-
ходного (пунктирная линия) и модифицированного (сплошная линия) управлений, выраженное в виде
графиков зависимостей «самолетных» углов ϕ, ψ, θ от безразмерной переменной u

Проведенный в статье анализ величины управляемого вектора �P позволил выявить особен-
ности электродинамической системы управления для КА, находящихся на орбитах с наклонени-
ем, близким к π

2 , связанные с тем, что величина вектора �ρ0 значительно превышает характерные
размеры КА. Таким образом, предложенный в статье подход к формированию управляющего
момента �ML в виде (15), при этом никак не влияя на его величину и направление, позволит
уменьшить модуль вектора �ρ0 до величины, соответствующей размерам реального КА.

Выполненные в работе расчеты, проведенные с использованием заведомо заниженного на
три порядка значения заряда Q, подтверждают целесообразность использования предложенной
оптимизации управления при реализации ее на практике для КА, находящихся на орбитах лю-
бого наклонения, включая приполярные и полярные.
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