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Важно отметить, что BFS-укладка в общем случае не является инвариантной относительно
автоморфизмов графа: выбор стартовой вершины v0 определяет конкретную перестановку узлов
и, следовательно, конкретное матричное представление одной и той же конфигурации. В наших
расчетах это свойство использовалось как дополнительная аугментация данных. Для каждой кон-
фигурации на гексагональной решетке и кагоме-решетке генерировалось до четырех различных
BFS-укладок, соответствующих обходам от стартовых вершин, выбранных в разных частях ре-
шетки. Одна и та же CNN обучалась одновременно на всех таких представлениях, поэтому ее
параметры подстраивались к признакам, устойчивым к выбору v0. При изменении набора старто-
вых вершин получаемые оценки критической температуры из пересечения Phigh(T ) и 1−Phigh(T )
оставались стабильными в пределах точности, характеризуемой отклонениями, приведенными
в таблице 2.

Таблица 2. Отклонения предсказанных значений Tc нейронной сетью от T ref
c для разных решеток и раз-

меров

Геометрия решетки 32 × 32 48 × 48 56 × 56
Квадратная +0,006 ± 0,001 +0,010 ± 0,001 +0,006 ± 0,001
Треугольная −0,009 ± 0,002 −0,001 ± 0,001 +0,002 ± 0,001
Гексагональная −0,005 ± 0,001 −0,002 ± 0,001 −0,004 ± 0,001
Кагоме −0,007 ± 0,001 +0,001 ± 0,001 +0,006 ± 0,001

Рис. 4. Предложенная архитектура CNN3

Архитектура классификатора, изображенная на рис. 4, представляет собой последова-
тельность сверточных блоков с последующей агрегацией через слой глобального усредне-
ния и выходным полносвязным слоем размерности два, который возвращает вероятности
низкотемпературной и высокотемпературной фаз. Структуру сети можно записать в виде
Conv2D : (32, 3 × 3) → BatchNorm → Dropout : (0,25) → Conv2D : (64, 3 × 3) → BatchNorm →
→ Dropout : (0,25) → Conv2D : (128, 3 × 3) → BatchNorm → Dropout : (0,25) → GAP →
→ Dense : (2).

Слои BatchNorm включены после сверточных слоев для нормализации активаций в каж-
дом мини-батче, что стабилизирует распределения признаков, ускоряет сходимость обучения
и выступает дополнительной регуляризацией. Оптимизация осуществлялась методом Adam со
скоростью обучения 10−3 и размером пакета 256. Одна и та же CNN обучалась совместно на
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квадратной, треугольной и гексагональной решетках. Конфигурации на решетке кагоме исполь-
зовались только на этапе тестирования обобщающей способности модели.

Значением на выходе нейронной сети является вероятность высокотемпературной фазы,
которую обозначим через Phigh(x) для отдельной конфигурации x. Для фиксированной темпера-
туры T рассматривается усредненная по конфигурациям зависимость

Phigh(T ) =
1

nT

nT∑

i=1

[CNN(xi(T ))]класс=high, (4)

где усреднение проводится по nT независимым конфигурациям xi(T ), сгенерированным при дан-
ной температуре. Функция Phigh(T ) играет роль эффективного «порядкового параметра» класси-
фикатора: при низких температурах она близка к нулю, а при высоких — к единице. В качестве
оценки критической температуры используется решение уравнения

Phigh(T ) =
1
2
, (5)

полученное с помощью локальной линейной интерполяции по T . Для анализа сопоставлялись
также кривые 1 − Phigh(T ); пересечение Phigh(T ) и 1 − Phigh(T ) вблизи Tc наглядно иллюстрирует
смену преобладающей фазы. Стоит отметить: такое определение Tc воспроизводит те же числен-
ные значения, что и известные классические методы. Однако в случаях наличия внешнего поля
или многокомпонентных параметров порядка данное определение уже не обязательно остается
корректным или оптимальным. В подобных случаях естественно рассматривать альтернативные
критерии [Van Nieuwenburg et al., 2017]. На рис. 5 и 6 показаны усредненные кривые Phigh(T )
и 1 − Phigh(T ) для различных размеров и геометрий решеток, а на рис. 7 приведена увеличенная
окрестность критической области для гексагональной решетки.

Для независимой проверки результатов классификатора вычислялась теплоемкость на
спин:

C(T ) = N

〈
E2
〉

T
− 〈E〉2T

T 2
, (6)

где N — число спинов, а 〈E〉T и
〈
E2
〉

T
— соответственно первый и второй моменты энергии при

температуре T [Fisher, Huse, 1988; Baity Jesi, 2016].

(а) (б)

Рис. 5. Предсказание нейронной сети для двумерной квадратной (a) и треугольной (б) решеток спинов
Изинга. Линейные размеры систем 32×32, 48×48 и 56×56 спинов. Кривые Phigh(T ) (красные) и 1 − Phigh(T )
(синие) усреднены по 600 независимым конфигурациям. Черная вертикальная линия обозначает контроль-
ное значение T ref

c
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(а) (б)

Рис. 6. Предсказание нейронной сети для двумерной гексагональной решетки (a) и кагоме-решетки (б)
спинов Изинга. Линейные размеры систем 22× 22, 34× 34 и 42×42 спинов для гексагональной решетки,
16× 16, 24× 24 и 28× 28 спинов для кагоме-решетки. Кривые Phigh(T ) (красные) и 1 − Phigh(T ) (синие)
усреднены по 600 независимым конфигурациям. Черная вертикальная линия обозначает контрольное зна-
чение T ref

c

Рис. 7. Предсказание нейронной сети для двумерной гексагональной решетки спинов Изинга с увеличе-
нием окрестности Tc. Линейные размеры систем 22 × 22, 34 × 34 и 42 × 42 спинов. Черная вертикальная
линия обозначает контрольное значение T ref

c

Максимум C(T ) сопоставлялся с положением пересечения Phigh(T ) (рис. 8). В качестве
контрольных значений [Onsager, 1944; Houtappel, 1950; Syozi, 1951; Baxter, 1982] критической
температуры ферромагнитной модели Изинга использовались

T sq
c ≈ 2,269, T tri

c ≈ 3,641, T hc
c ≈ 1,519, T kag

c ≈ 2,143. (7)

В таблице 2 приведены отклонения предсказанных нейронной сетью значений Tc от T ref
c для

различных геометрий и размеров решеток. Доверительные интервалы для оценок критической
температуры вычислялись путем расчета среднего 〈Phigh(T )〉 и стандартного отклонения по кон-
фигурациям σp(T ). Для каждой решетки и каждого значения T многократно (300 раз) форми-
ровались подвыборки, по которым строилась кривая Phigh(T ) и определялась соответствующая

оценка T (b)
c . Полученное распределение {T (b)

c } использовалось для нахождения центральной оцен-
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(а) Квадратная решетка (б) Треугольная решетка

(в) Гексагональная решетка

Рис. 8. Температурная зависимость теплоемкости C(T ) для двумерных квадратной (a), треугольной (б)
и гексагональной (в) решеток спинов Изинга при разных линейных размерах системы. Черная вертикаль-
ная линия указывает на пиковое значение C(T )

ки T̂c и 95%-го доверительного интервала. В таблице 2 значения ΔT = T̂c−T ref
c приводятся вместе

с полушириной доверительного интервала δT , то есть в виде ΔT ± δT .
Полученные результаты показывают, что на квадратной, треугольной и гексагональной ре-

шетках CNN формирует отчетливые S-образные кривые Phigh(T ) с пересечением вблизи соответ-
ствующих критических температур. Переход от простого построчного представления к BFS-ук-
ладке для гексагональной решетки устраняет систематический сдвиг по температуре и повышает
крутизну кривых в критической области, что согласуется с положением максимумов C(T ). При
применении обученного классификатора к решетке кагоме пересечение Phigh(T ) локализуется
в окрестности

T kag
c =

4

ln
(
3 + 2

√
3
) ≈ 2,143, (8)

что подтверждает переносимость выученных признаков между различными геометриями при
геометрически информированной укладке данных на вход. Сопоставление построчного пред-
ставления и BFS-перестановки показывает, что геометрически осмысленная укладка является
ключевым фактором снижения размывания решения в критической области и уменьшения систе-
матического сдвига оценки Tc. Интересно, что на рис. 5 и 6 наблюдается небольшое отклонение
от идеальной сигмоидальной формы. Указанные аномалии могут возникать как следствие вли-
яния размерного эффекта на низко- и высокотемпературные фазы. Используемая регуляризация
стабилизирует обучение при совместной настройке на нескольких геометриях и способствует
унификации извлекаемых признаков.
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Таким образом, единый сверточный классификатор позволяет надежно выявлять фазовые
переходы в двумерных решетках различной геометрии и без дополнительного обучения перено-
сится на решетку кагоме. Оценки критических температур, извлеченные из пересечения Phigh(T ),

хорошо согласуются как с теоретическими значениями T ref
c , так и с положением максимумов теп-

лоемкости C(T ). Канал маски и геометрически информированная укладка позволяют уменьшить
размывание в критической области без усложнения архитектуры модели.

Заключение

Проведенное исследование демонстрирует эффективность применения сверточных ней-
ронных сетей к изучению низкотемпературных фаз спиновых систем и фазовых переходов во
фрустрированных магнитных материалах. Предложенные подходы на основе CNN позволили
максимально эффективно решить две задачи: восстановление зависимости средней энергии от
пространственного распределения обменных интегралов и классификацию фазовых состояний
без требования явного вычисления статистической суммы.

Результаты свидетельствуют о том, что CNN-архитектуры превосходят традиционные пол-
носвязные и глубокие нейронные сети с со специализированной архитектурой в точности пред-
сказаний, особенно при низких температурах, где достигается высокая точность при T < 1.
Разделение обменных интегралов на каналы горизонтальных (Jhor) и вертикальных (Jver) взаи-
модействий обеспечило эффективный учет пространственной структуры системы, что являет-
ся критическим для выявления сложных связей между термодинамическими характеристиками
и структурой в низкотемпературной фазе.

Важным результатом является обобщающая способность разработанного классификатора
различать низко- и высокотемпературные состояния на решетках различной геометрии (квад-
ратная, треугольная, гексагональная, кагоме) без переобучения в рамках класса двумерных пе-
риодических решеток Изинга с взаимодействием между ближайшими соседями. Использование
единой фиксированной матрицы размером 56 × 66 с бинарной маской занятых позиций обеспе-
чило устойчивость алгоритма к различиям в размерах и геометриях. Применение кластерного
алгоритма Свендсена –Ванга для генерации независимых конфигураций и исключение данных
из области критической температуры предотвратили переобучение и обеспечили надежность ва-
лидации.

Предложенные подходы открывают возможности для расширения исследований на более
широкий класс спиновых систем, включая модели с иными архитектурами, типами взаимодей-
ствия и размерностями, а также для анализа других термодинамических характеристик. Решения
на основе сверточных нейронных сетей демонстрируют отличный потенциал методов машинно-
го обучения в решении классических проблем статистической физики, особенно в ситуациях,
когда экспоненциальный рост числа микросостояний делает прямые вычисления практически
недостижимыми. Дальнейшие исследования могут быть направлены на применение более слож-
ных архитектур нейронных сетей, включая графовые нейронные сети для явного учета тополо-
гии взаимодействий и обеспечение инвариантности, а также на расширение подхода на трехмер-
ные системы и анизотропные взаимодействия.
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