
КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
И МОДЕЛИРОВАНИЕ 2025 Т. 17 № 5 С. 941–961
DOI: 10.20537/2076-7633-2025-17-5-941-961

АНАЛИЗ И МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ ЖИВЫХ СИСТЕМ

УДК: 51-76:574.34

Простейшая модель лимитированной популяции
с половой структурой: результаты моделирования

и апробация

О.Л. Ревуцкая1,a, Г.П. Неверова2,b, Е.Я. Фрисман1,c

1Институт комплексного анализа региональных проблем ДВО РАН,
Россия, 679016, г. Биробиджан, ул. Шолом-Алейхема, д. 4
2Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН,

Россия, 690041, г. Владивосток, ул. Радио, д. 5

E-mail: a oksana-rev@mail.ru, b galina.nev@gmail.com, c frisman@mail.ru

Получено 11.08.2025, после доработки — 26.09.2025.
Принято к публикации 06.10.2025.

В данной работе предлагается и исследуется дискретная по времени математическая модель динамики числен-
ности популяции с сезонным характером размножения, позволяющая учесть влияние плотностно-зависимой регуля-
ции и половой структуры на динамику численности животных. При построении модели предполагается, что рождае-
мость популяции зависит от численности самок. Регуляция роста численности осуществляется путем лимитирования
выживаемости молоди, когда с увеличением численности популяции экспоненциально уменьшается выживаемость
неполовозрелых особей. Проведено аналитическое и численное исследование предложенной модели. Показано, что
когда в популяции выживает более половины самок и самцов, то популяция характеризуется устойчивой динами-
кой в большей части параметрического пространства при весьма высоком коэффициенте рождаемости. При этом
колебания возникают, когда лимитирование выживаемости самок более выражено, чем лимитирование выживаемо-
сти самцов. Примечательно, что увеличение интенсивности лимитирования выживаемости самцов может стабили-
зировать динамику популяции, что особенно ярко проявляется при малой доле новорожденных самок. В результате
исследования выявлено, что в зависимости от значений популяционных параметров модель может демонстрировать
стабильную, периодическую и нерегулярную динамику. При этом возможно возникновение мультистабильности, ко-
гда вариация текущей численности в результате внешних факторов может привести к смене наблюдаемого режима
динамики. С целью апробации предложенной структурированной модели предложен подход, позволяющий оцени-
вать демографические параметры реальных популяций на основе их общей численности. Ключевая идея заключается
в сведении дискретной во времени двухкомпонентной модели динамики численности лимитированной популяции
с половой структурой к уравнению с запаздыванием, зависящему только от общей численности. В этом случае началь-
ная половая структура определяется через общую численность популяции и зависит от демографических параметров
популяции. Полученное одномерное уравнение применялось к описанию и оценке популяционных параметров, ха-
рактеризующих половую структуру популяции конкретных видов, а именно охотничьих видов копытных Еврейской
автономной области. Продемонстрировано, что уравнение с запаздыванием от общей численности довольно хорошо
описывает реальную динамику копытных, улавливая тенденции изменения численности, и, как результат, вполне мо-
жет применяться к описанию и анализу их динамики. Полученные в рамках работы точечные оценки располагаются
в области биологически содержательных значений параметров и демонстрируют динамику численности популяций,
подобную наблюдаемой в природе. Показано, что динамика численности популяций лося, косули и кабарги соот-
ветствует стабильному типу. Возникающие ежегодные колебания численности копытных в основном обусловлены
влиянием внешних факторов и представляют собой отклонения от состояния равновесия. В целом полученные то-
чечные оценки позволяют анализировать динамику структурированной популяции с сопутствующим краткосрочным
прогнозом.

Ключевые слова: половая структура, плотностно-зависимые факторы, дискретная во време-
ни модель, оценка параметров, популяционная динамика
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This study proposes and analyzes a discrete-time mathematical model of population dynamics with seasonal
reproduction, taking into account the density-dependent regulation and sex structure. In the model, population birth rate
depends on the number of females, while density is regulated through juvenile survival, which decreases exponentially with
increasing total population size. Analytical and numerical investigations of the model demonstrate that when more than half
of both females and males survive, the population exhibits stable dynamics even at relatively high birth rates. Oscillations
arise when the limitation of female survival exceeds that of male survival. Increasing the intensity of male survival limitation
can stabilize population dynamics, an effect particularly evident when the proportion of female offspring is low. Depending
on parameter values, the model exhibits stable, periodic, or irregular dynamics, including multistability, where changes in
current population size driven by external factors can shift the system between coexisting dynamic modes. To apply the
model to real populations, we propose an approach for estimating demographic parameters based on total abundance data.
The key idea is to reduce the two-component discrete model with sex structure to a delay equation dependent only on total
population size. In this formulation, the initial sex structure is expressed through total abundance and depends on demographic
parameters. The resulting one-dimensional equation was applied to describe and estimate demographic characteristics of
ungulate populations in the Jewish Autonomous Region. The delay equation provides a good fit to the observed dynamics
of ungulate populations, capturing long-term trends in abundance. Point estimates of parameters fall within biologically
meaningful ranges and produce population dynamics consistent with field observations. For moose, roe deer, and musk
deer, the model suggests predominantly stable dynamics, while annual fluctuations are primarily driven by external factors
and represent deviations from equilibrium. Overall, these estimates enable the analysis of structured population dynamics
alongside short-term forecasting based on total abundance data.
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1. Введение

Изучение закономерностей динамики численности животных является важной задачей
в решении вопросов оценки ресурсного потенциала региона, рационального использования
и охраны биологических ресурсов. Изменения численности популяций могут быть вызваны
различными причинами. Биологические характеристики видов, такие как плодовитость, устой-
чивость к неблагоприятным условиям, продолжительность жизни, возрастная структура и со-
отношение полов, играют ключевую роль в определении их динамики [Барабаш-Никифоров,
Формозов, 1963; Наумов, 1963]. Кроме того, условия окружающей среды, включая доступность
пищи, погоду, обилие хищников, распространенность паразитов и другие факторы, существенно
влияют на воспроизводство и выживаемость особей. По современным представлениям, флукту-
ирующий характер динамики как мелких [Ashikhmina et al., 1985; Solberg et al., 1999; Turchin,
2003; Barraquand et al., 2017; Myers, 2018; Ердаков и др., 2019; Neverova et al., 2019], так и других
млекопитающих [Clutton-Brock et al., 1997; Forchhammer et al., 1998] возникает из-за запаздыва-
ющей реакции популяций на внешние факторы и влияния механизмов плотностно-зависимой
регуляции.

Для многих видов животных важно учитывать половую структуру. Половозрастная струк-
тура популяции существенно влияет на характер колебаний ее численности, поскольку особи
разного возраста и пола различаются по уровню выживаемости и вкладу в воспроизводство. Ва-
риация соотношения полов год от года может привести к существенным колебаниям мальтузиан-
ского параметра и, соответственно, численности популяции. Игнорирование половой структуры
и рассмотрение только самок в субпопуляции или общей численности популяции при постро-
ении популяционных моделей оправданы, если жизненные циклы обоих полов идентичны или
динамика популяций определяется одним полом независимо от численности другого [Гиммель-
фарб и др., 1974; Caswell, 2001]. Вместе с тем самцы и самки часто существенно различаются по
показателям плодовитости и смертности [Jenouvrier et al., 2010], возрастным группам [Caswell,
2001], поведенческим взаимодействиям [Rankin, Kokko, 2007], типам расселения [Miller et al.,
2011] и избирательного давления промысла [Ginsberg, Milner-Gulland, 1994; Shyu, Caswell, 2018].
В рамках прикладных исследований модели динамики популяций, структурированные по полу
и возрасту, успешно применяются для анализа и описания динамики численности насекомых,
пресмыкающихся, рыб, птиц и млекопитающих [Frisman et al., 1982; Miller, Inouye, 2011; Snyder
et al., 2014; Gerber, White, 2014; Stubberud et al., 2019; Zhdanova et al., 2022], в том числе с уче-
том изъятия [Frisman et al., 1982; Snyder et al., 2014; Stubberud et al., 2019; Zhdanova et al.,
2022]. Кроме того, рассмотрение представителей обоих полов в моделях обеспечивает более ре-
алистичное описание популяционной динамики для разных видов, особенно демонстрирующих
K-стратегию размножения, по сравнению с моделями, учитывающими только возрастную или
однополую структуру (см., например, [Gerber, White, 2014; Eberhart-Phillips et al., 2017]).

Однако построение и апробация моделей динамики численности популяций с разбивкой
по полу и возрастным группам затруднены из-за ограниченности полевых данных. Чаще все-
го данные о популяциях диких животных представляют собой общую численность без учета
возрастной и половой структуры, поскольку сбор подробных демографических данных является
трудоемким и дорогостоящим процессом. Это существенно ограничивает возможность приме-
нения структурированных моделей динамики популяции при анализе естественных популяций.
И чтобы получить оценки популяционных параметров, для построения сценариев развития по-
пуляции есть несколько способов. Один из подходов состоит в применении простых моделей,
основанных на общей численности населения. Вместе с тем прямые попытки применить по-
добные простые модели для описания и прогнозирования динамики естественных популяций
часто оказывались безуспешными. Хотя такие модели улавливают общие тенденции, они редко
отражают фактическую динамику популяций [Dennis, Taper, 1994; Myers et al., 1999; Nedorezov,
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Sadykova, 2015; Nedorezov, 2019]. Другой способ заключается в непосредственном применении
модели популяции с половой структурой к описанию динамики путем искусственного разбиения
общей численности по половому составу. Здесь важно понимать, что в дополнение к оценкам
параметров мы оцениваем начальную половую структуру, т. е. в поиск оценки включена инфор-
мация о гипотетической половой структуре. Отметим, что траекторию натурных данных можно и
нужно рассматривать как переходный процесс, поэтому начальная половая структура оказывает
сильное влияние на качество описания и получаемые демографические параметры. Следователь-
но, существует потребность в методах, которые позволяют анализировать динамику популяций
с учетом их структуры, используя только данные об общей численности.

В данной работе предлагается и исследуется простая математическая модель, позволяющая
учесть влияние плотностно-зависимой регуляции и половой структуры на динамику численно-
сти животных. С целью апробации предложенной модели мы предлагаем подход, позволяющий
учесть половую структуру популяции, и при этом избежать влияния гипотетической половой
структуры в начальный момент времени. Подход заключается в переходе от двухкомпонентной
модели полоструктурированной популяции к разностному уравнению с запаздыванием, завися-
щему только от общей численности. В этом случае начальная половая структура определяется
через общую численность популяции и зависит от демографических параметров популяции.

Одномерная модель с запаздыванием позволяет анализировать половую структуру и оце-
нивать демографические параметры, характеризующие динамику популяции, используя данные
об общей численности популяции. Помимо описания динамики численности, важно иметь воз-
можность анализировать экологические процессы, происходящие в популяции. Это достигается
через сравнение оцененных модельных параметров, таких как рождаемость и выживаемость,
с результатами полевых наблюдений. Если модельные оценки существенно отличаются от эм-
пирических данных, это может свидетельствовать о наличии дополнительных процессов, не
учтенных в модели. Например, завышенные модельные значения рождаемости при более низких
реальных показателях могут указывать на наличие миграционных процессов. Таким образом, со-
поставление полученных оценок с полевыми данными позволяет не только уточнять параметры
модели, но и выявлять скрытые экологические механизмы, влияющие на динамику популяции.

В настоящей статье данный подход применяется для описания динамики популяции с со-
путствующим анализом демографических процессов на основе данных о численности популя-
ции копытных животных, обитающих на территории Еврейской автономной области (ЕАО) Рос-
сии. Предлагаемая идеология имеет потенциальные приложения в краткосрочном прогнозирова-
нии с целью как получения адекватных квот промыслового изъятия, так и оценки успешности
программ, направленных на увеличение (регулирование) численности популяции.

2. Двухкомпонентная математическая модель динамики численности
популяции с половой структурой: аналитическое и численное
исследование

Уравнения динамики. Рассмотрим динамику численности популяции с сезонным характе-
ром размножения, которая может быть представлена совокупностью двух групп: самками и сам-
цами. Обозначим численность выделенных групп через F и M соответственно и будем рассмат-
ривать их в качестве переменных модели. За временной шаг моделирования будем принимать
промежуток между сезонами размножения. Численность популяции изменяется вследствие рож-
даемости, выживаемости особей младших и старших возрастов. Предположим, что рождаемость
в популяциях животных определяется только численностью самок, т. е. самцов достаточно для
размножения. Следовательно, потомки как мужского, так и женского пола рождаются пропорци-
онально числу самок в момент времени n. Также предполагается, что величины выживаемости
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неполовозрелых самок и самцов до момента достижения половой зрелости экспоненциально
убывают с ростом общей численности популяции N.

С учетом сделанных предположений дискретная во времени математическая модель, с уче-
том полового состава популяции и плотностного лимитирования выживаемости молоди, имеет
вид ⎧

⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Fn+1 = aδFn exp(−αNn) + sFn,

Mn+1 = a(1 − δ)Fn exp(−βNn) + vMn,
(1)

где n — номер сезона размножения, N = F + M — общая численность популяции, a — репродук-
тивный потенциал популяции в отсутствие лимитирующих факторов (среднее число потомков,
приходящееся на одну самку), δ – доля самок среди новорожденных, s и v — коэффициенты
выживаемости половозрелых самок и самцов соответственно. Функции w1 = exp(−αNn) и w2 =

= exp(−βNn) определяют изменение выживаемости неполовозрелых самок и самцов соответ-
ственно от общей численности популяции. При этом коэффициенты α и β характеризуют ин-
тенсивность снижения выживаемости неполовозрелых самок и самцов соответственно, которое
вызвано конкурентным взаимодействием между особями.

Исследование на устойчивость: сценарии потери устойчивости. Переход к безразмер-
ным переменным — относительным численностям αF → f и αM → m — позволяет свести
модель (1) к виду

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

fn+1 = aδ fn exp(−Nn) + s fn,

mn+1 = a(1 − δ) fn exp(−ρNn) + vmn,
(2)

где ρ = β
α — параметр, отражающий разницу в интенсивности экологического лимитирования

выживаемости ювенильных самок и самцов общей численностью популяции. Под экологиче-
ским лимитированием понимается ограничение роста численности популяции в силу внутрен-
них и внешних факторов. Параметры α и β связаны с емкостью экологической ниши популяции,
включая влияние плотностно-зависимых факторов (доступность пищи, конкуренция за ресур-
сы), хищников и антропогенных факторов (охота, пожары, вырубка лесов и др.), если они не
моделируются явно.

Равновесные значения численности, соответствующие координатам неподвижных точек
системы (2), определяются по следующим формулам:

• тривиальная точка, означающая вымирание популяции:

f = 0, m = 0; (3)

• нетривиальная точка с положительными численностями:

f =
(1 − v) ln

(
aδ

1−s

)

1 + a(1 − δ)
(

1−s
aδ

)ρ − v
, m =

a(1 − δ)
(

1−s
aδ

)ρ
ln

(
aδ

1−s

)

1 + a(1 − δ)
(

1−s
aδ

)ρ − v
. (4)

Границы области устойчивости неподвижных точек системы (2) находятся по хорошо из-
вестной методологии [Кузнецов, Седова, 2012] при помощи характеристического многочлена

λ2 + λ(Kρ(1 − δ) + L( f − 1) − s − v) − Ksρ(1 − δ) − Lv( f − 1) + KL(1 − δ)(1 − ρ) + sv = 0, (5)

где λ — это собственные числа матрицы Якоби системы (2), L = aδ exp(− f − m) и K =

= a f exp(−ρ( f + m)).
Подставляя λ = 1, λ = −1, λ = e±iϕ в уравнение (5), получим границы области устойчиво-

сти для соответствующей неподвижной точки. Соответственно, область устойчивости ненулевой
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неподвижной точки формируется тремя бифуркационными границами — линиями транскрити-
ческой бифуркации (ТC при λ = 1), бифуркации удвоения периода (PD при λ = −1), бифуркации
Неймарка –Сакера (NS при λ = e±iϕ) [Кузнецов, Седова, 2012].

При переходе через границу NS вглубь области неустойчивости в системе (2) возникает
квазипериодическая динамика. Подобные колебания довольно часто встречаются в природе, ко-
гда в течение нескольких лет наблюдается последовательный рост численности популяции с по-
следующим снижением в силу процессов саморегуляции, обусловленных нехваткой ресурсов.
Далее численность популяции держится на низком уровне также в течение некоторого периода
времени, пока экологическая ниша не восстановится, после чего популяция постепенно перехо-
дит в фазу роста и так далее. При пересечении линии PD возникают устойчивые периодические
колебания, порождающиеся каскадом бифуркаций удвоения периода.

Граница области устойчивости нулевой неподвижной точки задается линией a = 1−s
δ . Сле-

довательно, тривиальное по численности решение является притягивающим, если a < 1−s
δ , то

есть популяция вымирает в силу недостаточности воспроизводства, в частности связанного с со-
отношением полов. Отметим, что эта граница является общей для тривиального и нетривиаль-
ного равновесия, она делит их области притяжения.

Область устойчивости ненулевой неподвижной точки формируется тремя бифуркационны-
ми границами:

• транскритическая бифуркация (TC), λ = 1:

a =
1 − s
δ

; (6)

• бифуркация удвоения периода (PD), λ = −1:

(

a ·
(
1 − s

aδ

)ρ

(1 − v)(1 − δ)(2ρ + s − 1) + (1 − s)
(

1 − v2
)
)

ln

(
1 − s

aδ

)

+

+ 2a ·
(
1 − s

aδ

)ρ

(1 + v)(1 − δ) + 2
(

1 − v2
)

= 0; (7)

• бифуркация Неймарка –Сакера (NS), λ = λ±iθ:

(

a ·
(
1 − s

aδ

)ρ

(1 − δ)(ρ + s − 1) + v(1 − s)

)

(1−v) ln

(
1 − s

aδ

)

−a·
(
1 − s

aδ

)ρ

(1−v)(1−δ)−(1−v)2 = 0.

(8)

При этом границы (7) и (8) пересекаются в точке с координатами (ρ∗, a∗), которая является
корнем следующей системы:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝ρ
∗a∗ ·

(
1 − s
δa∗

)ρ∗

(δ − 1) + s − 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1 − v) ln

(
1 − s
δa∗

)

− (3 + v)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 − v + a∗ ·

(
1 − s
δa∗

)ρ∗

(1 − δ)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝a
∗ ·

(
1 − s
δa∗

)ρ∗

(1 − δ)(ρ∗ + s − 1) + v(1 − s)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1 − v) ln

(
1 − s
δa∗

)

−

− a∗ ·
(
1 − s
δa∗

)ρ∗

(1 − v)(1 − δ) − (1 − v)2 = 0.

(9)

Область устойчивости решения (4), формируемая границами ТС, PD, NS, представлена
на рис. 1.
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Рис. 1. Изменение области устойчивости нетривиального решения (2) при вариации значений парамет-
ров s, v и δ. TC, PD, NS — линии, соответствующие транскритической бифуркации, бифуркации удвоения
периода и Неймарка –Сакера соответственно

Как видно, параметр ρ, характеризующий интенсивность экологического лимитирования,
определяет сценарий потери устойчивости, т. е. характер возникающих колебаний. Если ρ < ρ∗,
где ρ∗ — абсцисса точки пересечения границ PD и NS, определяемая по формуле (9), то поте-
ря устойчивости происходит по сценарию Неймарка –Сакера, при ρ > ρ∗ — через бифуркацию
удвоения периода. В свою очередь, рост репродуктивного потенциала ведет к увеличению чис-
ленности популяции, что сопровождается более интенсивной внутривидовой конкуренцией за
ресурсы, и, следовательно, инициализирует возникновение колебаний численности.

На рис. 1 видно, что рост значений коэффициентов выживаемости ведет к расширению
области устойчивости, в то время как увеличение параметра δ, характеризующего долю самок
среди новорожденных, — наоборот, к сужению (рис. 1, б, д, з). Действительно, рост δ ведет к уве-
личению численности приплода, и, как следствие, переход к колебаниям будет происходить при
более низких значениях коэффициента рождаемости (рис. 1, з). Следует отметить, что при ρ � 1,
т. е. когда лимитирование выживаемости самцов больше лимитирования выживаемости самок,
потеря устойчивости нетривиального равновесия всегда происходит через бифуркацию удвоения
периода. Это довольно легко показать, исследовав на устойчивость модель (2) при ρ = 1.

Заметим, что увеличение интенсивности лимитирования выживаемости самцов может ста-
билизировать динамику популяции, что особенно ярко проявляется при малой доле новорожден-
ных самок (рис. 1, д). В целом проведенный анализ позволяет заключить, что в случае, когда
в популяции выживает более половины самок и самцов, а вторичное соотношение полов сбалан-
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сированное, популяция характеризуется устойчивой динамикой в большей части параметриче-
ского пространства при весьма высоком коэффициенте рождаемости (рис. 1, и). При этом коле-
бания возникают в довольно узком диапазоне значений ρ, когда лимитирование выживаемости
самок более выражено, чем лимитирование выживаемости самцов. Также необходимо отметить,
что в окрестности ρ∗ потеря устойчивости с ростом a возможна лишь при очень высоких зна-
чениях репродуктивного потенциала; здесь более вероятен переход к колебаниям численности
в результате вариации состояния экологической ниши, влияющей на выживаемость особей.

Режимы динамики модели (2). Для исследования динамических режимов, возникающих
в области неустойчивости системы (2), были построены карты динамических режимов (рис. 2).
Как видно, карты отображают ключевые аспекты аналитического исследования, а именно, при
малых ρ потеря устойчивости реализуется по сценарию Неймарка –Сакера, а при высоких —
через каскад бифуркаций удвоения периода (рис. 2, а–в). При этом сопоставление верхнего ря-
да рис. 2 с рис. 1 позволяет говорить о мультистабильности, поскольку область устойчивости
нетривиального равновесия на них отличается. Более того, вариация начального условия при-
водит к изменению наблюдаемых динамических режимов: карты динамических режимов при
одних и тех же значениях параметров отличаются (рис. 2, а, б). В частности, область устойчи-
вости ненулевого решения, полученная численно, сужена за счет областей притяжения 3-цикла
и 2-цикла (рис. 2, а–в). Бассейны притяжения (рис. 2, г–е), построенные для значений коэффи-
циентов из этих областей мультистабильности (точки B1, B2, B3 на рис. 2, а–в), демонстрируют
сосуществование стационарной численности с колебаниями. Отметим, что для подобных дву-
мерных отображений неоднократно было показано сосуществование устойчивого равновесия
и 3-цикла, возникающего в результате касательной бифуркации [Неверова, Фрисман, 2015; Фри-
сман и др., 2015a], что справедливо и для исследуемой в данной работе модели.

Рис. 2. Карты динамических режимов (а–в), дополненные бассейнами притяжения сосуществующих ре-
жимов из областей мультистабильности (г–е). Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. 0 соот-
ветствует гибели популяции. Q — квазипериодическая динамика. С — хаотическая динамика

Как оказалось, 2-цикл, сосуществующий с нетривиальной неподвижной точкой, также яв-
ляется результатом седлоузловой (касательной) бифуркации. Приведенное на рис. 3 графиче-
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Рис. 3. Графическое решение дважды итерированного отображения (2) при вариации бифуркационного
параметра ρ при следующих значениях коэффициентов s = 0,1, v = 0,1, δ = 0,5, a = 70, дополненное бас-
сейнами притяжения. Числа соответствуют длине наблюдаемого цикла. Неподвижная точка (4) выделена
кружком

ское решение дважды итерированного отображения (2) как раз это и демонстрирует. Изначаль-
но система имеет единственную неподвижную точку, которая совпадает с (4) (рис. 3, а), затем
в дополнение к ней возникает полуустойчивая периодическая точка, и, как результат, кривые
пересекаются в трех точках (рис. 3, б). С дальнейшим ростом бифуркационного параметра пе-
риодическое решение распадается на устойчивое и неустойчивое, то есть добавляются еще две
точки, что соответствует касательной бифуркации. В итоге система имеет 5 решений: при этом
видно, что неустойчивые элементы располагаются на границе бассейнов притяжения, в то вре-
мя как устойчивые — в глубине (рис. 3, в). Рост значений бифуркационного параметра сужает
область притяжения устойчивого равновесия (рис. 3, г).

С другой стороны, в системе (2) имеется 2-цикл, рожденный в результате бифуркации
удвоения периода, когда нетривиальное равновесие теряет устойчивость по сценарию Фейген-
баума. Следовательно, возникает вопрос: а могут ли эти два разных 2-цикла сосуществовать?
Или, другими словами, заходит ли область существования и притяжения касательного 2-цикла
на 2-цикл, возникший при переходе одного из собственных чисел характеристического много-
члена (5) через −1. Для значений коэффициентов, приведенных на рис. 3, значение парамет-
ра ρ, при котором неподвижная точка (4) теряет устойчивость, находится на основе условия (7)
и составляет чуть больше 0,709. Рисунок 3, д, построенный для ρ = 0,709, демонстрирует суже-
ние бассейна притяжения устойчивого равновесия и, как результат, притяжение друг к другу
элементов неустойчивого 2-цикла, расположенных на границе области притяжений. Очевидно,
что с дальнейшим ростом параметра ρ неустойчивый 2-цикл и неподвижная точка сливаются,
а бассейн притяжений устойчивого равновесия схлопывается. Следовательно, решение (4) те-
ряет устойчивость и остается только устойчивый 2-цикл (рис. 3, е), т. е. бистабильность двух
2-циклов не наблюдается.

Таким образом, модель (2) в зависимости от значений параметров может демонстриро-
вать стабильную, периодическую и нерегулярную динамику. При этом возможно возникновение
мультистабильности, когда вариация текущей численности может привести к смене наблюдае-
мого режима динамики.
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3. Применение модели (1) к описанию динамики численности
природных популяций

Используемые данные. В качестве объектов исследования выступили следующие виды
охотничьих животных: лось (Alces alces Linnaeus, 1758), косуля сибирская (Capreolus pygargus
Pallas, 1771) и кабарга (Moschus moschiferus Linnaeus, 1758). Основным источником информации
о численности охотничьих животных являются материалы годовых отчетов по зимнему марш-
рутному учету основных охотничье-промысловых животных, проводимого государственными
службами, отвечающими за охрану и использование объектов животного мира в ЕАО [Государ-
ственный охотхозяйственный. . . ].

Переход от модели популяции, структурированной по полу, к уравнению с запазды-
ванием от общей численности. В силу отсутствия данных о половой структуре охотничьих
животных ЕАО целесообразно переписать модель (1), используя только общую численность.

Для того чтобы перейти от численности самок F и самцов M в модели (1) к общей чис-
ленности N, вычислим сумму первого и второго уравнения, что приводит нас к следующему
выражению:

Nn+1 = Fn+1 + Mn+1 = aδFne−αNn + sFn + a(1 − δ)Fne−βNn + vMn =

=
(

s + a(1 − δ)e−βNn + aδe−αNn
)

Fn + vMn, (10)

где Nn — общая численность популяции в n-м году. Преобразуем (10) следующим образом:

Nn+1 =
(

s + a(1 − δ)e−βNn + aδe−αNn
)

Fn + vMn + vFn − vFn =

=
(

s − v + a(1 − δ)e−βNn + aδe−αNn
)

Fn + vNn.

Следовательно, Fn может быть найдено по следующей формуле:

Fn =
Nn+1 − vNn

s − v + a(1 − δ)e−βNn + aδe−αNn
. (11)

При этом Fn+1 составляет

Fn+1 =
Nn+2 − vNn+1

s − v + a(1 − δ)e−βNn+1 + aδe−αNn+1
.

С другой стороны,

Nn+1 = Fn+1 + Mn+1 =
Nn+2 − vNn+1

s − v + a(1 − δ)e−βNn+1 + aδe−αNn+1
+ a(1 − δ)Fne−βNn + vMn.

Преобразуем последнее выражение следующим образом:

Nn+1 =
Nn+2 − vNn+1

s − v + a(1 − δ)e−βNn+1 + aδe−αNn+1
+ a(1 − δ)Fne−βNn + vMn + vFn − vFn =

=
Nn+2 − vNn+1

s − v + a(1 − δ)e−βNn+1 + aδe−αNn+1
+

(

a(1 − δ)e−βNn − v
)

Fn + vNn.
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Используя подстановку (11), найдем Nn+2. Таким образом, переход от численностей са-
мок F и самцов M в модели (1) к общей численности N приводит к одномерному рекуррентному
уравнению с запаздыванием:

Nn+2 =
(

a
(

δe−αNn+1 + (1 − δ)e−βNn+1

)

+ s − v
)

×

×
[

1 +
v − a(1 − δ)e−βNn

a
(
δe−αNn + (1 − δ)e−βNn

)
+ s − v

]
(

Nn+1 − vNn

)

+ vNn+1. (12)

Оценка параметров модели уравнений (12). Формула (12) позволяет по данным общей
численности оценить параметры, характеризующие процессы воспроизводства и половую струк-
туру, что может быть использовано для анализа и описания динамики численности природных
популяций. Для каждого эксперимента ставилась задача о таком подборе параметров модели
и начального приближения, соответствующего общей численности в предыдущие два года, при
котором отклонения между модельными и учетными данными минимальны. Таким образом, за-
дача оценки параметров модели заключалась в подборе таких значений параметров уравнений
с запаздыванием (12), при которых последовательность N∗n (модельная численность) наилучшим
образом аппроксимирует известную последовательность Nn (учетная численность). Значения N∗n
определялись по уравнениям (12) численно методом Левенберга –Маркварда, т. е. искались такие
наборы параметров, которые обеспечивают минимумы величины:

LU =
∑

(
ln Nn − ln N∗n

)2 .

Для оценки качества описания учетных данных модельными вычислялись коэффициент
детерминации (R2) и средняя ошибка аппроксимации (A). Проверка значимости коэффициента
детерминации R2 осуществлялась на основе F-критерия (критерия Фишера, при уровне значи-
мости p = 0,05). Рассчитывались значение F и фактический уровень значимости (p-значение),
а также табличное значение Ft(0,05, k1, k2), k1 и k2 — число степеней свободы, k1 = m, k2 = n −
− m − 1, где n — количество наблюдений, m — число параметров. Если рассчитанный критерий
Фишера выше, чем табличный (F > Ft), а фактическое p-значение меньше критического уровня
(p = 0,05), то нулевая гипотеза о случайной природе оцениваемых характеристик отклоняется
и признаются их статистическая значимость и надежность.

Заметим, что критерий Фишера является параметрическим и, в частности, требует нор-
мального распределения остатков. Проверка на нормальность остатков осуществлялась с помо-
щью статистических тестов (тест Колмогорова –Смирнова, W-тест Шапиро –Уилка), встроенных
в математические пакеты, например в программе Statistica. Результаты тестов показали, что ана-
лизируемые распределения остатков не отличаются от нормального.

Дополнительно рассчитывался скорректированный по числу степеней свободы коэффици-
ент детерминации R2

ad j, который позволяет определить тесноту связи с учетом степеней свободы
общей и остаточной дисперсии. Средняя ошибка аппроксимации A показывает, на сколько про-
центов в среднем расчетные значения отклоняются от фактических.

Спектральный анализ численностей животных. Дополнительно для оценки цикличе-
ских колебаний в динамике рассматриваемых видов животных был использован метод спек-
трального анализа. Расчеты функции спектральной плотности могут корректно выполняться
только в случае, если изучаемый временной ряд является стационарным и его средние значе-
ния и стандартное отклонение от среднего не изменяются во времени [Дженкинс, Ваттс, 1972;
Исаев и др., 2015]. Процедура последовательной трансформации ряда натурных данных в ста-
ционарный временной ряд состоит в переходе к логарифмической шкале, нормировке данных
относительно среднего, очистке от тренда и шумовых высокочастотных составляющих изучае-
мого ряда [Исаев и др., 2015]. Если для анализируемого ряда временной тренд не выражен, то
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процедура его выделения не осуществлялась. На последнем этапе трансформации для уменьше-
ния шума временного ряда проводилась его фильтрация с помощью фильтра Ганна, отсекаю-
щего высокочастотную (свыше 0,25 Гц) составляющую ряда [Хемминг, 1980]. Для полученного
в результате такой трансформации линейного инвариантного во времени ряда (ЛИВ-ряда) была
вычислена его спектральная плотность, характеризующая частотные составляющие и периодич-
ность колебаний плотности популяции.

Отметим, что оценка спектральной плотности и частоты колебаний для популяций лося
производилась на основе сглаженного нормированного логарифмированного ряда численности,
а для популяций косули и кабарги — для сглаженного логарифмированного детрендированного
ряда численности.

Результаты применения модели (12). В табл. 1 представлены значения параметров, при
которых модель (12) наилучшим образом аппроксимирует учетную численность популяций жи-
вотных, а также приведены оценки качества полученных моделей.

Таблица 1. Значения параметров модели (12), полученные по данным учетной численности охотничьих
животных, обитающих на территории ЕАО, и оценка их значимости

Группы
оценок

Оцениваемая
величина

Вид животного
Лось Косуля Кабарга

Значения
параметров
уравне-
ния (12)

a 0,5 0,781 1,73
α 0,00082 0,0001487 0,00158
β 0,00029 0,000166 0,00087
s 0,91 0,949 0,97
v 0,84 0,95 0,78

Стационар-
ная половая
структура

f 600 7584 1310

m 650 6105 815
доля самок, % 48 55,4 61,6

Оценка
качества
описания

R2 0,77 0,85 0,91

R2
ad j 0,72 0,83 0,89

F-критерий
и p-значение;
Ft(0,05, k1, k2)

F = 17,7 при
p < 0,00001;

Ft(0,05, 5, 27) = 2,57

F = 43,85 при
p < 0,00001;

Ft(0,05, 5, 38) = 2,46

F = 51,4 при
p < 0,00001;

Ft(0,05, 5, 27) = 2,57
A (%) 22,3 14,7 25,5

Согласно значениям скорректированных коэффициентов детерминации вариация числен-
ности копытных на более чем 72 % (лось, косуля и кабарга) объясняется изменчивостью вклю-
ченных в модель переменных (половая структура и плотностно-зависимая регуляция выжива-
емости молоди; табл. 1). Расчетная численность копытных животных отклоняется от учетной
на 14,7–25,5 %, что, по-видимому, обусловлено влиянием факторов, не учтенных в модели (про-
мысел, хищничество, доступность основных кормов, климатические факторы и т. д.). В целом
предложенная модель (1) довольно хорошо описывает изменение численности копытных видов
животных, а полученные на основе уравнения (12) точечные оценки параметров могут быть ис-
пользованы для анализа демографических процессов, протекающих в популяции, и построения
краткосрочного прогноза. Отметим, что при оценке параметров предполагалось, что у рассмат-
риваемых видов копытных рождается примерно поровну самок и самцов [Большаков, Кубанцев,
1984], т. е. доля новорожденных самок δ равна 0,5.

Отметим, что интенсивность экологического лимитирования самок (α) у лося и кабарги
в несколько раз превышает данный показатель для самцов (β). На наш взгляд, одной из при-
чин таких различий в значениях α и β может быть избирательность охоты на самцов в обеих
популяциях. Действительно, если исключить влияние изъятия из коэффициента выживаемости
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(смертности) самцов w2, то текущая численность популяции N, стоящая в показателе степе-
ни, уменьшится, и, следовательно, в силу сохранения балансовых отношений коэффициент β
увеличится. Это связано с тем, что смертность становится более зависимой от плотности, так
как исчезает внешний источник гибели особей. В популяции косули коэффициенты α и β от-
личаются несущественно, по-видимому, плотностно-зависимые факторы (в том числе хищники
и промысел) оказывают довольно равномерное воздействие на динамику неполовозрелых самок
и самцов.

На рис. 4, а представлена динамика учетной и модельной численности популяции лося
в ЕАО. Согласно оценкам качества описания модель (12) (табл. 1) хорошо описывает временной
ряд, соответствующий учетной численности лося. Как видно на рис. 4, а, модельная траектория
повторяет тенденцию снижения численности лося с 1992 г. до середины 2000-х гг., а затем ее
небольшой рост. Заметим, что увеличение численности последовало после достаточно долгого
запрета отстрела лося в ЕАО (с охотничьего сезона 1998/99 гг. до 2010/2011 гг.). В перспек-
тиве для популяции лося предполагается выход на равновесную численность, оцениваемую по
модели (1) примерно в 1250 особей (табл. 1, рис. 4, а).

Рис. 4. (а) Учетная и модельная численность популяции лося в Еврейской автономной области
в 1992–2024 гг. N — равновесная численность популяции лося. (б) Изменение спектральной плотности
для ЛИВ-ряда численности популяции лося в зависимости от частоты и периода

В соответствии с модельными оценками среднее число новорожденных на одну самку со-
ставляет 0,5, что означает, что каждая вторая самка рожает одного теленка (при равновесной
численности популяции), при этом нужно понимать, что группа самок состоит из особей как
ювенильных, так и достигших зрелости и принимающих участие в размножении. Выживаемость
самок (0,91) выше выживаемости самцов (0,84). При этом за счет более низкой выживаемости
неполовозрелых самок (параметр α выше β) доля самок в популяции лося составляет около 48 %.
Для оценки периода колебаний численности лося была построена функция спектральной плот-
ности (рис. 4, б). Максимальное значение функции спектральной плотности популяции лося на-
блюдается при частоте 0,033 год−1, что соответствует 30-летнему периоду колебаний. Примеча-
тельно, что спектральная плотность демонстрирует высокие значения и при частоте 0,067 год−1.
Это свидетельствует о том, что периоды колебаний популяции могут варьироваться от 15 лет
при частоте 0,067 год−1 до 30 лет при частоте 0,033 год−1.

Численность косули с 1981 г. имеет тенденцию к увеличению с выходом на равновесный
уровень, который оценивается примерно в 13 690 особей (рис. 5, а). Модельный рост числен-
ности обеспечивается сравнительно невысоким значением репродуктивного потенциала, состав-
ляющим 0,781, и высокими оценками коэффициентов выживаемости взрослых самок и самцов
(более 0,9). При этом удельный вес самок составляет 0,55 (табл. 1). В результате спектрального
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Рис. 5. (а) Учетная и модельная численность популяции косули в Еврейской автономной области
в 1981–2024 гг. N — равновесная численность популяции косули. (б) Изменение спектральной плотно-
сти для ЛИВ-ряда численности популяции косули в зависимости от частоты и периода

анализа для популяции косули выявлены низкочастотные (0,07 год−1) колебания, соответствую-
щие периоду 14 лет (рис. 5, б). Немного ниже значение другого локального максимума функции
спектральной плотности, который наблюдается при частоте 0,095 год−1 (период колебаний равен
около 10 лет).

В популяции кабарги в период 1992–2001 гг. наблюдалось снижение численности, а затем
с 2002 г. был отмечен стремительный рост численности с последующим выходом на равно-
весный уровень, оцениваемый в 2125 особей (табл. 1, рис. 6, а). Рост модельной численности
кабарги происходит при сравнительно большом значении коэффициента репродуктивного по-
тенциала (1,7) и высокой выживаемости взрослых самок (0,97). В равновесном половом составе
популяции численно преобладают самки (61,6 % от общей численности).

Рис. 6. Учетная и модельная численность популяции кабарги в Еврейской автономной области
в 1992–2024 гг. N — равновесная численность популяции кабарги. (б) Изменение спектральной плотности
для ЛИВ-ряда численности популяции кабарги в зависимости от частоты и периода

Как видно на рис. 6, а, модельная траектория хорошо описывает тенденцию изменения
численности кабарги. Отметим, что скорректированный коэффициент детерминации для учет-
ной и модельной численности оказывается одним из самых высоких (0,89), отражая высокую
коррелированность изменений модельных и учетных данных (табл. 1). Однако средняя ошиб-
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ка аппроксимации является также одной из высоких и показывает, что модельная траектория
отклоняется от учетных данных на 25,5 %. По результатам спектрального анализа выявлено,
что максимум функции спектральной плотности для популяции кабарги достигается при ча-
стоте 0,067 год−1 (период колебаний составляет 15 лет) (рис. 6, б). Кроме того, на основании
графика спектральной плотности можно наблюдать и колебания с 30-летним периодом (при ча-
стоте 0,033 год−1), причем они незначительно слабее, чем 15-летние флуктуации.

4. Обсуждение полученных результатов

Проведенное исследование показало, что дискретная во времени модель динамики чис-
ленности популяции, с учетом половой структуры и плотностно-зависимой выживаемостью мо-
лоди (1), с учетом предложенного подхода к оценке параметров хорошо описывает динамику
численности популяций копытных (табл. 1, рис. 4–6, а). По-видимому, изменения численности
большинства рассматриваемых видов копытных животных преимущественно связаны с особен-
ностями половой и возрастной (которая неявно включена в модель (1)) структуры и плотностно-
зависимой регуляцией численности (плотности).

Заметим, что по сравнению с предложенной здесь моделью динамики структурированной
популяции (1) применение одномерных моделей динамики однородных популяций к описанию
общей численности природных популяций, как правило, позволяет оценить только тенденции
для части ряда данных и получить усредненные оценки демографических параметров, но не
описывать наблюдаемые длиннопериодические колебания [Фрисман и др., 2015a; Фрисман, Ре-
вуцкая, 2018].

Полученные в данной работе оценки значений параметров модели (12) для популяций
копытных являются биологически содержательными и попадают в область устойчивости равно-
весных решений модели (1). Следовательно, численность данных видов характеризуется устой-
чивым (стабильным) типом динамики, а их динамика представляет собой длиннопериодические
колебания с флуктуациями вокруг состояния равновесия (рис. 4–6, а). Действительно, ранее
другими исследователями отмечалось, что для большинства копытных животных, которые от-
личаются крупными размерами, длительным периодом жизни, поздним половым созреванием
и низкой плодовитостью, свойственен так называемый стабильный тип динамики численности
населения с К-стратегией размножения [Северцов, 1941; Барабаш-Никифоров, Формозов, 1963;
Наумов, 1963; Шилов, 1998].

Отметим, что сопоставление найденных точечных оценок (табл. 1) с параметрическими
портретами позволяет сделать выводы о том, что незначительная вариация значений демогра-
фических параметров, в результате влияния случайных факторов, не приведет к существенным
изменениям характера динамики популяций копытных, а также тенденций их развития, посколь-
ку точечные оценки параметров останутся в области устойчивости (рис. 1). Колебания в по-
лоструктурированных популяциях с плотностно-зависимой регуляцией выживаемости молоди
могут возникать при очень высокой скорости роста популяции, когда за счет высокой численно-
сти приплода увеличивается конкуренция за ресурсы внутри популяции, что ведет к снижению
выживаемости молоди. В целом такие вариации значений выживаемости молоди могут раскачать
колебания в популяции.

Точечные оценки коэффициентов модели (12) (табл. 1), находящиеся в области устойчи-
вости равновесных решений, с одной стороны, и оценка спектральной плотности ЛИВ-рядов
численности (рис. 4–6, б), с другой стороны, отражают тот факт, что для данных популяций
копытных в целом характерна равновесная динамика, переход к которой осуществляется через
длиннопериодические колебания. В результате спектрального анализа для популяций копытных
выявлены низкочастотные колебания, соответствующие 30-летнему периоду для лося, 14-летне-
му — для косули и 15-летнему — для кабарги.
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Исследования других авторов [Ердаков, Переясловец, 2022] показывают, что на спектрах
колебаний численности лося во всех регионах России доминируют по мощности 20–30-летние
периодические составляющие. Однако убедительных доказательств, показывающих отчетливую
цикличность в динамике населения лося или других копытных и ее прямую зависимость от
трофоклиматических факторов, в настоящее время никем не представлено [Данилкин, 1999; Да-
нилкин, 2018].

По-видимому, ежегодные возникающие флуктуации численности копытных по большей
части обусловлены влиянием внешних факторов и представляют собой отклонения от состо-
яния равновесия. В целом к основным факторам, сдерживающим рост популяций копытных,
относятся легальная охота, браконьерство и пресс хищников [Данилкин, 1999; Данилкин, 2018].
Кроме того, причиной изменения величины поголовья копытных могут служить ежегодные по-
жары, которые обуславливают изменение количества и качества предпочитаемых кормов и ведут
к территориальному перераспределению особей. Более того, колебания численности копытных
могут быть связаны с сезонными миграциями в менее снежные районы с хорошими кормовыми
и защитными условиями [Данилкин, 1999; Аргунов, Сафронов, 2022].

Согласно модельным оценкам значения выживаемостей молодых особей копытных низкие,
а выживаемости взрослых особей — высокие. Причем выживаемость у взрослых самок большин-
ства копытных выше или близка по своему значению, чем у самцов. Более того, по-видимому,
низкие значения выживаемости неполовозрелых самок и самцов, зависящих от плотности попу-
ляции, и достаточно высокие значения выживаемости взрослых особей (табл. 1) предопределяют
относительную стабильность популяций копытных животных. Действительно, у большинства
видов копытных ранняя детская смертность выше смертности взрослых. По разным оценкам,
убыль молодняка оленей составляет 30–70 % [Дунишенко, 2000]. Отмечается различная гибель
взрослых самок и самцов. В сезон размножения смертность более подвижных самцов выше,
чем малоподвижных самок [Наумов, 1963]. При возрастании неблагоприятных условий сам-
цы погибают в большом количестве, особенно среди полувзрослых и взрослых особей. Лишь
в отдельных случаях гибель самок выше, чем самцов [Большаков, Кубанцев, 1984]. Например,
в популяции лося молодые самки мельче самцов, а потому слабее и гибнет их больше. В стар-
шей половозрелой группе увеличивается гибель быков за счет пострадавших в период гона, от
хищников и истощения зимой [Язан и др., 1976].

В результате моделирования показано, что в равновесном половом составе у косули и ка-
барги преобладают самки, у лося — самцы (табл. 1). Согласно литературным источникам относи-
тельное число самцов и самок у каждого вида копытных колеблется в зависимости от конкрет-
ных условий года, биотопа и особенностей биологии вида [Большаков, Кубанцев, 1984]. Хотя
отмечается, что у оленей, как правило, в третичном соотношении полов преобладают самки.
Однако у лося не наблюдается такого постоянного преобладания самок среди взрослых особей,
как у других видов оленей. Возможно, это следствие менее выраженной полигамии данного ви-
да [Большаков, Кубанцев, 1984]. Заметим, что преобладание числа самок в популяции показывает
интенсивный рост численности популяции кабарги [Зайцев, 2006], что наблюдается согласно ее
учетной численности (рис. 6, а).

Репродуктивные потенциалы копытных (табл. 1) находятся в допустимых рамках, накла-
дываемых биологическими особенностями видов. В частности, потенциальная плодовитость по-
пуляций лося и сибирской косули составляет примерно один-два теленка на одну половозрелую
самку, у кабарги — 1–3 теленка, чаще — 2 [Кучеренко, 2007]. Очевидно, что реальный прирост
популяций оказывается гораздо меньше предполагаемых оценок в силу высокой смертности мо-
лодняка [Данилкин, 1999; Кучеренко, 2007]. Согласно модельным оценкам среди копытных наи-
меньший коэффициент рождаемости отмечается в популяции лося (табл. 1) и, вероятно, указы-
вает на высокую яловость самок данного вида. Действительно, плодовитость самок изменяется
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по годам и зависит от ряда факторов, в частности от обилия кормовой базы и, следовательно, от
упитанности животных, плотности их населения, условий зимовки, возраста, сроков, интенсив-
ности и выборочности охоты на этих животных. Все эти факторы могут приводить и к яловости
самок лосей [Крупные хищники. . . , 1978; Аргунов, 2012].

Таким образом, подход, предложенный в данном исследовании, позволяет оценить пара-
метры популяции, специфичные для конкретного пола, на основе данных об общей численности.
Данный подход позволяет получить результаты, вполне согласующиеся с полевыми наблюде-
ниями.

5. Заключение

В данной работе предложена простейшая модель лимитированной популяции с учетом по-
ловой структуры. Проведено аналитическое и численное исследование предложенной модели.
Показано, что увеличение интенсивности лимитирования выживаемости самцов может стабили-
зировать динамику популяции, что особенно ярко проявляется при малой доле новорожденных
самок.

На основе предложенной дискретной во времени модели динамики численности с половой
структурой и плотностно-зависимым лимитированием разработан подход, позволяющий оцени-
вать демографические параметры реальных популяций на основе общей численности. Переход
от двухкомпонентных моделей с явным учетом половой структуры к уравнению с запаздывани-
ем от общей численности при апробации позволяет избежать подбора начального приближения,
характеризующего половую структуру популяции на начальный момент времени.

На основе предложенного подхода выполнен количественный анализ влияния плотност-
но-зависимых факторов и половой структуры на изменение численности копытных видов жи-
вотных. Показано, что уравнение с запаздыванием от общей численности с учетом процессов
лимитирования довольно хорошо описывает реальную динамику, улавливая тенденции и ха-
рактер колебаний и, как результат, вполне может применяться к описанию и анализу динами-
ки численности структурированных популяций. Полученные в рамках работы точечные оценки
располагаются в области биологически содержательных значений параметров и демонстрируют
динамику численности популяций, подобную наблюдаемой в живой природе.

В целом предложенный для оценки параметров подход позволяет анализировать и модели-
ровать половой состав популяции, а также определять демографические параметры, характери-
зующие динамику численности популяции по данным об общей численности популяции. Отме-
тим, что такое исследование позволяет получить косвенные оценки, характеризующие структу-
рированную популяцию по общей численности, и вполне могут быть использованы при разра-
ботке стратегий управления такими популяциями, в частности для построения краткосрочного
прогноза.
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