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В работе предложена математическая модель аэроупругих колебаний стенки узкого канала, имеющей
нелинейно-упругий подвес и взаимодействующей с пульсирующим слоем вязкого газа. В рамках данной
модели определены и исследованы аэроупругий отклик стенки канала и соответствующий ему фазовый
сдвиг. Сформулированная авторами модель позволяет одновременно исследовать влияние на колебания
стенки нелинейной жесткости ее упругого подвеса, сжимаемости и диссипативных свойств газа, а также
инерции его движения в канале под действием пульсирующего перепада давления. Модель разработана
на базе постановки и решения плоской начально-краевой задачи математической физики, включающей
систему уравнений динамики баротропного вязкого газа, уравнения динамики жесткой стенки как од-
номассового нелинейного осциллятора. Используя метод возмущений, проведен асимптотический анализ
задачи с последующим решением уравнений динамики тонкого слоя вязкого газа методом итерации. В ре-
зультате определен закон распределения давления газа в канале и исходная задача аэроупругости сведена
к исследованию обобщенного уравнения Дуффинга. Его решение осуществлено методом гармоническо-
го баланса, что позволило определить аэроупругий и фазовый отклики стенки канала в виде неявных
функций. Проведено численное исследование данных откликов для оценки влияния инерции движения
газа и его сжимаемости, а также сравнение полученных результатов с частными случаями ползущего
движения вязкого газа и несжимаемой вязкой жидкости. Результаты проведенного исследования показа-
ли важность одновременного учета сжимаемости и инерции движения вязкого газа при моделировании
аэроупругих колебаний стенки рассматриваемого канала.
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The mathematical model for aeroelastic oscillations of a narrow channel wall with a nonlinear-elastic
suspension and interacting with a pulsating viscous gas layer is proposed. Within the framework of this model,
the aeroelastic response of the channel wall and its phase response were determined and investigated. The authors
simultaneously studied the influence of the nonlinear stiffness elastic suspension of the wall, compressibility and
dissipative properties of gas, as well as the inertia of its motion on the wall oscillations. The model was elaborated
based on the formulation and solution of the initial boundary-value plane problem of mathematical physics. The
problem governing equations include the equations of dynamics for barotropic viscous gas, equation of dynamics
for the rigid wall as the spring-mass nonlinear oscillator. Using the perturbation method, the asymptotic analysis
of the problem was carried out. The solution of the equations of dynamics for the thin layer of viscous gas was
obtained by the iteration method. As a result, the law of gas pressure distribution in the channel was determined
and the initial problem of aeroelasticity was reduced to the study of the generalized Duffing equation. Its solution
was realized by the harmonic balance method, which allowed us to determine the aeroelastic and phase responses
of the channel wall in the form of implicit functions. The numerical study of these responses was carried out to
evaluate the influence for inertia of gas motion and its compressibility, as well as a comparison of the results
obtained with the special cases of creeping motion of viscous gas and incompressible viscous fluid. The results
of this study have shown the importance of simultaneous consideration of compressibility and inertia of viscous
gas motion when modeling aeroelastic oscillations of the considered channel wall.
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1. Введение

Моделирование взаимодействия жестких элементов на упругом подвесе или упругих эле-
ментов с жидкостью или газом (сжимаемой жидкостью) сопряжено с постановкой и исследо-
ванием начально-краевых задач математической физики, которые в современной механике со-
ставляют предмет теории аэрогидроупругости [Горшков и др., 2000]. Например, такие задачи
характерны для упругоподатливых элементов, образующих ограничивающие жидкость или газ
стенки [Paı̈doussis, 2016; Paı̈doussis, 2021]. Можно выделить исследования по данной тематике,
в которых используют модели идеальной или вязкой жидкости. Среди ранних работ первого на-
правления отметим [Lamb, 1921], где энергетическим методом определена собственная частота
основной моды колебаний жестко защемленной круглой пластины, являющейся частью жесткой
плоскости, пространство над которой заполнено несжимаемой идеальной жидкостью. Показаны
уменьшение этой частоты в сравнении с частотой колебаний пластины в вакууме и демпфиро-
вание колебаний пластины за счет затрат энергии на волнообразование. В [Amabili, Kwak, 1996]
для аналогичной проблемы поставлена и решена задача гидроупругости с учетом последующих
мод колебаний пластины и случаев ее шарнирного и свободного опирания. В [Indeitsev, Osipova,
2000] исследована задача гидроупругости для штампа на линейно-упругой опоре, являющегося
частью дна мелкого канала с идеальной несжимаемой жидкостью со свободной поверхностью.
Показано, что вблизи штампа на поверхности жидкости возникают бегущие и стоячие волны,
и установлена возможность сведения амплитуд последних к нулю за счет изменения частоты
колебаний штампа. Собственные колебания и устойчивость прямоугольной пластины, являю-
щейся стенкой канала прямоугольного сечения и взаимодействующей с протекающей в нем иде-
альной сжимаемой жидкостью, изучены в [Bochkarev et al., 2016] численно методом конечных
элементов. В [Velmisov, Pokladova, 2019] рассмотрена осесимметричная задача гидроупругости
круглой пластины, закрепленной на конце жесткой трубы с пульсирующей идеальной несжи-
маемой жидкостью. Получено интегро-дифференциальное уравнение гидроупругих колебаний
пластины, которое исследовано численно-аналитическим методом. Математическое моделиро-
вание гидроупругих колебаний двух параллельных друг другу прямоугольных пластин, между
которыми находится идеальная жидкость, и их демпфирование с помощью электромагнитной
катушки были выполнены в работе [Kamenskikh, Lekomtsev, 2020] численно методом конечных
элементов. В [Вельмисов и др., 2021] исследована задача гидроупругости балки кольцевого се-
чения как трубопровода с идеальной жидкостью внутри. Рассмотрены ее изгибно-крутильные
и изгибно-продольно-крутильные колебания с учетом нелинейных реакций упруго-демпфирую-
щих внешних связей, нелинейности изгибающего момента и центробежной силы, действующих
на балку-трубопровод. Математическое моделирование колебаний ледового покрова в рамках
линейной задачи гидроупругости пористой пластины, контактирующей с идеальной жидкостью,
выполнено в [Zavyalova et al., 2021]. Отметим здесь также результаты экспериментального ис-
следования собственных колебаний прямоугольных металлических пластин на свободной по-
верхности воды и в воздухе, представленные в [Bochkarev et al., 2020].

Среди ранних работ, в которых рассматривается вязкая жидкость, следует отметить [Гро-
мека, 1952], где рассмотрено движение вязкой несжимаемой жидкости в упругой круглой трубе
с учетом инерции движения ее стенок. В работах [Womersley, 1955a; Womersley, 1955b] пред-
ложен метод исследования пульсирующего движения вязкой несжимаемой жидкости и рассмот-
рено его применение для изучения движения вязкой жидкости по упругой трубке применитель-
но к движению крови в сосудах животных и человека. Обобщение исследования [Lamb, 1921]
с учетом вязкости жидкости выполнено в [Kozlovsky, 2009]. В [Хасьянова, Мукутадзе, 2018]
предложена плоская модель упорного гидравлического подшипника с жесткой направляющей
и ползуном, имеющим адаптированный профиль. Динамика несущего смазочного слоя, находя-
щегося между ними, моделировалась в рамках модели вязкой несжимаемой жидкости с учетом
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зависимости ее вязкости от давления и температуры. Плоская задача гидроупругости пласти-
ны, являющейся границей раздела двух вязких несжимаемых жидкостей, для исследования ди-
намической устойчивости пластины рассмотрена в [Velmisov, Ankilov, 2017]. Моделирование
собственных колебаний нанопластины, контактирующей с вязкой несжимаемой жидкостью, вы-
полнено в [Hosseini-Hashemi et al., 2019]. В работах [Могилевич и др., 2017; Tulchinsky, Gat,
2019] рассмотрены плоские задачи гидроупругости для двух пластин Кирхгофа, образующих
стенки узкого канала, опирающегося на основание Винклера, и взаимодействующих с пульси-
рующей несжимаемой вязкой жидкостью, заполняющей канал. В [Mogilevich et al., 2017] изу-
чены вынужденные колебания шарнирно опертых пластин — стенок канала конечного размера,
а в [Tulchinsky, Gat, 2019] рассмотрены колебания пластин при условии, что протяженность ка-
нала бесконечно большая.

Математическая модель для оценки влияния упругой деформации стенки подшипника на
динамику его газового смазочного слоя как вязкого газа (сжимаемой жидкости) предложена
в [Турчак, Шидловский, 2011]. Для кольцевого бесконечно длинного слоя газа выполнен пе-
реход к плоской задаче, а упругая деформация стенки учитывалась путем добавления к толщине
слоя газа члена, пропорционального давлению, с коэффициентом, определяемым модулем упру-
гости материала стенки. Аэроупругое взаимодействие жесткого диска-затвора клапана с газом
численно исследовалось с помощью модифицированного метода Годунова в работах [Королева
и др., 2018; Редер и др., 2020]. Динамика вязкого газа изучалась с учетом его сжимаемости и тер-
модинамических эффектов при взаимодействии с жестким диском, рассматриваемым в рамках
линейной системы «масса на пружине».

Моделирование гидроупругих колебаний торцевой стенки узкого канала, имеющей нели-
нейно-упругий подвес и взаимодействующей с вязкой жидкостью, заполняющей канал, прове-
дено в [Barulina et al., 2022]. Исследование задач гидроупругости пластины, установленной на
упругом основании с кубической нелинейностью, проведено в [Kondratov et al., 2023; Кондратов
и др., 2023; Попов и др., 2023b]. Задачи, в которых рассмотрены упругие основания с жесткой
нелинейностью, представлены в [Kondratov et al., 2023; Кондратов и др., 2023] при рассмотрении
движения пульсирующей вязкой несжимаемой жидкости как ползущего тонкого слоя, а также
с учетом инерции движения жидкости. В [Попов и др., 2023b] рассмотрена задача для основания
с мягкой нелинейностью и вибрирующей противоположной стенкой канала. Работа [Попов и др.,
2023a] посвящена рассмотрению аэроупругого взаимодействия жесткой стенки на нелинейно-уп-
ругом подвесе с ползущим слоем вязкого пульсирующего газа. В указанных работах развивается
метод сведения рассматриваемых задач к обобщенному уравнению Дуффинга с последующим
его исследованием методом гармонического баланса.

Однако среди работ приведенного обзора отсутствуют исследования взаимодействия жест-
кой стенки канала, имеющей нелинейно-упругий подвес с вязким газом, движение которого в ка-
нале обусловлено пульсацией давления на одном из его торцов при учете инерции движения газа.

2. Постановка задачи аэроупругих колебаний стенки канала

Рассмотрим узкий канал, образованный двумя параллельными жесткими стенками, пря-
моугольными в плане (см. рис. 1). Верхняя стенка канала неподвижна, а нижняя имеет упругий
подвес с жесткой кубической нелинейностью [Пановко, 1991] и может перемещаться в верти-
кальном направлении. На левом торце канал примыкает к торцевой полости. Канал и торцевая
полость заполнены вязким газом. В невозмущенном состоянии давление в торцевой полости,
канале и на его правом торце постоянно: p0. В этом случае зазор между стенками канала δ � �.
Давление газа в полости имеет динамическую составляющую p1, которая изменяется во време-
ни, над уровнем давления невозмущенного состояния p0. На правом торце истечение вязкого газа
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Рис. 1. Узкий канал, в котором перемещается вязкий газ за счет пульсации давления в полости, примыкаю-
щей к левому торцу канала: 1 — неподвижная жесткая стенка канала, 2 — жесткая стенка канала, имеющая
упругий подвес, 3 — нелинейно-упругий подвес нижней стенки канала (n1 — коэффициент жесткости при
линейной составляющей реакции подвеса, n3 — коэффициент жесткости при кубической составляющей
реакции подвеса), 4 — вязкий пульсирующий газ

происходит в окружающую среду того же газа давлением p0. В результате возбуждаются нели-
нейные колебания упругозакрепленной стенки за счет пульсирующего перепада давления газа на
торцах канала. Постоянный уровень давления p0 будем принимать за начало отсчета давления
и считать его равным нулю. Стенки канала в плане имеют размеры 2�×b. Введем в рассмотрение
декартову систему координат xyz, начало которой совпадает с центром внутренней поверхности
нижней стенки при ее невозмущенном состоянии. Полагаем, что 2� � b, и исследуем плоскую
задачу аэроупругости для нижней стенки канала, так как изменением параметров в направлении
оси y можно пренебречь. Считаем, что температура газа в торцевой полости, канале и окружаю-
щей среде может быть принята постоянной, т. е. рассматриваем изотермическое состояние газа
и стенок канала, а колебания стенки не выходят за звуковой диапазон. В этом случае, рассматри-
вая динамическую и объемную вязкости газа, аналогично [Константинеску, 1968; Лойцянский,
2003] считаем, что они остаются постоянными и не зависящими от давления. Принятые допу-
щения позволяют рассматривать газ как баротропную среду [Константинеску, 1968; Лойцянский,
2003]. Исследуя аэроупругие колебания стенки, примем во внимание, что вязкие силы трения га-
за в узком канале обуславливают быстрое затухание переходных процессов [Пановко, 1991; Па-
новко, Губанова, 2020]. Поэтому их можно исключить из рассмотрения, сосредоточив внимание
на изучении установившихся вынужденных нелинейных колебаний [Nayfeh, Mook, 1979] стенки
канала, учитывая, что их амплитуда zm � δ. Кроме того, будем принимать, что отношения zm

δ

и δ
� одного порядка малости. Далее перейдем к формулировке краевой задачи математической

физики для пульсирующего вязкого газа, заполняющего канал, и взаимодействующего с ограни-
чивающей его стенкой на нелинейно-упругом подвесе.

Пусть закон пульсации давления в левой торцевой полости задан в виде

p1 = pm cos
(
ωt +

π

2

)
. (1)

Здесь pm — амплитуда пульсации давления, ω — заданная частота пульсации, t — время.
В рассматриваемой постановке динамика вязкого газа в канале описывается в подходе Эй-

лера двумерными уравнениями Навье –Стокса для сжимаемой среды [Лойцянский, 2003; Фаб-
рикант, 1964]:

ρ

[
∂Vx

∂t
+ Vx

∂Vx

∂x
+ Vz

∂Vx

∂z

]
= −∂p

∂x
+ μ

(
∂2Vx

∂x2
+
∂2Vx

∂z2

)
+

(
μ′ +

1
3
μ

)
∂

∂x

(
∂Vx

∂x
+
∂Vz

∂z

)
,

ρ

[
∂Vz

∂t
+ Vx

∂Vz

∂x
+ Vz

∂Vz

∂z

]
= −∂p

∂z
+ μ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∂
2Vz

∂x2
+
∂2Vz

∂z2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +
(
μ′ +

1
3
μ

)
∂

∂z

(
∂Vx

∂x
+
∂Vz

∂z

)
,

(2)

замыкаемыми уравнением неразрывности сжимаемой среды:

∂ρ

∂t
+
∂(ρVx)

∂x
+
∂(ρVz)

∂z
= 0, (3)
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а также уравнением состояния баротропной среды:

p
ρ
= c2. (4)

Здесь p — давление газа, Vz — проекция скорости газа на ось Oz, Vx — проекция скорости газа
на ось Ox, μ — коэффициент динамической вязкости, μ′ — вторая или объемная вязкость, ρ —
плотность газа, c — скорость звука в газе.

Уравнения (2)–(4) должны удовлетворять следующим краевым условиям:

• на границах контакта внутренних поверхностей стенок канала и вязкого газа, которые пред-
ставляют собой условия прилипания вязкого газа к ограничивающим его стенкам [Валлан-
дер, 1978; Лойцянский, 2003]:

Vx = 0, Vz + z
∂Vz

∂z
=

dz
dt

при z = zm f (θt), Vx = Vz = 0 при z = δ; (5)

• в левом и правом торцевых сечениях канала, которые представляют собой условия совпа-
дения давлений в этих сечениях с давлениями в левой торцевой полости и окружающей
среде:

p = p1(ωt) при x = −�, p = 0 при x = �. (6)

Условия (5) записаны в лагранжево-эйлеровом подходе, а также принято во внимание,
что закон движения нижней стенки канала в подходе Лагранжа представляется как z = zm f (θt),
где f (θt) — неизвестная функция времени, θ — характерная частота нелинейных колебаний стен-
ки. При записи (6) учли, что постоянный уровень давления, соответствующий невозмущенному
состоянию, принят за начало отсчета.

Совместно с (2)–(6) рассмотрим уравнение динамики стенки канала на упругом подвесе
с жесткой кубической нелинейностью, которое в подходе Лагранжа может быть записано в ви-
де [Пановко, 1991; Nayfeh, Mook, 1979]

m
d2z

dt2
+ n1z + n3z3 = F f , (7)

где m — масса стенки, n1 — коэффициент жесткости при линейной составляющей реакции под-
веса, n3 — коэффициент жесткости при кубической составляющей реакции подвеса, F f — сила,
действующая на стенку со стороны пульсирующего вязкого газа в канале. Принимая во внима-
ние, что рассматривается подвес с жесткой нелинейностью, полагаем n1, n3 > 0 [Пановко, 1991;
Nayfeh, Mook, 1979].

Сила F f в лагранжево-эйлеровом подходе определяется следующим выражением:

F f =

b/2∫

−b/2

�∫

−�

(
qzz + z

∂qzz

∂z

)∣∣∣∣∣∣
z=zm f

dx dy = b

�∫

−�

(
qzz + z

∂qzz

∂z

)∣∣∣∣∣∣
z=zm f

dx. (8)

Здесь qzz — нормальное напряжение вязкого газа, рассматриваемое на границе контакта газа с пе-
ремещающейся нижней стенкой. Данное напряжение в подходе Эйлера записывается как [Лой-
цянский, 2003]

qzz = −p + 2μ
∂Vz

∂z
−

(
2
3
μ − μ′

) (
∂Vx

∂x
+
∂Vz

∂z

)
. (9)
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3. Асимптотический анализ задачи аэроупругости, закон
распределения давления в пульсирующем слое вязкого газа

В рамках поставленной задачи можно выделить характерные независимые малые парамет-
ры: геометрический

(
ψ = δ

� � 1
)
, характеризующий узость канала, и динамический

(
λ =

zm
δ � 1

)
,

характеризующий малость амплитуд колебаний стенки. Учитывая введенные при постановке за-
дачи допущения, полагаем ψ

λ = O(1) и вводим безразмерные переменные ξ, ζ, τ, компоненты
скорости Uξ, Uζ и давление P согласно следующим соотношениям:

ξ =
x
�
, ζ =

z
δ
, τ = θt, Uξ =

(
zmθ

ψ

)−1

Vx, Uζ = (zmθ)
−1Vz, P =

(
λ

ψ

μθ

ψ

)−1

p. (10)

Будем принимать во внимание, что λψ ∼ ψ2, p1 = λμθψ
−2P1

(
τω
θ

)
, ρ = ρ0 + ρ∗. Здесь ρ0 —

плотность газа, соответствующая невозмущенному состоянию, ρ∗ — плотность газа возмущен-
ного состояния (далее для плотности ρ∗ нижний индекс ∗ будем опускать).

Осуществив подстановку (10) в (2)–(9), получим задачу аэроупругости в безразмерном
виде:

(
Wo2 + λMo2P

) ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂Uξ

∂τ
+ λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝Uξ

∂Uξ

∂ξ
+ Uζ

∂Uξ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = (11)

= −∂P
∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
+ ψ2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂2Uξ

∂ξ2
+

(
μ′

μ
+

1
3

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂2Uξ

∂ξ2
+
∂2Uζ

∂ξ ∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

ψ2
(
Wo2 + λMo2P

) ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂Uζ

∂τ
+ λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝Uξ

∂Uζ

∂ξ
+ Uζ

∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

= −∂P
∂ζ
+ ψ2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ψ2
∂2Uζ

∂ξ2
+
∂2Uζ

∂ζ2
+

(
μ′

μ
+

1
3

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂2Uξ

∂ξ ∂ζ
+
∂2Uζ

∂ζ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

Mo2∂P
∂τ
+ λMo2

(
Uξ

∂P
∂ξ
+ Uζ

∂P
∂ζ

)
+

(
Wo2 + λMo2P

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0,

d2 f (τ)

dτ2
+

n1

mθ2
f (τ) +

z2
mn3

mθ2
f 3(τ) = (12)

= − b�μ
zmmθ

1
ψ

1∫

−1

(
1 + λ f (τ)

∂

∂ζ

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎝λ
ψ

P + ψ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(
2
3
− μ

′

μ

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ − 2
∂Uζ

∂ζ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ζ=λ f (τ)

dξ,

Uξ = 0, Uζ + λ f (τ)
∂Uζ

∂ζ
=

d f (τ)
dτ

при ζ = λ f (τ), Uξ = 0, Uζ = 0 при ζ = 1, (13)

P = P1

(
τω

θ

)
при ξ = −1, P = 0 при ξ = 1. (14)

В уравнениях динамики вязкого газа (11) выделены числа подобия рассматриваемой зада-
чи: Mo = θ�

c — число подобие, предложенное Л.И.Могилевичем в [Попов и др., 2023a], которое

можно рассматривать как произведение числа Струхаля и числа Маха; Wo2 =
ρ0δ

2θ

μ — квадрат

числа Уомерсли [Womersley, 1955a], Wo = δ
√

θρ0
μ .

В силу узости канала перейдем к уравнениям динамики тонкого слоя вязкого газа, как при-
нято в гидродинамической теории смазки [Константинеску, 1968; Лойцянский, 2003], исключая
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из рассмотрения в (11), (12) члены порядка ψ2, однако удерживая инерционные члены. В резуль-
тате переходим к задаче аэроупругости стенки, взаимодействующей с тонким слоем вязкого газа,
представленной ниже:

(
Wo2 + λMo2P

) ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂Uξ

∂τ
+ λ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝Uξ

∂Uξ

∂ξ
+ Uζ

∂Uξ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = −∂P

∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
,

∂P
∂ζ
= 0, (15)

Mo2∂P
∂τ
+ λMo2

(
Uξ

∂P
∂ξ
+ Uζ

∂P
∂ζ

)
+

(
Wo2 + λMo2P

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0,

d2 f (τ)

dτ2
+

n1

mθ2
f (τ) +

z2
mn3

mθ2
f 3(τ) = − b�

zmmθ
λ

ψ

μ

ψ

1∫

−1

(
P + λ f (τ)

∂P
∂ζ

)
ζ=λ f (τ)

dξ.

Уравнения (15) дополняются граничными условиями (13), (14).

Проведем асимптотический анализ данной задачи методом возмущений [Van Dyke, 1975]
с целью линеаризации уравнений динамики вязкого газа. Для этого рассмотрим следующие раз-
ложения искомых функций гидродинамических параметров по малому параметру λ:

Uξ = U(0)
ξ + λU(1)

ξ + · · · , Uζ = U(0)
ζ + λU(1)

ζ + · · · , P = P(0) + λP(1) + · · · (16)

Заметим, что согласно второму уравнению (15) давление не зависит от поперечной коор-
динаты ζ, и, ограничиваясь первым членом в (16), получим следующую задачу, включающую
линеаризованные уравнения тонкого слоя вязкого газа и нелинейное интегро-дифференциальное
уравнение динамики нижней стенки (верхний индекс (0) далее опущен):

Wo2
∂Uξ

∂τ
= −∂P

∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
,

∂P
∂ζ
= 0,

Mo2

Wo2

∂P
∂τ
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0, (17)

d2 f (τ)

dτ2
+

n1

mθ2
f (τ) +

z2
mn3

mθ2
f 3(τ) = − b�

zmmθ
λ

ψ

μ

ψ

1∫

−1

P dξ,

с линеаризованными граничными условиями на невозмущенных границах контакта вязкого газа
со стенками канала и условиями для давления на торцах канала:

Uξ = 0, Uζ =
d f (τ)

dτ
при ζ = 0, Uξ = 0, Uζ = 0 при ζ = 1,

P = P1

(
τω

θ

)
при ξ = −1, P = 0 при ξ = 1.

(18)

Для определения безразмерного давления P, входящего в правую часть четвертого урав-
нения (17), проведем решение линеаризованных уравнений динамики газа (17) с граничными
условиями (18) методом итераций [Могилевич и др., 2017; Попов и др., 2023a]. На первой итера-
ции исключаем из рассмотрения первое слагаемое в первом и третьем уравнениях системы (17),
что эквивалентно пренебрежению инерцией движения и сжимаемостью газа, т. е. рассмотрению
ползущего движения несжимаемого газа. При решении полученных уравнений с граничными
условиями (18) найдено решение на первой итерации:

Uξ =
ζ2 − ζ

2
∂P
∂ξ
, Uζ =

1
12
∂2P

∂ξ2

(
3ζ2 − 2ζ3 − 1

)
, P =

1 − ξ
2

P1 + 6
d f (τ)

dτ

(
1 − ξ2

)
. (19)
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Затем на второй итерации подставим найденные на первой итерации Uξ и P из (19) в ис-
ключенные на первой итерации члены и решим полученные уравнения с граничными условия-
ми (18). В результате определили выражение для функции давления вязкого газа:

P =
1 − ξ

2
P1 +

1 − ξ2

2

(
12

d f (τ)
dτ
+

6
5
Wo2 d2 f (τ)

dτ2

)
−

− Mo2

Wo2

(
6
(
5 + ξ4 − 6ξ2

) d2 f (τ)

dτ2
+

(
1 − ξ2

)
(3 − ξ)

dP1

dτ

)
. (20)

Необходимо отметить, что найденный закон (20), определяющий распределение давления
вязкого газа в канале, допускает переход к случаю ползущего движения вязкого сжимаемого
газа, т. е. без учета инерции его движения, если положить Wo2 → 0. Переход к случаю движения
вязкого несжимаемого газа (вязкой жидкости) с учетом инерции его движения осуществляется,
если принять Mo2

Wo2 → 0, т. е. при устремлении скорости звука в газе к бесконечности. Кроме
того, возможен переход к ползущему движению вязкого несжимаемого газа (вязкой жидкости)
при Wo2 → 0 и Mo2

Wo2 → 0, т. е. при исключении из рассмотрения инерции движения газа и его
сжимаемости (в этом случае получаем (19) — решение, найденное на первой итерации).

4. Определение нелинейного аэророупругого отклика стенки канала

Подставляя (20) в последнее уравнение системы (17) и проводя вычисление интегралов
правой части, получаем уравнение нелинейных аэроупругих колебаний стенки канала, записан-
ное в размерном виде:

m
d2z

dt2
+ n1z + n3z3 = −b�p1 + b�

Mo2

Wo2

4
θ

dp1

dt
− bμ

θ

�3

δ3

[
8θ

dz
dt
+

12
15

Wo2 d2z

dt2
− 192

5
Mo2

Wo2

d2z

dt2

]
. (21)

Вводя обозначения

Mg1 =
12
15

bμ
θ

�3

δ3
Wo2 =

12
15

b
δ
�3ρ0, Mg2 =

192
5

bμ
θ

�3

δ3

Mo2

Wo2
=

192
5
�5

δ5

μ2b

c2ρ0

,

Kg = 8
μb�3

δ3
, Tg =

4
θ

Mo2

Wo2
= 4

�2

δ2

μ

c2ρ0

и учитывая (1), представим (21) как

(m + (Mg1 − Mg2))
d2z

dt2
+ Kg

dz
dt
+ n1z + n3z3 = −�b

(
p1 − 2Tg

dp1

dt

)
= 2�bpmA(ω) sin(ωt − γ(ω)), (22)

где A(ω) =
√

1
4 + (Tgω)2, tg γ(ω) = 2Tgω, 2�b — площадь контакта вязкого газа со стенкой канала.

Уравнение (22) представляет собой обобщение уравнения Дуффинга. Отметим, что полу-
ченное уравнение позволяет промоделировать ряд частных случаев. Полагая Mg1 = 0, переходим
к случаю колебаний стенки при ползущем движении вязкого газа в канале, а если при этом по-
ложить Mg2 = 0, Tg = 0 (эквивалентно устремлению скорости звука в газе к бесконечности),
будет осуществлен переход к колебаниям стенки при ползущем движении вязкого несжимаемого
газа (жидкости) в канале. Удерживая Mg1, но полагая Mg2 = 0, Tg = 0, переходим к рассмотре-
нию случая колебаний стенки при ее взаимодействии с вязким несжимаемым газом (жидкостью)
с учетом инерции его движения. Кроме того, если положить n3 = 0, то получим случай линей-
но-упругого подвеса стенки канала.
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Известно, что уравнение Дуффинга допускает периодическое решение, проведем постро-
ение такого решения для (22), используя метод гармонического баланса [Krack, Gross, 2019].
Примем во внимание, что при реализации метода для уравнения Дуффинга без демпфирования
последующий коэффициент члена ряда Фурье, соответствующий утроенной частоте вынужда-
ющей силы, оказывается малым по сравнению с коэффициентом первого члена ряда, на часто-
тах, близких к частоте вынуждающей силы [Пановко, 1991]. Поэтому, осуществляя процедуру
метода, сосредоточим внимание на изучении основного отклика стенки при ее колебаниях в ча-
стотном диапазоне пульсации давления на левом торце канала [Пановко, 1991; Nayfeh, Mook,
1979]. В этом случае характерная частота нелинейных колебаний стенки канала θ ≈ ω. Нали-
чие демпфирующего члена в уравнении (22) приводит к дополнительному фазовому сдвигу φ
в отклике стенки. Следуя [Пановко, 1991], учтем данный неизвестный фазовый сдвиг в правой
части уравнения, записывая ее как 2�bpmA(ω) sin(ωt − γ + φ). В этом случае вид решения (22)
следующий:

z = zm sin(ωt − γ). (23)

Подставляя (23) в (22) и проводя процедуру метода, получим

[
n1 +

3
4

n3z2
m − (m + (Mg1 − Mg2))ω2

]
zm sin(ωt − γ) + Kgωzm cos(ωt − γ) =

= 2�bpmA(ω)(sin(ωt − γ) cos φ + cos(ωt − γ) sin φ). (24)

Приравнивая выражения при одинаковых тригонометрических функциях, перейдем к си-
стеме двух алгебраических уравнений:

[
n1 +

3
4

n3z2
m − (m + (Mg1 − Mg2))ω2

]
zm = 2�bpmA(ω) cos φ, Kgωzm = 2�bpmA(ω) sin φ. (25)

Из системы (24) получаем выражение искомой амплитуды колебаний стенки канала через
амплитуду и частоту пульсации давления в левой торцевой полости:

(
n1 +

3
4

n3z2
m − (m + (Mg1 − Mg2))ω2

)2

z2
m + (K1ωzm)2 = �2b2 p2

m

(
1 + (2Tgω)2

)
, (26)

а также выражение для неизвестного фазового сдвига:

tgφ =

Kgω

m+Mg1−Mg2

n1+
3
4 n3z2

m

m+Mg1−Mg2
− ω2

. (27)

Заметим, что в выражениях (26), (27) можно ввести в рассмотрение так называемую ске-
летную характеристику:

θ2 = Ω2 +

3
4n3z2

m

m + Mg1 − Mg2

,

определяющую собственные частоты нелинейной консервативной системы, соответствую-

щей (22) при Kg = 0. В данном выражении Ω =
√

n1
m+Mg1−Mg2

— собственная частота линейной

системы, соответствующей (22) при n3 = 0. Тогда характерная частота нелинейных колебаний
стенки канала может быть определена как θ = Ω+ 3

8n3z2
mΩ
−1(m+Mg1 −Mg2)−1 аналогично [Бого-

любов, Митропольский, 1974].
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Перейдем к безразмерной частоте η, понимая под ней отношение размерной частоты ω

к собственной частоте рассматриваемой колебательной системы (22) при n3 = 0 и Kg = 0, т. е.
к собственной частоте линейной консервативной системы:

η =
ω√ n1

m+Mg1−Mg2

. (28)

Кроме того, введем в рассмотрение безразмерную характеристику собственных частот рас-
сматриваемой нелинейной консервативной системы, т. е. безразмерную скелетную кривую:

η2∗ = 1 +
3
4

n3z2
m

n1

. (29)

Принимая во внимание (28), (29), запишем выражения для безразмерного аэроупругого
и фазового откликов (26), (27) стенки канала, имеющей упругий подвес с жесткой кубической
нелинейностью и взаимодействующей со слоем вязкого пульсирующего газа, в следующем виде:

zm =
�bpm

n1

√
1 +

(2Tgη)2n1
m+Mg1−Mg2√(

η2∗ − η2
)2
+ B2η2

, (30)

tg φ =
Bη

η2∗ − η2
, (31)

где введено обозначение

B2 =
K2

g

(m + Mg1 − Mg2)n1

.

5. Результаты расчетов

Полученные выражения для аэроупругого отклика (30) и фазового сдвига (31) представля-
ют собой неявные функции от частоты пульсации и амплитуды давления на левом торце канала.
Данные выражения позволяют исследовать установившиеся нелинейные колебания стенки кана-
ла, однако прямое их использование затруднительно в силу неявности (30), (31). Заметим, что для
частного случая при n3 = 0, т. е. линейно-упругого подвеса стенки канала, (30), (31) становятся
явными функциями. Для остальных случаев необходимо проведение численного исследования
указанных характеристик. Приведем пример численного моделирования аэроупругого отклика
стенки по (30), (31) для канала со следующими параметрами: � = 0,15 м, δ0 = 5 · 10−4 м, b = 5�,
ρ0 = 1,2 кг/м3, μ = 18,1 · 10−6 Па · с, c = 290 м/с, n1 = 7 · 107 Н/м, n3 = 4 · 1015 Н/м3, m = 3 кг,
pm = 104 Па. В ходе расчетов были рассмотрены случаи: 1) взаимодействие стенки с пульсиру-
ющим вязким газом при учете его сжимаемости и инерции движения; 2) взаимодействие стенки
с пульсирующим вязким газом при исключении из рассмотрения инерции его движения, т. е. пол-
зущем движении, когда в (30), (31) Mg1 = 0; 3) взаимодействие стенки с пульсирующим вязким
несжимаемым газом (вязкой жидкостью) при учете инерции его движения, т. е. когда в (30), (31)
Mg2 = 0, Tg = 0; 4) взаимодействие стенки с пульсирующим вязким несжимаемым газом (вяз-
кой жидкостью) в канале при ползущем его движении, т. е. когда в (30), (31) Mg1 = 0, Mg2 = 0,
Tg = 0. Результаты расчетов представлены ниже на рис. 2–5. На рис. 6 представлен вид (30) для
линейно-упругого подвеса стенки канала n3 = 0, при этом кривые фазового сдвига (31) имеют
классический вид, как у гармонического осциллятора.
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Рис. 2. Аэроупругий отклик (а) и фазовый сдвиг (б) стенки канала на упругом подвесе с жесткой кубиче-
ской нелинейностью при учете сжимаемости и инерции движения вязкого газа: 1 — амплитуда пульсации
давления pm = 104 Па, 2 — амплитуда пульсации давления pm = 2 · 104 Па, 3 — амплитуда пульсации дав-
ления pm = 4 · 104 Па, 4 — скелетная кривая η∗; здесь безразмерной частоте η = 1 соответствует размерная
частота ω = 3028,35 рад/с

Рис. 3. Аэроупругий отклик (а) и фазовый сдвиг (б) стенки канала на упругом подвесе с жесткой куби-
ческой нелинейностью без учета инерции движения вязкого сжимаемого газа (ползущее течение): 1 —
амплитуда пульсации давления pm = 104 Па, 2 — амплитуда пульсации давления pm = 2 · 104 Па, 3 —
амплитуда пульсации давления pm = 4 · 104 Па, 4 — скелетная кривая η∗; здесь безразмерной частоте η = 1
соответствует размерная частота ω = 5024,45 рад/с

6. Выводы и заключение

В работе на базе постановки и решения задачи аэроупругости стенки канала, имеющей
упругий подвес с жесткой кубической нелинейностью и взаимодействующей со слоем вязкого
пульсирующего газа показано, что данная проблема может быть сведена к исследованию обоб-
щенного уравнения Дуффинга вида (22). Анализ этого уравнения позволяет отметить следующие
моменты. Коэффициенты уравнения Mg1, Mg2 можно рассматривать как присоединенные массы,
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Рис. 4. Аэроупругий отклик (а) и фазовый сдвиг (б) стенки канала на упругом подвесе с жесткой кубиче-
ской нелинейностью при учете инерции движения несжимаемого вязкого газа: 1 — амплитуда пульсации
давления pm = 104 Па, 2 — амплитуда пульсации давления pm = 2 · 104 Па, 3 — амплитуда пульсации дав-
ления pm = 4 · 104 Па; 4 — скелетная кривая η∗; здесь безразмерной частоте η = 1 соответствует размерная
частота ω = 2984,27 рад/с

Рис. 5. Аэроупругий отклик (а) и фазовый сдвиг (б) стенки канала на упругом подвесе с жесткой куби-
ческой нелинейностью без учета инерции движения (ползущее течение) несжимаемого вязкого газа: 1 —
амплитуда пульсации давления pm = 104 Па, 2 — амплитуда пульсации давления pm = 2 · 104 Па, 3 —
амплитуда пульсации давления pm = 4 · 104 Па, 4 — скелетная кривая η∗; здесь безразмерной частоте η = 1
соответствует размерная частота ω = 4830,46 рад/с

определяющие разнонаправленные силы, пропорциональные ускорению движения стенки кана-
ла. Первая из них представляет собой силу инерции пульсирующего газа в канале. Вторая сила
определяется изменением массы газа в канале при его ускорении/торможении (сжатии/расшире-
нии) за счет его взаимодействия с вибрирующей стенкой. Данная сила направлена против сил
инерции пульсирующего газа и колеблющейся стенки. В результате учет силы инерции движения
газа ведет к увеличению инерционных свойств рассматриваемой колебательной системы, а учет
сжимаемости газа — к уменьшению данных свойств. Кроме того, сжатие/расширение (ускоре-

2025, Т. 17, № 4, С. 583–600



596 А.А. Попова, В.С. Попов

Рис. 6. Аэроупругие отклики стенки на линейно-упругом подвесе (n3 = 0), взаимодействующей с вязким
сжимаемым газом при учете инерции его движения (а) и для ползущего его течения (б): 1 — амплитуда
пульсации давления pm = 104 Па, 2 — амплитуда пульсации давления pm = 2 · 104 Па, 3 — амплитуда
пульсации давления pm = 4 · 104 Па, 4 — собственная частота консервативной линейной системы (со-
ответствует точке на скелетной кривой η∗ при zm = 0); здесь безразмерной частоте η = 1 соответствует
размерная частота ω = 3028,35 рад/с для (а) и ω = 5024,45 рад/с для (б)

ние/торможение) вязкого газа в канале происходят за счет пульсации давления в левой торцевой
полости. Это обуславливает запаздывание возмущающей силы (правой части (22)), что выра-
жается в появлении ее второй составляющей, пропорциональной производной по времени от
закона пульсации давления на торце. Амплитуда данной составляющей характеризуется коэффи-
циентом Tg. В результате сжатие/расширение газа за счет заданного гармонического возмущения
давления на торце канала проявляются как фазовый сдвиг γ в суммарной возмущающей силе.

Представленные на рис. 2–5 результаты моделирования указывают на необходимость при-
нятия во внимание сжимаемости и инерции движения вязкого газа в канале. Учет инерции дви-
жения газа вызывает, вследствие увеличения инерционных свойств колебательной системы, су-
щественное снижение значений резонансных частот колебаний стенки. С другой стороны, вклю-
чение в рассмотрение сжимаемости газа ведет к незначительному их росту.

Амплитуды колебаний стенки в случае сжимаемого газа оказываются выше, чем для случая
несжимаемого газа как при ползущем течении, так и при учете инерции движения газа. С другой
стороны, учет инерции движения газа ведет к возрастанию амплитуд колебаний по сравнению
со случаем ползущего движения газа.

Влияние жесткой кубической нелинейности упругого подвеса стенки проявляется в ви-
де изгиба кривых аэроупругого отклика в правую сторону. При этом наблюдается рост значе-
ний резонансных частот с ростом амплитуды пульсации давления на торце канала. Кроме того,
нелинейные свойства подвеса вызывают изгиб вправо кривых фазового сдвига. Интенсивность
этого изгиба увеличивается с ростом амплитуды пульсации давления на торце канала. В случае
линейно-упругого подвеса стенки n3 = 0 выражения для аэроупругого отклика и фазового сдви-
га имеют классический вид, соответствующий гармоническому осциллятору с вязким трением.
Изгиб кривых аэроупругого отклика отсутствует, а резонансные частоты не зависят от амплиту-
ды пульсации давления. Кривые фазового сдвига плавно изменяются от 0 до π и не зависят от
амплитуды пульсации давления на торце, а резонансной частоте соответствует фаза π

2 . Однако
сохраняются установленные и указанные выше особенности, связанные с изменениями значе-
ний амплитуд колебаний и резонансных частот при учете (или исключения из рассмотрения)
сжимаемости газа и инерции его движения.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Моделирование нелинейных аэроупругих колебаний стенки . . . 597

Известно [Пановко, 1991; Nayfeh, Mook, 1979], что при вынужденных нелинейных ко-
лебаниях осциллятора Дуффинга с вязким трением присутствует диапазон частот, на котором
возникают неустойчивые колебания. Особо отметим, что результаты расчетов при учете нели-
нейных свойств подвеса стенки (см. рис. 2–5) для всех рассмотренных случаев показывают, что
в области изгиба кривых аэроупругого отклика вправо одному значению частоты η соответствует
два или три значения амплитуды колебаний zm. Это обуславливает возможность гистерезисных
переходов. Согласно [Боголюбов, Митропольский, 1974] в указанной области ветви кривых аэро-
упругого отклика, лежащие левее скелетной кривой и возрастающие вместе с ростом частоты η,
соответствуют устойчивым значениям амплитуд колебаний. Ветви, лежащие правее скелетной
кривой и возрастающие при уменьшении частоты η, соответствуют неустойчивым амплитудам
колебаний, однако после резонансной частоты последние ветви, при возрастании частоты η, со-
ответствуют устойчивым колебаниям. Следовательно, на неустойчивых участках нижних ветвей
наблюдается гистерезисный перескок на устойчивые ветви с большими амплитудами колебаний.
С другой стороны, при достижении резонансного пика на устойчивых верхних ветвях и при
дальнейшем росте частоты η наблюдается перескок на нижние ветви с меньшими амплитудами.
В результате в указанной области возникают неустойчивые колебания. Данные колебания харак-
теризуются скачкообразным изменением амплитуд [Brennan et al., 2008]. Проведенные расчеты
показали, что в рассматриваемой колебательной системе возможно возникновение таких колеба-
ний. При этом исключение из рассмотрения сжимаемости и инерции движения газа (см. рис. 5)
ведет к незначительному изгибу кривых аэроупругого отклика. Поэтому в данном случае модель
либо не предскажет наличие области частот неустойчивых колебаний (при малых амплитудах
пульсации давления на торце), либо покажет зауженный частотный диапазон неустойчивых ко-
лебаний.

Представленные в работе модель и результаты численных расчетов можно рассматривать
в качестве фундаментального задела в области моделирования и анализа нелинейных аэроупру-
гих колебаний стенок каналов, имеющих нелинейно-упругий подвес и заполненных пульсирую-
щим вязким газом, а также приборных чувствительных элементов, взаимодействующих с пуль-
сирующим слоем вязкого газ и имеющих нелинейно-упругие опоры.
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