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В работе предложена и исследована математическая модель распределенной вычислитель-
ной системы параллельных взаимодействующих процессов, конкурирующих за использование
ограниченного числа копий структурированного программного ресурса. В случаях неограни-
ченного и ограниченного параллелизма по числу процессоров мультипроцессорной системы ре-
шены задачи определения оперативных и точных значений времени выполнения неоднородных
и одинаково распределенных конкурирующих процессов в синхронном режиме, при котором
обеспечивается линейный порядок выполнения блоков структурированного программного ре-
сурса внутри каждого из процессов без задержек. Полученные результаты можно использовать
при сравнительном анализе математических соотношений для вычисления времени реализа-
ции множества параллельных распределенных взаимодействующих конкурирующих процессов,
математическом исследовании эффективности и оптимальности организации распределенных
вычислений, решении задач построения оптимальной компоновки блоков одинаково распреде-
ленной системы, нахождения оптимального числа процессоров, обеспечивающих директивное
время выполнения заданных объемов вычислений. Предложенные модели и методы открывают
новые перспективы при решении проблем оптимального распределения ограниченных вычисли-
тельных ресурсов, синхронизации множества взаимодействующих конкурирующих процессов,
минимизации системных затрат при выполнении параллельных распределенных процессов.
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Введение

Быстрое развитие информационно-коммуникационных и сетевых технологий привело
к интенсивному использованию географически распределенных вычислительных ресурсов и со-
зданию на их основе динамически масштабируемых высокопроизводительных распределенных
вычислительных систем (РВС). В литературе отсутствует каноническое определение того, что
такое распределенная вычислительная система. Например, профессор Э. Таненбаум определяет
распределенную систему как «набор соединенных каналами связи независимых компьютеров,
которые, с точки зрения пользователя некоторого программного обеспечения, выглядят единым
целым» [Tanenbaum, Steen, 2023]. В книге Ж. Теля «Введение в распределенные алгоритмы»
сказано, что «под распределенной системой мы понимаем всякую вычислительную систему,
в которой несколько компьютеров или процессоров так или иначе вступают во взаимодействие».
Моделью распределенной системы может также быть набор программных средств, представля-
ющий собой совокупность взаимосвязанных процессов, выполняемых на одном и том же вычис-
лительном устройстве [Бабичев, Коньков, 2019]. На сегодняшний день существуют различные
типы распределенных вычислительных систем: это вычислительные кластеры, симметричные
мультипроцессоры (SMP), системы с распределенной разделяемой памятью (DSM), массово-па-
раллельные системы (MPP) и мультикомпьютеры. Изучая распределенные вычисления нельзя
не упомянуть облачные, параллельные и грид-вычисления [Антонов и др., 2021; Топорков, Еме-
льянов, 2018]. Из приведенных примеров следует, что РВС — это сложные сетевые системы
(системы систем, SoS), предназначенные для обработки больших объемов данных, одним из
основных преимуществ которых является возможность параллельного выполнения процессов.

Проектирование распределенных вычислительных систем — это сложный процесс, тре-
бующий глубокого понимания проблем проектирования и нуждающийся в хорошо продуман-
ном теоретическом обосновании, в том числе и в разработке математических моделей и мето-
дов, которые адекватно учитывали бы физические особенности функционирования РВС и в то
же время позволяют получать количественные и качественные результаты их функционирова-
ния [Kshemkalyani, Singhal, 2008].

В данном исследовании РВС рассматривается как некоторый агрегированный процесс,
получаемый путем объединения множества параллельных распределенных взаимодействую-
щих процессов, конкурирующих за использование структурированного программного ресур-
са [Kovalenko et al., 2012; Павлов, Коваленко, 2024; Павлов, 2024]. Программным ресурсом (ПР)
будем считать многократно выполняемую в мультипроцессорной системе (МС) программу или
ее часть (блок). Процесс будем рассматривать как выполнение в вычислительной среде линейной
последовательности блоков структурированного ПР. При этом процесс будем считать распреде-
ленным, если все блоки или их часть выполняются на разных процессорах. Взаимодействующи-
ми будем называть процессы, которые влияют на поведение друг друга путем обмена информа-
цией. Множество процессов, одновременно использующих ПР, будем называть конкурирующими.
Из вышесказанного следует, что при моделировании и создании РВС особую значимость при-
обретают задачи построения и исследования математических моделей организации выполнения
множества параллельных распределенных взаимодействующих конкурирующих процессов.

Задачи математического моделирования функционирования систем взаимодействующих
распределенных процессов, когда в общей памяти РВС находится одна копия ПР, с различ-
ных точек зрения были решены в работах [Kovalenko, Pavlov, 2012; Pavlov, 2012]. Несмотря на
имеющиеся в этом направлении результаты, нерешенными остаются задачи оптимальной орга-
низации распределенных вычислений в различных режимах асинхронного и синхронного взаи-
модействия процессов, конкурирующих за использование ограниченного числа копий структу-
рированного программного ресурса в условиях неограниченного и ограниченного параллелизма

2025, Т. 17, № 3, С. 423–436



426 П.А. Павлов

по числу процессоров мультипроцессорной системы. Ввиду дискретного и комбинаторного ха-
рактера математических задач распределенного программирования определенный прогресс на
пути их решения был достигнут за счет применения математического аппарата и методов дис-
кретных систем и дискретной оптимизации, теории расписаний и сетевых графов, теории алго-
ритмов и множеств, алгебры матриц и др. Исследования в указанном направлении характерны
для Института системного программирования Российской академии наук, Московского государ-
ственного университета имени М.В. Ломоносова, Объединенного института проблем информа-
тики Национальной академии наук Беларуси, Национального исследовательского университета
«Московский энергетический институт».

Хотелось бы также отметить, что принципы распределенной организации выполнения про-
цессов являются не только универсальным способом достижения высокой производительности
и надежности МС и комплексов, но носят и достаточно общий характер и присущи процес-
сам различной природы, прежде всего они свойственны банковским системам, энергетическим
системам, логистическим системам и др. [Zaiets, Shtepa, 2019].

1. Математическая модель распределенных вычислений при
ограниченном числе копий программного ресурса

Математическая модель системы распределенной обработки взаимодействующих процес-
сов, конкурирующих за использование ограниченного числа копий структурированного про-
граммного ресурса, включает в себя [Павлов, 2024]: p � 2 процессоров распределенной вы-
числительной системы, которые имеют доступ к общей разделяемой памяти; n � 2 распреде-
ленных взаимодействующих конкурирующих процессов; s � 2 блоков структурированного на
блоки программного ресурса; матрицу T = [ti j], i = 1, n, j = 1, s, времен выполнения блоков
программного ресурса распределенными взаимодействующими конкурирующими процессами;
2 � c � p копий структурированного на блоки программного ресурса, которые могут одновре-
менно находиться в оперативной памяти, доступной для всех p процессоров; параметр θ > 0,
характеризующий время дополнительных системных расходов, связанных с параллельной об-
работкой блоков структурированного программного ресурса множеством взаимодействующих
конкурирующих процессов при распределенной обработке. Будем также считать, что число про-
цессов n кратно числу копий структурированного программного ресурса c, т. е. n = mc, где m =
= n

c � 2, и что взаимодействие процессов, процессоров и блоков программного ресурса подчи-
нено следующим условиям:

1) ни один из процессоров не может обрабатывать одновременно более одного блока;

2) процессы выполняются в параллельно-конвейерном режиме группами, т. е. осуществляется
одновременное выполнение c копий каждого блока в сочетании с конвейеризацией группы
из c копий Q j-го блока, j = 1, s, по процессам и процессорам;

3) обработка каждого блока программного ресурса осуществляется без прерываний;

4) в случае неограниченного параллелизма по числу процессоров многопроцессорной систе-
мы, т. е. когда число блоков программного ресурса s �

[
p
c

]
, где [x] — целая часть числа,

для каждого i-го процесса, где i = c(l − 1) + q, l = 1, m, q = 1, c, распределение бло-
ков Q j, j = 1, s, программного ресурса по процессорам осуществляется по правилу: блок
с номером j распределяется на процессор с номером c( j − 1) + q.
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2. Время реализации неоднородных распределенных систем
конкурирующих процессов

Определение 1. Систему n распределенных конкурирующих процессов будем назы-
вать неоднородной (гетерогенной), если времена выполнения блоков программного ресур-
са Q1, Q2, . . . , Qs зависят от объемов обрабатываемых данных и/или их структуры, т. е. разные
для разных процессов.

В [Павлов, Коваленко, 2024] введен синхронный режим, обеспечивающий линейный поря-
док выполнения блоков программного ресурса внутри каждого из процессов без задержек, т. е.
в случае, когда 2 � s �

[
p
c

]
, момент завершения выполнения Q j-го блока, j = 1, s − 1, процессом

с номером i = (l − 1)c + q, l = 1, m, q = 1, c, на (( j − 1)c + q)-м процессоре совпадает с момен-
том начала выполнения следующего Q j+1-го блока на процессоре с номером ( jA + q). На рис. 1
изображена диаграмма Ганта, иллюстрирующая функционирование распределенной системы,
где Tн

1c(p, n, s, c, θ) — время выполнения n = 6 неоднородных конкурирующих процессов, ис-
пользующих c = 2 копии программного ресурса, структурированного на s = 3 линейно-упорядо-
ченных блоков Q1, Q2, Q3 с матрицей времен выполнения с учетом дополнительных системных

расходов T θ =
[
tθi j

]
6×3
= [ti j + θ]6×3. Предполагается, что выполнение процессов осуществляется

в вычислительной системе с p = 7 процессорами.

Рис. 1. Синхронный режим при неограниченном параллелизме

В случае неограниченного параллелизма все множество процессов разобьем на c под-
множеств по m процессов в каждом, причем в каждое q-е подмножество, q = 1, c, бу-
дут включены процессы с номерами i = c(l − 1) + q, l = 1, m, блоки которых будут вы-
полняться на (c( j − 1) + q) процессорах, j = 1, s. Тогда для вычисления времени выполне-
ния Tн

1c(p, n, s, c, θ) имеет место формула

Tн
1c(p, n, s, c, θ) = max

1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m−1∑

i=1

max
1�u�s

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθc(i−1)+q, j −
u−1∑

j=1

tθci+q, j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
s∑

j=1

tθc(m−1)+q, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (1)

Здесь

max
1�u�s

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθc(i−1)+q, j −
u−1∑

j=1

tθci+q, j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , i = 1, m − 1,
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— начало выполнения первого блока для каждого из последующих процессов, начиная

с (ci + q)-го в q-м подмножестве процессов, а
s∑

j=1
tθc(m−1)+q, j — длительность выполнения послед-

него процесса q-го подмножества, где q = 1, c.

В случае ограниченного параллелизма, т. е. когда s >
[

p
c

]
и s = k

[
p
c

]
, где k > 1, выполним

разбиение всех s блоков на k групп по
[

p
c

]
блоков в каждой. Тогда матрица времен выполнения

блоков структурированного ПР T θ =
[
tθi j

]
, i = 1, n, j = 1, s, разобьется на k подматриц T θϕ

размерностью n ×
[

p
c

]
каждая, где ϕ = 1, k (рис. 2).

Рис. 2. Несовмещенные диаграммы Ганта при s = k
[

p
c

]
, k > 1

Из анализа диаграмм Ганта видно, что каждая из диаграмм отображает во времени выпол-
нение очередных

[
p
c

]
блоков программного ресурса на c

[
p
c

]
процессорах всеми n процессами.

Введем следующие обозначения:

• tϕ,qi j — время выполнения в ϕ-й группе блоков i-м процессом из q-го подмножества процес-
сов j-го блока с учетом параметра θ:

tϕ,qi j = tθ
c(i−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j
, ϕ = 1, k, q = 1, c, i = 1, m, j = 1,

[ p
c

]
;

• Tϕq — время выполнения в ϕ-й группе блоков q-го подмножества процессов:

Tϕq =
m−1∑

i=1

max
1�u�[ p

c ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθ
c(i−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j
−

u−1∑

j=1

tθ
ci+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

+

[p/c]∑

j=1

tθ
c(m−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j
, ϕ = 1, k, q = 1, c;
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• T θϕ — общее время выполнения ϕ-й группы блоков всеми n процессами на c
[

p
c

]
процессорах

с учетом параметра θ:

T θϕ = max
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m−1∑

i=1

max
1�u�[ p

c ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθ
c(i−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j
−

u−1∑

j=1

tθ
ci+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

+

[p/c]∑

j=1

tθ
c(m−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+ j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, ϕ = 1, k;

• Eϕ,qi j — время завершения обработки в ϕ-й группе блоков i-м процессом из q-го подмноже-
ства j-го блока:

Eϕ,qi j = Eϕc(i−1)+q, j =

i−1∑

μ=1

max
1�u�[ p

c ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

w=1

tθ
c(μ−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+w
−

u−1∑

w=1

tθ
cμ+q,(ϕ−1)[ p

c ]+w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

+

j∑

w=1

tθ
c(i−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+w
, ϕ = 1, k, q = 1, c, i = 1, m, j = 1,

[ p
c

]
.

Из анализа диаграмм на рис. 2 видно, что минимальное общее время выполнения неодно-
родных распределенных процессов, конкурирующих за использование c копий структурирован-

ного программного ресурса в случае s = k
[

p
c

]
, k > 1, определяется как сумма длин составляющих

диаграмм, т. е.

Tн
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
, c, θ

)
=

k∑

ϕ=1

T θϕ =
k∑

ϕ=1

max
1�q�c

Tϕq .

Если воспользоваться совмещением последовательных диаграмм Ганта по оси времени
справа налево, то время Tн

1c

(
p, n, k

[
p
c

]
, c, θ

)
можно существенно сократить (рис. 3):

Tн
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
, c, θ

)
=

k∑

ϕ=1

T θϕ −
k−1∑

ϕ=1

δϕ,

где δϕ = min
(
δ′ϕ, δ′′ϕ

)
, ϕ = 1, k − 1, — длина отрезка максимально возможного совмещения двух

последовательных диаграмм Ганта по оси времени.
Здесь δ′ϕ — отрезок возможного совмещения по оси времени, который представляет собой

разность между моментом начала выполнения j-го блока первым процессом q-го подмножества
процессов в (ϕ + 1)-й группе блоков и моментом завершения выполнения j-го блока последним
процессом q-го подмножества процессов в ϕ-й группе блоков, т. е.

δ′ϕ = min
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝T
θ
ϕ − Tϕq + min

1� j�[ p
c ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[p/c]∑

w= j+1

tθ
c(m−1)+q,(ϕ−1)[ p

c ]+w
+

j−1∑

w=1

tθ
q,ϕ[ p

c ]+w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= min
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ min
1� j�[ p

c ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣T
θ
ϕ − Eϕc(m−1)+q, j +

j−1∑

w=1

tθ
q,ϕ[ p

c ]+w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, ϕ = 1, k − 1.

Значение δ′′ϕ представляет собой разность между началом выполнения первого блока i-м
процессом в (ϕ + 1)-й группе блоков и моментом завершения выполнения последнего блока i-м
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Рис. 3. Совмещенные диаграммы Ганта при s = k
[

p
c

]
, k > 1

процессом в ϕ-й группе блоков, т. е.

δ′′ϕ = min
1�q�c

(
min

1�i�m

[
T θϕ − Eq,ϕ

i,[ p
c ] + Eq,ϕ+1

i1 − tq,ϕ+1
i1

])
=

= min
1�q�c

(
min

1�i�m

[
T θϕ − Eϕ

c(i−1)+q,[ p
c ] + Eϕ+1

c(i−1)+q,1 − tθ
c(i−1)+q,ϕ[ p

c ]+1

])
, ϕ = 1, k − 1.

В случае когда s = k
[

p
c

]
+ r, k � 1, 1 � r <

[
p
c

]
, все множество из s блоков разбивается

на k + 1 группу по
[

p
c

]
блоков в каждой, за исключением последней, в которой будет только r бло-

ков ПР. Тогда

Tн
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
+ r, c, θ

)
=

k∑

ϕ=1

T θϕ + T θk+1 −
k−1∑

ϕ=1

δϕ − δk =
k∑

ϕ=1

max
1�q�c

Tϕq + max
1�q�c

T k+1
q −

k−1∑

ϕ=1

δϕ − δk.

Здесь

• T θk+1 — время выполнения (k + 1)-й группы из r блоков всеми n процессами:

T θk+1 = max
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m−1∑

i=1

max
1�u�r

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθ
c(i−1)+q,k[ p

c ]+ j
−

u−1∑

j=1

tθ
ci+q,k[ p

c ]+ j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
r∑

j=1

tθ
c(m−1)+q,k[ p

c ]+ j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = max
1�q�c

T k+1
q ;

• T k+1
q — время выполнения q-го подмножества из m процессов в (k + 1)-й группе блоков:

T k+1
q =

m−1∑

i=1

max
1�u�r

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθ
c(i−1)+q,k[ p

c ]+ j
−

u−1∑

j=1

tθ
ci+q,k[ p

c ]+ j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
r∑

j=1

tθ
c(m−1)+q,k[ p

c ]+ j
, q = 1, c;
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• δk — величина максимально допустимого совмещения по оси времени k-й и (k + 1)-й диа-
грамм:

δk = min
(
δ′k, δ

′′
k

)
.

Отрезки возможного совмещения по оси времени δ′k и δ′′k будут определяться по формулам

δ′k = min
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝T
θ
k − T k

q + min
1� j�r

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[p/c]∑

w= j+1

tθ
c(m−1)+q,(k−1)[ p

c ]+w
+

j−1∑

w=1

tθ
q,k[ p

c ]+w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= min
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝min
1� j�r

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣T
θ
k − Ek

c(m−1)+q, j +

j−1∑

w=1

tθ
q,k[ p

c ]+w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠;

δ′′k = min
1�q�c

(
min

1�i�m

[
T θk − Eθ,k

i,[ p
c ] + Eθ,k+1

i1 − tq,k+1
i1

])
=

= min
1�q�c

(
min

1�i�m

[
T θk − Ek

c(i−1)+q,[ p
c ] + Ek+1

c(i−1)+q,1 − tθ
c(i−1)+q,k[ p

c ]+1

])
,

где

Eq,k+1
i j = Ek+1

c(i−1)+q, j =

i−1∑

μ=1

max
1�u�r

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

w=1

tθc(μ−1)+q,(k+1)r+w −
u−1∑

w=1

tθcμ+q,(k+1)r+w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
j∑

w=1

tθc(i−1)+q,(k+1)r+w,

q = 1, c, i = 1, m, j = 1, r.

3. Время выполнения одинаково распределенных конкурирующих
процессов

Определение 2. Систему распределенных конкурирующих процессов будем называть оди-
наково распределенной (равнораспределенной), если времена выполнения всех блоков ПР каж-
дым из процессов совпадают и равны tθi , т. е. справедлива цепочка равенств tθi1 = tθi2 = . . . = tθis = tθi ,

для всех i = 1, n.

Пусть tθ1, tθ2, . . . , tθn — времена выполнения Q j-го блока всеми процессами, j = 1, s, а T θn =

=
n∑

i=1
tθi — суммарное время выполнения каждого из блоков Q j n процессами.

Обозначим через T ор
1c (p, n, s, c, θ) минимальное общее время выполнения на p процессо-

рах n одинаково распределенных конкурирующих процессов, использующих c копий структури-
рованного на s линейно-упорядоченных блоков Q1, Q2, . . . , Qs ПР с учетом дополнительных
системных расходов θ в синхронном режиме.

На рис. 4 для случая 2 � s �
[

p
c

]
изображена диаграмма Ганта выполнения одинаково

распределенных конкурирующих процессов в вычислительной системе с параметрами p = 7,
n = 6, s = 3, c = 2,

T θ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1
3 3 3
2 2 2
4 4 4
2 2 2
3 3 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Рис. 4. Выполнение одинаково распределенных процессов при неограниченном параллелизме

Для нахождения T ор
1c (p, n, s, c, θ) при 2 � s �

[
p
c

]
, подставив в формулу (1) значе-

ния tθc(i−1)+q, j = tθc(i−1)+q,, i = 1, m, q = 1, c, j = 1, s, и выполнив преобразования, получим

T ор
1c (p, n, s, c, θ) = max

1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m−1∑

i=1

max
1�u�s

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u∑

j=1

tθc(i−1)+q −
u−1∑

j=1

tθci+q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
s∑

j=1

tθc(m−1)+q

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= max
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m∑

i=1

tθc(i−1)+q + (s − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣tθc(m−1)+q +

m∑

i=2

max
(
tθc(i−2)+q − tθc(i−1)+q, 0

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (2)

В случае когда s = k
[

p
c

]
, где k > 1, времена выполнения каждых

[
p
c

]
блоков про-

граммного ресурса всеми n процессами равны между собой (рис. 5), поэтому общее вре-

мя T ор
1c

(
p, n, k

[
p
c

]
, c, θ

)
будет определяться по формуле

T ор
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
, c, θ

)
= kT ор

1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
− (k − 1) min{σ1, σ2},

где T ор
1c

(
p, n,

[
p
c

]
, c, θ

)
находится по формуле (2) заменой s на

[
p
c

]
:

T ор
1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
= max

1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m∑

i=1

tθc(i−1)+q +

([ p
c

]
− 1
) ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣tθc(m−1)+q +

m∑

i=2

max
(
tθc(i−2)+q − tθc(i−1)+q, 0

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Величины σ1 и σ2 представляют собой временные отрезки максимально возможного сов-

мещения ϕ-й и (ϕ + 1)-й диаграмм Ганта, ϕ = 1, k − 1:

σ1 =

([ p
c

]
− 1
)

min
1�q�c

{
tθq, tθ(m−1)c+q

}
,

σ2 = min
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m∑

i=1

tθc(i−1)+q +

([ p
c

]
− 1
) ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣tθc(m−1)+q +

m∑

i=2

max
(
tθc(i−2)+q − tθc(i−1)+q, 0

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ −
[ p

c

]
max
1�i�m

tθc(i−1)+q

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Пусть p = 7, n = 4, s = 9, c = 2,

T θ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Рис. 5. Несовмещенные диаграммы Ганта при s = k
[

p
c

]
, k > 1

(рис. 5), тогда

T ор
1c (7, 4, 3, 2, θ) = max

1�q�2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2∑

i=1

tθ2(i−1)+q + 2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣t
θ
2+q +

2∑

i=2

max
(
tθ2(i−2)+q − tθ2(i−1)+q, 0

)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 10,

σ1 = 2 min{1, 2, 3, 1} = 2, σ2 = min{7 − 6, 10 − 9} = 1.

Получим, что T ор
1c (7, 4, 9, 2, θ) = 28 (рис. 6).

В случае когда s = k
[

p
c

]
+r, k � 1, 1 � r <

[
p
c

]
, минимальное общее время T 1

ор(p, n, kp+r, ε)
определяется по формуле

T ор
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
+ r, c, θ

)
= kT ор

1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
− (k − 1) min{σ1, σ2} + T ор

1c (p, n, r, c, θ) − ξ.

Здесь T ор
1c (p, n, r, c, θ) находится из (2) путем замены s на r, т. е.

T ор
1c (p, n, r, c, θ) = max

1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m∑

i=1

tθc(i−1)+q + (r − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣tθc(m−1)+q +

m∑

i=2

max
(
tθc(i−2)+q − tθc(i−1)+q, 0

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

а ξ = min{ξ1, ξ2} — величина отрезка максимально возможного совмещения по оси времени ϕ-й
и (ϕ + 1)-й диаграмм, где

ξ1 = min
1�q�c

(
(r − 1) min

{
tθq, tθ(m−1)c+q

}
+

([ p
c

]
− r
)

tθ(m−1)c+q

)
,

ξ2 = min
1�q�c

(
T ор

1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
− max

1�i�m

[
T ор

1c

(
p, i,
[ p

c

]
, c, θ

)
− T ор

1c (p, i, r, c, θ) + rtθ(i−1)c+q

])
.
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Рис. 6. Совмещенные диаграммы Ганта при s = k
[

p
c

]
, k > 1

В свою очередь, T ор
1c

(
p, i,
[

p
c

]
, c, θ

)
и T ор

1c (p, i, r, c, θ) будут определяться по формулам

T ор
1c

(
p, i,
[ p

c

]
, c, θ

)
=

i∑

μ=1

tθc(μ−1)+q +

([ p
c

]
− 1
) ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣t
θ
c(i−1)+q +

i∑

μ=2

max
(
tθc(μ−2)+q − tθc(μ−1)+q, 0

)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

T ор
1c (p, i, r, c, θ) =

i∑

μ=1

tθc(μ−1)+q + (r − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣t
θ
c(i−1)+q +

i∑

μ=2

max
(
tθc(μ−2)+q − tθc(μ−1)+q, 0

)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 1. Если взаимодействие процессов, процессоров и блоков структурированного
программного ресурса подчинено условиям синхронного режима, то для любых p � 2, n � 2,
s � 2, 2 � c � p, θ > 0 минимальное общее время выполнения одинаково распределенных конку-
рирующих процессов определяется следующим образом:

T ор
1c (p, n, s, c, θ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max
1�q�c

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m∑

i=1

tθc(i−1)+q + (s − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣tθc(m−1)+q +

m∑

i=2

max
(
tθc(i−2)+q − tθc(i−1)+q, 0

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

при 2 � s �
[ p

c

]
,

kT ор
1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
− (k − 1) min{σ1, σ2} при s = k

[ p
c

]
, k > 1,

kT ор
1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
− (k − 1) min{σ1, σ2} + T ор

1c (p, n, r, c, θ) −min{ξ1, ξ2}

при s = k
[ p

c

]
+ r, k � 1, 1 � r <

[ p
c

]
.

Определение 3. Равнораспределенная система конкурирующих процессов называется
стационарной, если tθ1 = tθ2 = . . . = tθn = tθ.
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Теорема 2. Для вычисления минимального общего времени выполнения стационарных рас-
пределенных конкурирующих процессов в синхронном режиме при ограниченном числе копий про-
граммного продукта имеют место формулы

T сс
1c(p, n, s, c, θ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(m + s − 1)tθ,
[ p

c

]
� min

(n
c
, s
)
,

(
km +

[ p
c

]
− 1
)

tθ,
[ p

c

]
< min

(n
c
, s
)
, s = k

[ p
c

]
, k > 1,

((k + 1)m + r − 1)tθ,
[ p

c

]
< min

(n
c
, s
)
, s = k

[ p
c

]
+ r, k � 1, 1 � r <

[ p
c

]
.

Доказательство. Для доказательства первой формулы теоремы 2 рассмотрим формулу
для одинаково распределенных систем теоремы 1 в случае, когда

[
p
c

]
� min(m, s), где m = n

c . Так

как tθi = tθ, i = 1, n, получим

T сс
1c(p, n, s, c, θ) =

m∑

i=1

tθ + (s − 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣tθ +
m∑

i=2

max
(
tθ − tθ, 0

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = (m + s − 1)tθ.

Рассмотрим случай, когда s = k
[

p
c

]
, k > 1 и

[
p
c

]
< min(m, s). Для стационарных распреде-

ленных процессов получим

T ор
1c

(
p, n,

[ p
c

]
, c, θ

)
=

(
m +
[ p

c

]
− 1
)

tθ, σ1 =

([ p
c

]
− 1
)

tθ, σ2 = (m − 1)tθ,

тогда

T сс
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
, c, θ

)
= k
(
m +
[ p

c

]
− 1
)

tθ − (k − 1) min
{([ p

c

]
− 1
)

tθ, (m − 1)tθ
}
=

(
km +

[ p
c

]
− 1
)

tθ.

Для случая, когда
[

p
c

]
< min(m, s), s = k

[
p
c

]
+ r, k � 1, 1 � r <

[
p
c

]
, имеем

T сс
1c(p, n, r, c, θ) = (m + r − 1)tθ, ξ1 =

([ p
c

]
− 1
)

tθ, ξ2 = (m − 1)tθ,

тогда

T сс
1c

(
p, n, k

[ p
c

]
+ r, c, θ

)
=

(
km +

[ p
c

]
− 1
)

tθ + (m + r − 1)tθ −
([ p

c

]
− 1
)

tθ = ((k + 1)m + r − 1)tθ.

Теорема доказана. �

Заключение

В данной работе проведено концептуальное развитие математической модели с одним про-
граммным ресурсом на случай ограниченного числа программных ресурсов, что позволило уста-
новить взаимосвязь мультиконвейерной обработки с аналогичной обработкой при одном ПР, по-
лучить аналитические оценки общего времени выполнения неоднородных и одинаково распреде-
ленных конкурирующих процессов при неограниченном и ограниченном параллелизме по числу
процессоров мультипроцессорной системы для синхронного режима. Полученные результаты
можно использовать при сравнительном анализе математических соотношений для вычисления
времени реализации множества параллельных распределенных взаимодействующих конкуриру-
ющих процессов, при математическом исследовании эффективности и оптимальности мульти-
конвейерной организации вычислений, при решении задач построения оптимальной компоновки
блоков одинаково распределенной системы, нахождения оптимального числа процессоров, обес-
печивающих директивное время выполнения заданных объемов вычислений и др.
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