
КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
И МОДЕЛИРОВАНИЕ 2025 Т. 17 № 1 С. 9–27
DOI: 10.20537/2076-7633-2025-17-1-9-27

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

УДК: 532.5

К вопросу об определении ядра концевого вихря

Р.П. Степановa, С.А. Кусюмов, А.Н. Кусюмовb, Е. В. Романова

Казанский национальный исследовательский технический университет имени А.Н. Туполева,
Россия, 420111, г. Казань, ул. К.Маркса, д. 10

E-mail: a rpstepanov@kai.ru, b postbox7@mail.ru

Получено 21.05.2024, после доработки — 01.11.2024.
Принято к публикации 03.02.2025.

Дается обзор критериев, используемых при идентификации концевых вихрей, сходящих
с несущих поверхностей летательного аппарата. В качестве основного метода идентификации
вихря используется Q-критерий, в соответствии с которым ядро вихря ограничено поверхно-
стью, на которой норма тензора завихренности равна норме тензора сдвиговых деформаций.
При этом внутри ядра вихря должны выполняться следующие условия: (i) ненулевое значение
нормы тензора завихренности, (ii) геометрия ядра вихря должна удовлетворять условию гали-
леевой инвариантности. На основе аналитических моделей вихря дается определение понятия
центра двумерного вихря как точки, в которой Q-распределение принимает максимальное зна-
чение и много больше нормы тензора сдвиговых деформаций (для осесимметричного 2D-вихря
норма тензора сдвиговых деформаций в центре вихря стремится к нулю). Поскольку необходи-
мость существования оси вихря обсуждается в работах различных авторов и выглядит достаточ-
но естественным требованием при анализе концевых вихрей, упомянутые выше условия (i), (ii)
дополнены условием (iii): ядро вихря в трехмерном потоке должно содержать ось вихря. Ана-
лизируются течения, имеющие в 2D-сечениях осевую симметрию, а также форму ядра вихря,
отличающуюся от окружности (в частности, эллиптического вида). Показывается, что в этом
случае с использованием Q-распределения можно не только определить область ядра вихря,
но и выделить ось ядра вихря. Для иллюстрации введенных понятий используются результаты
численного моделирования обтекания крыла конечного размаха на базе решения осредненных
по Рейнольдсу стационарных уравнений Навье –Стокса (RANS). Замыкание уравнений Навье –
Стокса осуществлялось с использованием модели турбулентности k-ω.

Ключевые слова: концевой вихрь, ядро вихря, Q-критерий, ось вихря, численное моделиро-
вание
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An overview is given for identification criteria of tip vortices, trailing from lifting surfaces of
aircraft. Q-distribution is used as the main vortex identification method in this work. According to the
definition of Q-criterion, the vortex core is bounded by a surface on which the norm of the vorticity
tensor is equal to the norm of the strain-rate tensor. Moreover, following conditions are satisfied inside
of the vortex core: (i) net (non-zero) vorticity tensor; (ii) the geometry of the identified vortex core
should be Galilean invariant. Based on the existing analytical vortex models, a vortex center of a two-
dimensional vortex is defined as a point, where the Q-distribution reaches a maximum value and it is
much greater than the norm of the strain-rate tensor (for an axisymmetric 2D vortex, the norm of the
vorticity tensor tends to zero at the vortex center). Since the existence of the vortex axis is discussed
by various authors and it seems to be a fairly natural requirement in the analysis of vortices, the
above-mentioned conditions (i), (ii) can be supplemented with a third condition (iii): the vortex core in
a three-dimensional flow must contain a vortex axis. Flows, having axisymmetric or non-axisymmetric
(in particular, elliptic) vortex cores in 2D cross-sections, are analyzed. It is shown that in such cases
Q-distribution can be used to obtain not only the boundary of the vortex core, but also to determine
the axis of the vortex. These concepts are illustrated using the numerical simulation results for a finite
span wing flow-field, obtained using the Reynolds-Averaged Navier – Stokes (RANS) equations with
k-ω turbulence model.
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1. Введение

Понятие «концевой вихрь» чаще всего относят к классу изолированных (свободных) вих-
рей в неограниченном пространстве, образующихся в окрестности концевых частей несущих
поверхностей летательного аппарата: крыло самолета, лопасть винта вертолета, фюзеляж под
углом атаки и др. При этом в окрестности несущей поверхности может образовываться как один,
так и несколько концевых вихрей (например, вихри за концевыми частями крыла и закрылка).

Концевые вихри являются источником индуктивного сопротивления и оказывают негатив-
ное влияние на летно-технические характеристики летательных аппаратов. Способность оце-
нивать концевые вихри за самолетом является важным фактором обеспечения безопасности
полетов и увеличения эффективности управления воздушным движением [ICAO, 2012]. Вы-
бор подходящего метода идентификации вихревых структур, сходящих с несущих поверхностей
летательных аппаратов, является важной задачей и сохраняет высокую актуальность [Ahmad,
Proctor, 2014; Epps, 2017].

Концевые вихри крыла самолета представляют собой пример классической физической
интерпретации понятия «вихрь». Определив циркуляцию концевого вихря с помощью теоремы
Н. Е.Жуковского, можно оценить несущую способность крыла. Визуализация и анализ вихревой
структуры потока в аэродинамических трубах позволяют локализовывать пространственное по-
ложение вихря. Интерес прежде всего представляет локализация ядра вихря, поскольку именно
на границе ядра вихря реализуются максимальные окружные скорости.

В настоящее время анализ структуры течения и летно-технические характеристики лета-
тельных аппаратов определяются преимущественно путем численного моделирования. Однако
обеспечение высокой точности численного моделирования обтекания летательного аппарата тре-
бует больших вычислительных мощностей. В тех случаях, когда необходимо провести численное
моделирование вихревой структуры на большом удалении от самолета, затрачиваемые вычисли-
тельные ресурсы могут становиться недоступно высокими.

Характерной особенностью изолированных вихрей (включая концевые) является форма
ядра вихря, близкая к поверхности конуса. Вихревые образования, близкие по структуре к кон-
цевому вихрю, могут встречаться и в областях течений в полуограниченном пространстве. При-
мером здесь являются вихри, возникающие при обтекании протяженных уступов на низких
числах Рейнольдса. Вихри данного типа ограничены в пространстве (можно выделить начало
и конец вихря), а сечение ядра вихря может иметь форму, близкую к эллипсу. Вместе с тем кон-
цевые вихри являются классическим примером понятия «вихрь». Те определения (физические
и математические), которые используются в литературе, могут быть апробированы при анализе
структуры концевого вихря. В этом смысле перед анализом структуры концевых вихрей по ре-
зультатам физического эксперимента или численного моделирования следует рассмотреть более
общее определение понятия «вихрь», выходящее за рамки понятия «концевой вихрь».

Интуитивно ядро вихря можно охарактеризовать как трубку, поверхность которой состоит
из вихревых линий [Lamb, 1945]. Более строгое определение свойств ядра вихря дано в [Jeong,
Hussain, 1995].

(i) Ядро вихря должно иметь ненулевое значение тензора завихренности (а следовательно,
и ненулевую циркуляцию). Поэтому области с потенциальным течением не рассматрива-
ются.

(ii) Геометрия идентифицированного ядра вихря должна удовлетворять условию галилеевой
инвариантности.
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В [Haller, 2005] отмечается, что не существует общепринятого единственно верного мето-
да идентификации вихрей. В настоящее время используются различные эйлеровы методы иден-
тификации вихрей. Согласно [Chong, Perry, Cantwell, 1990] вихрь представляет собой область
с комплексными собственными значениями градиента скорости ∇u (Δ-критерий). В работе [Hunt,
Wray, Moin, 1988] дается понятие ядра вихря как области, в которой норма тензора завихренно-
сти ‖Ω‖ принимает более высокие значения в сравнении с нормой тензора сдвиговых деформа-
ций ‖S‖. Условие Q = 1

2

(
‖Ω‖2 − ‖S‖2

)
> 0, введенное в [Hunt, Wray, Moin, 1988] для нахождения

области ядра вихря, известно как Q-критерий. В некоторых работах упоминается, что, поми-
мо выполнения условия Q > 0, область ядра вихря должна быть связанной (connected) [Jeong,
Hussain, 1995]. Существуют иные эйлеровы критерии определения ядра вихря, построенные на
анализе поля скоростей потока: λ-критерий [Zhou et al., 1999], λ2-критерий [Jeong, Hussain, 1995],
λcr
λi

-критерий [Chakraborty, Balachandar, Adrian, 2005] и др. [Epps, 2017].

Упомянутые выше методы определяют ядро вихря как некоторую локализованную трех-
мерную пространственную структуру. В [Haller, 2005] используется неградиентный метод
лагранжевых когерентных структур (LCS), основанный на анализе траекторий частиц жидко-
сти в трехмерном пространстве.

Существуют также двумерные неградиентные методы, которые можно использовать при
анализе вихрей: Γ1- и Γ2-критерии [Graftieaux, Michard, Grosjean, 2001; Huang, Green, 2015;
Coletta et al., 2019], метод поперечных линий (Cross-Sectional Lines или CSL-метод) [Vollmers,
2001; Bussière, Nobes, Koch, 2012], метод линий тока (Winding Angle или WA-метод) [Portela,
1999; Sadarjoen, 2000] и метод Корсиглии [Corsiglia, Schwind, Chigier, 1973].

Следует отметить, что, несмотря на использованный в [Hunt, Wray, Moin, 1988] термин
«вихрь» (eddy zone, vortex tube), в более поздних работах с применением Q-критерия использу-
ется термин «вихревая структура». Объяснение применению данного термина можно обосновать
двумя причинами. Во-первых, как следует из определения Q-критерия, изоповерхность Q = const
может ограничивать область, которая при детальном рассмотрении не является вихрем [Haller,
2005] (в силу наличия значительных сдвиговых деформаций). Во-вторых, на значительных удале-
ниях от источника возмущений (например, от несущей поверхности) может происходить распад
вихря, и изоповерхность Q-распределения в этом случае не является связанной поверхностью,
а имеет вид некоторой вихревой структуры, состоящей из изолированных подобластей.

Другим важным вопросом при исследовании вихревых структур является нахождение про-
странственного положения оси вихря, поскольку в ряде работ (см., например, [Wu, Xiong, Yang,
2005; Wu, Ma, Zhou, 2006]) отмечается, что методы идентификации вихрей должны позволять
находить ось вихря в трехмерном потоке. Один из первых подходов к определению оси вих-
ря, предложенный в [Sujudi, Haimes, 1995], основан на теории критических точек. Собственные
числа и собственные векторы тензора градиента скорости, рассчитанные в окрестности крити-
ческой точки, определяют локальную картину течения около этой точки. Ищется критическая
точка, в которой имеется одно вещественное собственное значение и комплексно-сопряженная
пара. В этом случае критическая точка полагается точкой, лежащей на оси вихря.

Необходимость построения оси вихря упоминается среди требований к методам иденти-
фикации вихрей в [Kolar, 2007]. В [Kolar, 2007] предложен также метод идентификации вихрей,
основанный на тройной декомпозиции движения жидкой частицы: вращательного, деформации
сдвига и деформации растяжения. В [Hoffman, 2021] отмечается, что возможность такой деком-
позиции доказана в простейших модельных случаях.

В [Gao et al., 2019] ось вихря рассматривается как линия, в точках которой векторное
произведение некоторого вектора (Liutex) и градиента его магнитуды равно нулю. Техника вы-
числений в данном подходе требует преобразования системы координат [Gao et al., 2019], адапти-
рованного к рассматриваемому вихрю. Основное внимание в работах с использованием вектора
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Liutex уделяется построению оси вихря, тогда как выделение области ядра вихря осуществляется
с применением алгоритма, не связанного с построением вектора Liutex.

Поскольку существование оси вихря выглядит достаточно естественным требованием при
анализе концевых вихрей, упомянутые выше условия (i), (ii) можно дополнить еще одним:

(iii) ядро вихря в трехмерном потоке должно содержать ось вихря.

Из пункта (iii) следует, что методы идентификации вихрей должны позволять определять
центр вихря в двумерном сечении. Помимо концевых вихрей, согласно некоторым существую-
щим аналитическим моделям вихревые атмосферные структуры (например, торнадо) также мо-
гут рассматриваться как осевые вихри. В некоторых работах на основе простых аналитических
моделей рассматривается взаимное влияние вихрей (см., например, [Kida, 1981]).

В соответствии с условиями (i)–(iii) определение ядра вихря опирается на метод иденти-
фикации вихря. В работах [Kolar, 2007; Gao et al., 2019] определяются требования к методам
идентификации вихря. В то же время в [Wu, Xiong, Yang, 2005] дается общее определение по-
нятия вихря без обозначения требований к методу идентификации вихря: общая формулировка
вихря должна включать требование наличия оси вихря при произвольных осевых деформаци-
ях, при этом в поперечном сечении потока должны преобладать только осевая компонента
завихренности или вращательное движение жидкости, в сопоставлении со сдвиговыми напря-
жениями в этой плоскости.

Центр вихря может определяться с использованием различных методов идентификации
вихрей. Например, Γ1-критерий задает безразмерную скалярную функцию, которая определя-
ет положение центра ядра вихря как точку, в которой средний угол между радиус-вектором
и вектором скорости стремится к значению π

2 . Γ1-критерий не обладает свойством галилеевой
инвариантности. Галилеева инвариантность Γ2-критерия достигается учетом местной (локаль-
ной) конвективной скорости в рассматриваемой области интегрирования [Graftieaux, Michard,
Grosjean, 2001]. Несмотря на то что Γ2-критерий является надежным методом, который можно
использовать при анализе PIV-данных, точность этого метода сильно зависит от выбора размера
области интегрирования [Coletta et al., 2019].

Пространственное положение центра вихря можно определять по максимальным значе-
ниям завихренности [Gerz, Holzapfel, Darracq, 2002; Cheng et al., 2019; Schauerhamer, Robinson,
2017]. Однако данный подход не позволяет отделять вихрь от сдвигового слоя, особенно в слу-
чаях, когда значения сдвиговых деформаций сопоставимы со значениями завихренности [Jeong,
Hussain, 1995]. Метод контурных линий завихренности (Contour Lines of Vorticity или CLV-метод)
определяет центр вихря как точку, в которой значение завихренности соответствует локальному
экстремуму [Vollmers, 2001]. WA-метод также можно использовать для нахождения центра вих-
ря, но получаемые результаты могут зависеть от принятой системы координат [Vollmers, 2001].

CSL-метод позволяет находить центр вихря и определять поперечную скорость вихря.
Центр вихря можно найти путем соединения противоположно направленных векторов скоро-
сти (Opposite Velocity Directions или ODV-метод) [Vollmers, 2001], но такой подход является
достаточно грубым.

Метод Корсиглии [Corsiglia, Schwind, Chigier, 1973] основан на допущении, что вектор
скорости, измеренный ортогонально по отношению к оси вихря, соответствует азимутальной
скорости вихря. В [Gao et al., 2019] центр вихря определяется как точка пересечения вектора
Luitex с плоскостью рассматриваемого сечения вихря.

Из анализа литературы следует, что Q-критерий является наиболее распространенным ме-
тодом идентификации вихрей при анализе результатов численного и физического моделирова-
ния. Поэтому далее в данной работе вопросы идентификации вихрей будут рассматриваться
с точки зрения применения Q-критерия.
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В некоторых работах [Kolar, 2007; Gao et al., 2019] утверждается, что эйлеровы методы
(включая Q-критерий) не дают определение понятия оси вихря. Поэтому основное внимание
в работе фокусируется на обсуждении возможности построения оси вихря с использованием
Q-распределения.

В настоящей работе на основе аналитических вихревых моделей (в частности, применяе-
мых при изучении концевых вихрей, генерируемых поверхностью летательного аппарата), в до-
полнение к понятию ядра вихря на базе Q-распределения, даются определение понятия центра
вихря для двумерного случая и определение оси вихря для трехмерного случая.

Работа состоит из нескольких разделов. Во втором разделе приводится определение Q-кри-
терия для двумерного и трехмерного течения. В третьем разделе определяется вид выражения
для распределения окружной скорости течения изолированного вихря, для которого линии то-
ка в окрестности центра ядра вихря имеют форму окружности. Полученное выражение для
окружной скорости сопоставляется с аналитическими моделями вихря. Далее в этом же раз-
деле рассматривается векторное поле более общего характера, для которого форма линий тока
близка к эллиптической. Определяется соотношение между значениями нормы тензоров завих-
ренности ‖Ω‖ и сдвиговых деформаций ‖S‖ в зависимости от эксцентриситета эллипса. В чет-
вертом разделе на основе определения центра двумерного вихря формулируется определение
оси вихря для трехмерного потока. Кроме того, переформулировано определение понятия вихря
работы [Wu, Xiong, Yang, 2005]. Для иллюстрации введенных понятий в пятом разделе исполь-
зуются результаты численного моделирования обтекания крыла конечного размаха, полученные
с применением пакета VMB (версия пакета HBM 2.0 [Barakos et al., 2005], адаптированная для
КНИТУ-КАИ) на базе решения осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье –Стокса (RANS).
В шестом разделе приводится модельный пример идентификации пары 2D-вихрей при высоком
и низком разрешении дискретного поля скоростей. Визуализация поля скоростей осуществлялась
в программе Tecplot.

2. Q-критерий

Q-критерий является одним из наиболее известных подходов к идентификации вихрей,
основанных на локальном анализе поля скоростей в областях с ненулевыми значениями нормы
тензора завихренности Ω. Помимо этого, ненулевые значения в рассматриваемой области те-
чения может иметь и норма тензора сдвиговых деформаций S. Согласно Q-критерию и следуя
условию (i), ядро вихря рассматривается как область где евклидова норма тензора завихренно-
сти ‖Ω‖ превышает норму тензора сдвиговых деформаций ‖S‖ [Hunt, Wray, Moin, 1988; Haller,
2005]:

Q =
1
2

(
‖Ω‖2 − ‖S‖2

)
=

1
2

(Ωi jΩ ji − S i jS ji) > 0. (1)

Здесь Ωi j =
ui, j−uj,i

2 и S i j =
ui, j+uj,i

2 , где ui, j — пространственные производные компонентов вектора
скорости. Для двумерного несжимаемого потока критерий (1) называют критерием Окубо –Вей-
са [Okubo, 1970; Weiss, 1991].

При исследовании концевых вихрей крыла Q-критерий можно представить в безразмерном
виде по отношению к хорде крыла b и скорости невозмущенного потока V∞:

Q =
b2

2π2V2∞
Q =
(
|Ω|2 − |S |2

)
> 0. (2)
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Здесь

|Ω|2 = b2

V2∞

‖Ω‖2
4π2
,

|S |2 = b2

V2∞

‖S‖2
4π2
.

В тех случаях, когда рассматривается двумерное поле скоростей (для некоторого фиксиро-
ванного сечения вихря), значения ‖Ω‖ и ‖S‖ определяются выражениями

‖Ω‖ = √2|Ω23|, (3)

‖S‖ =
√

2S 23S 23 + S 22S 22 + S 33S 33, (4)

где

Ω23 =
1
2

(
∂v
∂z
− ∂w
∂y

)
, (5)

S 23 =
1
2

(
∂v
∂z
+
∂w
∂y

)
, S 22 =

∂v
∂y
, S 33 =

∂w
∂z
. (6)

Геометрия ядра вихря по Q-критерию обладает свойством галилеевой инвариантно-
сти [Haller, 2005]. Сравнительно простой алгоритм определения границы ядра вихря обуслав-
ливает популярность Q-критерия как рабочего инструмента идентификации ядра вихря при рас-
смотрении широкого круга задач.

3. Нахождение центра ядра вихря с использованием Q-распределения

При анализе структуры вихревых 2D-течений значения норм тензоров завихренности
и сдвиговых деформаций для вектора скорости U = f (v, w) в общем случае отличны от ну-
ля: ‖Ω‖ � 0 и ‖S‖ � 0. Рассмотрим изолированный вихрь (‖Ω‖ � 0) на плоскости, локализован-
ный условием (1) в начале системы координат (y = 0, z = 0). Если при этом в окрестности точки
локализации вихря выполняется условие

‖S‖2 = 0, (7)

то течение является чисто вихревым (деформационная составляющая отсутствует). В этом случае
для r = 0 также естественно принять

v = w = 0, (8)

где r =
√

y2 + z2 — модуль радиус-вектора r в декартовой системе координат. Условие (8) со-
гласуется с методикой работы [Sujudi, Haimes, 1995], где ось вихря проходит через критические
точки течения.

Для стационарного течения несжимаемой жидкости компоненты связаны между собой че-
рез уравнение неразрывности:

∂v
∂y
+
∂w
∂z
= 0. (9)

Отметим, что в общем случае ‖S‖ � 0, т. е. в начале системы координат течение может не
быть чисто вихревым.

Большинство известных аналитических моделей вихревого течения являются трехмерны-
ми, и вектор скорости течения имеет три компоненты: осевую, окружную и радиальную [Vasistas,

2025, Т. 17, № 1, С. 9–27



16 Р.П. Степанов, С. А. Кусюмов, А.Н. Кусюмов, Е. В. Романова

1998]. При этом в сравнении с окружной компонентой радиальная и осевая компоненты имеют
порядок Re−1 (Re — число Рейнольдса, определяемое характерными параметрами течения).

В наиболее простом случае ограничимся рассмотрением течения, имеющего окружной
характер в окрестности начала координат (центра вихря): считаем Re � 1 и пренебрегаем вли-
янием радиальной и осевой компонент вектора скорости течения на значения нормы тензоров
завихренности и сдвиговых деформаций. Для такого течения вектор скорости U(v, w) ориен-
тирован ортогонально по отношению к радиус-вектору r, и проекции вектора скорости U на
координатные оси представляются выражениями

v(y, z) = −U(y, z) sin θ,

w(y, z) = U(y, z) cos θ,
(10)

где U(y, z) — некоторая гладкая функция, cos θ = y
r , sin θ = z

r .
Согласно данному представлению, линии тока течения имеют форму окружностей, вдоль

которых модуль вектора скорости течения изменяется по произвольному закону при r = const.
Чтобы исключить особенность в начале системы координат в представлении (10), с учетом (8)
полагаем, что

U(0, 0) = 0. (11)

Подставляя (10) в (9), можно показать, что функция U(y, z) имеет осесимметричный ха-
рактер:

U(y, z) = F(r), (12)

где F(r) — произвольная функция.
В общем случае течение в ограниченном пространстве не обязательно имеет осевую сим-

метрию, при этом в окрестности ядра вихря форма линий тока может быть близка к окружности.
Такая модель течения дается, в частности, в [Danaila, Kaplanski, Sazhin, 2015], где рассматрива-
ется вихревое течение около твердой стенки.

С учетом (11) в окрестности начала координат (r ≈ 0) функцию F(r) представим в виде
сходящегося степенного ряда [Маркушевич, 1950]:

F(r) = anrn + an+1rn+1 + . . . , (13)

где an, an+1, . . . — константы, n � 1 — целое число. Подстановка (13) в (3)–(6) дает выражения

‖Ω‖2 = a2
n

2
(n + 1)2r2(n−1) + OΩ

(
rm),

‖S‖2 = a2
n

2
(n − 1)2r2(n−1) + OS

(
rk
)
.

(14)

Здесь O
Ω

(rm) и OS

(
rk
)

— полиномы, содержащие слагаемые, пропорциональные rm и rk,
где m, k � 1 — целые числа.

Из (14) следует, что при r → 0 условие ‖Ω‖ � 0 выполняется только если n = 1. Это
соответствует линейной зависимости модуля вектора скорости от радиуса. В этом случае также
выполняется условие (7) равенства нулю нормы тензора сдвиговых деформаций.

Существуют различные 2D-модели вихря, которые согласуются с зависимостью (12): мо-
дель Рэнкина, Лэмба –Осина [Holzäpfel et al., 2012], Проктора [Ahmad, Proctor, 2014], Берн-
хема –Халлока [Burnham, Hallock, 2013; Proctor, 1998] и др. Модели Лэмба –Осина, Проктора,
Бернхема –Халлока используются, в частности, при анализе концевых вихрей самолета [Ahmad,
Proctor, 2014]. Линейное радиальное распределение окружной скорости используется в одной из
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моделей торнадо [Loper, 2020]. Согласно модели Рэнкина тангенциальная скорость vθ(r) в поляр-
ной системе координат задается соотношениями

vθ(r) =
Γ0

2πrc

r
rc

при r � rc,

vθ(r) =
Γ0

2πr
при r > rc,

(15)

где r — расстояние от центра вихря, rc — радиус ядра вихря, Γ0 — значение циркуляции вихря.
Путем подстановки (15) в (3)–(6) можно получить следующие выражения для вихря

Рэнкина:

‖Ω‖ = √2|Ω23|Rankine =
1√
2

Γ0

πr2
c
, ‖S‖ = 0.

В модели Бернхема –Халлока зависимость тангенциальной скорости от радиуса вихря
определяется выражением

vθ(r) =
Γ0

2πr
r2

r2 + r2
c
.

Так же как и для вихря Рэнкина, модель Бернхема –Халлока имеет близкую к линейной
зависимость vθ(r) в окрестности центра вихря. Аналогичное утверждение справедливо и для
других упомянутых выше 2D-моделей. Следовательно, можно принять, что в окрестности центра
осесимметричного 2D-вихря выполняется соотношение

‖Ω‖ → ‖Ω‖max, ‖S‖ → 0 при r → 0, (16)

где r = 0 соответствует центру вихря. С учетом (2) и (16) можно также записать условие для
нахождения координат xc центра 2D-вихря с использованием Q-распределения [Степанов, Кусю-
мов, 2024]:

если x→ xc, то Q→ Qmax, ‖S‖ → 0. (17)

Из (15) следует, что в идеализированной модели вихря Рэнкина скорость vθ(r) изменяется
по линейному закону в пределах всего ядра вихря, а затем происходит скачкообразный переход
к нелинейной части зависимости vθ(r). Для остальных известных аналитических моделей вих-
ря зависимость vθ(r) имеет нелинейный характер, а близкое к линейному распределение vθ(r)
имеет место только в окрестности центра вихря. Такой характер распределения vθ(r) позволя-
ет не только определить положение центра вихря, но и выделить ядро вихря в соответствии
с условием (1).

Следует отметить, что рассмотренное выше векторное поле (10) имеет осесимметричный
характер, вследствие чего в окрестности центра вихря отсутствуют сдвиговые деформации. В ка-
честве обобщения рассмотрим в окрестности центра вихря (при r → 0) неосесимметричную
модель векторного поля [Kida, 1981] (в безразмерной форме):

v(y, z) = αy − γz,
w(y, z) = −αz + γy,

(18)

где α, γ — константы. При α � 0, γ � 0 и |γ| > |α| линии тока для векторного поля (18) близ-
ки к эллиптическим формам. На рис. 1 показаны поле скоростей и линии тока, построенные
в Tecplot для α = 0,3 и γ = 1.

Подстановка v(y, z) и w(y, z) из (18) в (3)–(6) дает выражения

‖Ω‖2 = 2γ2,

‖S‖2 = 2α2.
(19)
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Рис. 1. Линии тока для неосесимметричной модели векторного поля

Из (19) следует, что величины γ и α определяют соответственно завихренность и сдвиговую де-
формацию векторного поля в окрестности рассматриваемого центра вихря, и при условии |γ| > |α|
имеет место соотношение

Q =
(
γ2 − α2

)
> 0. (20)

Поскольку линии тока имеют эллиптическую форму, можно ввести понятие эксцентриси-
тета линий тока:

ε =

√

1 − r2
min

r2
max
,

где rmin и rmax — соответственно малая и большая полуоси эллипса. Можно показать, что для
рассматриваемого векторного поля эксцентриситет определяется выражением

ε =

√
2α
α + γ

. (21)

Из (21) следует, что если γ > 3,16α, то ‖Ω‖2 > 10‖S‖2 и эксцентриситет ε < 0,69. Отсюда
можно принять

‖Ω‖2 � ‖S‖2 при ε < 0,5. (22)

Таким образом для неосесимметричных векторных полей с умеренным эксцентриситетом
квадрат нормы тензора завихренности более чем на порядок превышает квадрат нормы тензора
сдвиговых деформаций.

Следует отметить, что условие (22) согласуется с работой [Moore, Saffman, 1971], в которой
проводился анализ структуры двумерного эллиптического вихря в завихренном и напряженном
поле. В [Moore, Saffman, 1971] показано, что эллиптический вихрь является устойчивым при
условии αγ < 0,15 (что соответствует ε < 0,51).
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Используя (20), (21), можно выразить величину Q через эксцентриситет линии тока:

Q = γ2 1 − ε2

(
1 − ε22

)2 . (23)

Из (23) при условии (22) следует

Q > 0,98γ2.

Можно также рассмотреть влияние эксцентриситета линий тока на значение критерия
Q1-распределения [Степанов, Кусюмов, Баракос, 2022]:

Q1 =
1√
2

(‖Ω‖ − ‖S‖).

Для рассматриваемого векторного поля

Q1 = γ − α = γ1 − ε2

1 − ε22
и при условии ε < 0,5 имеем оценку

Q1 > 0,857γ.

Таким образом, при ε < 0,5 значение Q отличается от квадрата нормы тензора завихренности не
более чем на 2 %. При анализе векторных полей с использованием Q1-критерия условие 0,857γ <
< Q1 < γ указывает на эллиптическую форму линий тока в окрестности центра вихря.

В целом для векторных 2D-полей с эллиптическими функциями тока и при значении экс-
центриситета ε < 0,5 условие (17) для определения центра вихря можно заменить следующим
условием:

если x→ xc, то Q→ Qmax, ‖Ω‖2 � ‖S‖2. (24)

В данной работе при идентификации центра вихря в сечениях концевого вихря используются
условия (17) и (24).

4. Определение ядра концевого вихря и его оси с использованием
Q-распределения

Условия (17), (24) позволяют найти положение центра вихря в различных 2D-сечениях
концевого вихря. Для того чтобы выделить 2D-сечение вихря, необходимо дать общее опреде-
ление ядра концевого вихря для 3D-течений. В данной работе определения понятий ядра вихря
и оси вихря даются с использованием Q-распределения.

Вихревой областью будем называть область, в которой ‖Ω‖ � 0. Ядром W0 вихревой обла-
сти будем называть часть вихревой области, в каждой точке x = (x, y, z) ∈ W0 которой выполня-
ется условие Q � 0, т. е.

W0(x) = {x | Q(x) � 0}.
Обозначим через B0(x) внешнюю границу (изоповерхность) ядра вихревой области W:

B0(x) = {x | Q(x) = 0}. (25)
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Условие (25) редко используют на практике при визуализации поверхности ядра вихревой
области из-за возможного наличия большого количества артефактов (в виде замкнутых подоб-
ластей). Для устранения (уменьшения количества) подобного рода артефактов при определении
ядра вихревой области используют отсечку:

WA(x) = {x | Q(x) � A},
где A = const > 0 (A ≈ 0). Изоповерхность (возможно, неодносвязная)

BA(x) = {x | Q(x) = A}
соответствует внешней границе ядра вихревой области WA. (Согласно определению область на-
зывается односвязной, если любую замкнутую кривую в этой области можно непрерывно транс-
формировать в точку [Arfken, Weber, Harris, 2013].)

При некоторых значениях константы A ядро вихревой области WA может состоять из изо-
лированных (непересекающихся) областей WC , т. е. WA =

⋃
WC . Каждую изолированную одно-

связную область WC будем называть ядром вихревой структуры.
В семействе непересекающихся областей WA =

⋃
WC рассмотрим некоторое ядро вихревой

структуры WC . Обозначим через WC(xi) область WC , содержащую произвольную точку xi. По-
строим плоскость F(xi), пересекающую WC(xi) так, что xi ∈ F(xi). Область сечения внутри WC(xi)
обозначим через FC(xi): FC(xi) = WC(xi) ∩ F(xi). Очевидно, что граница BC(xi) = BC ∩ F(xi) се-
чения FC(xi) для рассматриваемого WC(xi) топологически эквивалентна окружности (является
односвязной замкнутой кривой). В сечении FC(xi) выделим точку xc ∈ FC(xi), в которой дости-
гается максимальное значение Q-распределения:

Q(xc) = max{Q(x j) | ∀x j ∈ FC(xi)}. (26)

Будем говорить, что односвязная кривая BC(xi) ограничивает ядро 2D-вихря в сече-
нии FC(xi), если на (26) накладывается дополнительное условие, в соответствии с которым зна-
чение нормы тензора сдвиговых деформаций в точке xc стремится к нулю:

Q(xc) = max{Q(x j) | ∀x j ∈ FC(xi), ‖S(x j)‖ → 0}. (27)

Условие (27) записано для 2D-вихря, в котором поле окружной скорости имеет осесим-
метричный характер и ядро вихря имеет форму окружности. В реальных условиях сечение ядра
вихревой структуры может иметь иную форму (например, близкую к эллипсу). Кроме того, дан-
ные, подлежащие обработке, могут содержать погрешности различного характера, искажающие
форму сечения ядра вихревой структуры. Поэтому с учетом (24) условие (27) может быть заме-
нено выражением

Q(xc) = max
{
Q(x j) | ∀x j ∈ FC(xi), ‖Ω(x j)‖2 � ‖S(x j)‖2

}
. (28)

Используя семейство точек xc в различных сечениях FC(xi), можно построить некоторую
гладкую непрерывную кривую LC так, что xc ∈ LC ⊂ WC . Кривую LC будем называть осью вихря.
Ядро вихревой структуры WC будем называть ядром вихря, если WC содержит ось вихря LC.

Отметим, что формулировки данной работы, относящиеся к определению ядра и оси вих-
ря, основаны на применении Q-распределения. Использование других методов идентификации
вихря может приводить к иной геометрии семейства вихревых структур, включая геометрию
изоповерхностей и координат оси вихря. Качество построения расчетной сетки при проведе-
нии численного моделирования также может существенно влиять на точность идентификации
параметров ядра вихря (см., в частности, [Степанов, Кусюмов, Баракос, 2022]).
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Формулировку вихря работы [Wu, Xiong, Yang, 2005] можно дать с использованием поня-
тия ядра вихря. Опираясь на определение (28) для течений, в 2D-сечениях которых форма линий
тока близка к эллипсу с ограниченным эксцентриситетом полуосей, в упрощенной форме по-
нятие ядра вихря можно сформулировать следующим образом: ядро вихря должно содержать
ось вихря, в каждой точке которой достигается локальный максимум Q-распределения при
условии ‖Ω‖2 � ‖S‖2.

5. Визуализация результатов численного моделирования концевого
вихря крыла

Вихревая область течения около крыла конечного размаха является примером, для которо-
го применение Q-критерия к результатам численного моделирования позволяет выделить ядро
вихревой области. При этом только часть ядра вихревой области содержит концевой вихрь —
ядро вихревой структуры, содержащей ось вихря.

Численное моделирование обтекания крыла проводилось на основе решения уравнений
Навье –Стокса, осредненных по Рейнольдсу (RANS), для прямоугольного крыла с относитель-
ным удлинением 7,8. Крыло имело постоянный по размаху модифицированный аэродинамиче-
ский профиль Göttingen-387 [Степанов и др., 2019].

Вычислительная область была поделена на 58 блоков. Расчетная сетка содержала 4,5 млн
ячеек (количество ячеек определялось по результатам исследования сеточной независимости ре-
шения). Численное моделирование обтекания крыла проводилось для угла атаки 6◦. Полученные
интегральные характеристики крыла сравнивались с экспериментальными данными, представ-
ленными в [Степанов и др., 2019], и различие между значениями коэффициента подъемной силы
составило около 2 %. Пристеночные ячейки в пограничном слое имели размер 10−5 от хорды
крыла, а фактор роста ячеек не превышал значения 1,2. Замыкание уравнений Навье –Стокса
осуществлялось с использованием модели турбулентности k-ω [Menter, 1994]. В силу симмет-
рии течения при отсутствии угла скольжения расчетная область строилась для половины крыла.
Некоторые результаты визуализации концевых вихрей крыла по результатам численного моде-
лирования представлены также в [Степанов, Кусюмов, Баракос, 2022].

Рис. 2. Визуализация изоповерхности ядра вихревой области WA при Q = 0,001

На рис. 2 показана изоповерхность BA ядра вихревой области WA для угла атаки 6◦. Поток
на рис. 2 движется справа налево. Визуализация изоповерхности BA получена с использованием
условия Q = 0,001. Внутри области, ограниченной изоповерхностью BA, обеспечивается выпол-
нение условия Q � 0,001.

Ядро вихревой области WA на рис. 2 состоит из двух областей: направленной по потоку
конической области ЯКВ (ядро концевого вихря) около концевой части крыла и ВП (вихревой
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пелены), расположенной за задней кромкой крыла. Анализ показывает, что область ВП является
вихревой структурой, характеризующейся высокими значениями тензора сдвиговых напряжений
и отсутствием оси вихря.

В конической области WA можно выделить ось вихря — кривую LC , в каждой точке xc
которой выполняется условие (28). Отметим, что при численном моделировании ось вихря мо-
жет быть построена лишь по конечному набору точек, в соответствии с распределением ячеек
расчетной сетки. На рис. 2 ось вихря показана непрерывной гладкой линией с использованием
интерполяции данных.

На рис. 3 показано распределение значений Q, нормированных к величинам Qmax, в сече-
ниях FC с координатами x = 1,07 и x = 2,14. Здесь x = x

b — расстояние от задней кромки до
рассматриваемого сечения, нормированное к хорде профиля b. Закрашенная различными цвета-
ми область определяет границу сечения ЯКВ. Как следует из рисунка, сечение ядра вихря не
имеет форму окружности, поэтому при определении положения центра вихря использовалось
условие (28). Радиус ядра вихря в обоих случаях составляет около 10 % хорды крыла (rc ≈ 0,1b).
Положение центра ядра вихря локализуется точкой, в которой достигается Qmax (показаны бе-
лыми кружками на рис. 3).

Рис. 3. Положение центров ядра концевого вихря крыла по Q-распределению для различных сечений:
(а) x = 1,07; (б) x = 2,14

При определении центра вихря в качестве дополнительного метода можно использовать
WA-метод, согласно которому центр вихря определяется по центру спирали линий тока. Как
показано на рис. 3, а и 3, б, линии тока имеют схожую расходящуюся спиралевидную структуру,
где центр спирали располагается близко к центру ядра вихря, определенному по Q-распреде-
лению.

6. Идентификация ядер пары вихрей

В § 5 поле скоростей в сечениях ядра концевого вихря получено при достаточно высо-
кой дискретизации (несколько сотен ячеек), для построения оси вихря использовалось усло-
вие (28). При недостаточно высоком разрешении поля скоростей в сечениях ядра вихря в точках,
где значение Q достигает Qmax, вместо условия ‖Ω‖2 � ‖S‖2 может иметь место соотноше-
ние ‖Ω‖2 > ‖S‖2. Покажем, что использование менее жесткого условия ‖Ω‖2 > ‖S‖2 для полей
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скоростей с низким разрешением также позволяет определять положение центра вихря (с точно-
стью, соответствующей разрешению поля скоростей).

В качестве примера рассмотрим модельную задачу, где вихревая структура определяет-
ся сечением парного вихря: концевого вихря крыла и вихря, генерируемого концевой частью
закрылка. При большом угле отклонения закрылка вихрь, возникающий у концевой части за-
крылка, имеет циркуляцию, сравнимую с циркуляцией концевого вихря.

Математическую модель рассматриваемого 2D-течения можно представить парой вихрей,
каждый из которых имеет одинаковое направление вращения и окружную скорость, опреде-
ляемую моделью Бернхема –Халлока. Характеристики вихрей полагаем идентичными характе-
ристикам концевого вихря (рассмотренного выше в § 5) в сечении на удалении x = 2,14 от
задней кромки крыла. Размер радиуса ядра каждого из вихрей — 0,07b, расстояние между вих-
рями — 1,4b. Значение циркуляции каждого вихря составляет Γ0 = 2,42 м2/c.

На рис. 4 и 5 показаны Q-распределение
(
нормированные значения Qn =

Q
Qmax

)
и линии

тока, построенные в программе Tecplot на сетках с разным разрешением (в координатах, норми-
рованных к хорде b). Для рис. 4 размер ячеек близок к 0,002b × 0,001b (сетка не показана ввиду
высокой плотности ячеек). На рис. 5 размер ячеек расчетной сетки близок к 0,11b × 0,05b.

Рис. 4. Q-распределение для сетки с высоким разрешением

Из рис. 4 и 5 следует, что вследствие взаимного влияния вихрей поле течения деформиро-
вано (в сравнении с изолированным вихрем), но линии тока в окрестности ядер вихрей имеют
форму, близкую к окружности.

На сетке с высоким разрешением (рис. 4) Q-распределение в окрестности ядер вихрей
близко к осесимметричному. Максимальное значение Q достигается в центре вихря, где ‖Ω‖2 =
= 105‖S‖2, т. е. ‖Ω‖2 � ‖S‖2 в соответствии с условием (28). На сетке с низким разрешением
(рис. 5) размеры ячеек близки к размерам ядра вихря, и в центре вихря имеет место ‖Ω‖2 =
= 7,57‖S‖2, т. е. вместо ‖Ω‖2 � ‖S‖2 в (28) выполняется условие ‖Ω‖2 > ‖S‖2.

Таким образом, положения ядер и центров вихрей идентифицируются с применением
Q-распределения для обеих сеток. В тех случаях, когда векторное поле скоростей имеет невы-
сокое разрешение, условие ‖Ω‖2 � ‖S‖2 в (28), определяющее положение центра ядра вихря,
может быть заменено менее жестким требованием: ‖Ω‖2 > ‖S‖2.
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Рис. 5. Q-распределение для сетки с низким разрешением

7. Заключение

Рассмотрена задача идентификации ядра вихревой структуры с использованием Q-распре-
деления, характеризуемая условием превышения нормы тензора завихренности ‖Ω‖ над нормой
тензора сдвиговых деформаций ‖S‖. В соответствии с формулировками, приводимыми в лите-
ратуре, вихрь рассматривается как вихревая структура, содержащая не только ядро, но и ось
вихря. На основе аналитических осесимметричных моделей изолированного вихря (в неограни-
ченном пространстве), применяемых в аэродинамике летательных аппаратов и описании некото-
рого класса вихревых течений типа «торнадо», дается определение центра вихря (в двумерном
случае) и оси вихря (в пространственной постановке). При этом в каждой точке оси вихря ‖Ω‖
стремится к максимальным значениям, а значение ‖S‖ стремится к нулю. Рассматривается также
ядро вихря в 2D-сечении, где в окрестности центра вихря линии тока имеют форму эллипса
с ограниченным эксцентриситетом. Показано, что в этом случае в центре вихря значение ‖S‖ от-
лично от нуля, но много меньше ‖Ω‖, т. е. ‖Ω‖2 � ‖S‖2. Для вихревых течений с эллиптической
формой линий тока понятие ядра вихря в упрощенной формулировке можно дать следующим
образом: ядро вихря должно содержать ось вихря, в каждой точке которой достигается ло-
кальный максимум Q-распределения при условии ‖Ω‖2 � ‖S‖2.

В качестве элементов конструкции летательного аппарата, генерирующих вихревые струк-
туры, могут рассматриваться концевые части крыла или лопастей несущего винта вертолета,
выпущенные закрылки крыла и др. Для иллюстрации анализируется вихревая область течения
около крыла конечного размаха на основе результатов численного моделирования. Показывается,
что вихревая структура, генерируемая концевой частью крыла, состоит из концевого вихря и об-
ласти вихревой пелены, характеризуемой высокими значениями тензора сдвиговых напряжений
и отсутствием оси вихря. Рассматривается также модельный пример, иллюстрирующий приме-
нение Q-распределения для идентификации ядер вихрей в сечении пары вихрей при высоком
и низком разрешении (дискретизации) поля скоростей. Демонстрируется, что в случаях, когда
размер ячеек дискретного поля скоростей сопоставим с размерами ядра вихря, для нахождения
центра ядра вихря в сечении можно использовать менее жесткое условие: ‖Ω‖ > ‖S‖.
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