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В последнее время для описания различных математических моделей физических про-
цессов широко используется дробно-дифференциальное исчисление. В связи с этим большое
внимание уделяется уравнениям в частных производных дробного порядка, которые являются
обобщением уравнений в частных производных целого порядка.

Нагруженными дифференциальными уравнениями в литературе называют уравнения, со-
держащие значения решения или его производных на многообразиях меньшей размерности,
чем размерность области определения искомой функции. В настоящее время широко использу-
ются численные методы для решения нагруженных уравнений в частных производных целого
и дробного порядка, поскольку аналитические методы решения сложны в реализации. Доста-
точно эффективным методом численного решения такого рода задач является метод конечных
разностей, или метод сеток.

Исследована начально-краевая задача в прямоугольнике D = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � T }
для нагруженного дифференциального уравнения теплопроводности с композицией дробной
производной Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова и с граничными условиями первого
и третьего рода. С помощью метода энергетических неравенств получена априорная оценка
в дифференциальной и в разностной форме. Полученные неравенства означают единственность
решения и непрерывную зависимость решения от входных данных задачи. Получен разност-
ный аналог для композиции дробной производной Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова
порядка (2 − β) и построена разностная схема, аппроксимирующая исходную задачу с поряд-
ком O

(
τ + h2−β). Доказана сходимость решения разностной схемы к решению исходной диффе-

ренциальной задачи со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы.

Ключевые слова: краевая задача, априорная оценка, метод энергетических неравенств, ап-
проксимация, дробная производная Капуто – Герасимова, дробная производная Римана –Лиу-
вилля
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Recently, to describe various mathematical models of physical processes, fractional differential
calculus has been widely used. In this regard, much attention is paid to partial differential equations
of fractional order, which are a generalization of partial differential equations of integer order. In this
case, various settings are possible.

Loaded differential equations in the literature are called equations containing values of a solution
or its derivatives on manifolds of lower dimension than the dimension of the definitional domain of
the desired function. Currently, numerical methods for solving loaded partial differential equations
of integer and fractional orders are widely used, since analytical solving methods for solving are
impossible. A fairly effective method for solving this kind of problem is the finite difference method,
or the grid method.

We studied the initial-boundary value problem in the rectangle D = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � T }
for the loaded differential heat equation with composition fractional derivative of Riemann – Liouville
and Caputo –Gerasimov and with boundary conditions of the first and third kind. We have gotten an
a priori assessment in differential and difference interpretations. The obtained inequalities mean the
uniqueness of the solution and the continuous dependence of the solution on the input data of the
problem. A difference analogue of the composition fractional derivative of Riemann – Liouville and
Caputo –Gerasimov order (2− β) is obtained and a difference scheme is constructed that approximates
the original problem with the order O

(
τ + h2−β). The convergence of the approximate solution to the

exact one is proven at a rate equal to the order of approximation of the difference scheme.

Keywords: boundary value problem, a priori estimate, method of energy inequalities, Caputo –
Gerasimov fractional derivative, Riemann – Liouville fractional derivative
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1. Введение

Благодаря большому количеству исследований последних нескольких десятилетий мы мо-
жем утверждать, что раздел дробного интегро-дифференциального исчисления имеет много-
численное применение во многих естественно-научных областях [Oldham, Spanier, 1974; Miller,
Ross, 1993; Podlubny, 1999]. Интегралы и производные дробного порядка нашли свое применение
при исследовании различных процессов в биологических, физических, биофизических и эконо-
мических системах [Magin, 2006; Metzler, Klafter, 2000]. Диапазон применения математических
операций расширяется благодаря включению в него дробного интегро-дифференциального ис-
числения.

В свою очередь, краевые задачи для дифференциальных уравнений с производными дроб-
ного порядка часто используют для описания математических моделей различных нелокальных
процессов, протекающих во фрактальных структурах с эффектами памяти и пространственными
корреляциями [Нахушев, 1995; Нахушев, 2000; Mainardi, 1996].

Важным разделом теории дифференциальных уравнений являются нагруженные диффе-
ренциальные уравнения. Дифференциальное уравнение называется нагруженным, если оно со-
держит некоторые операции от следа искомого решения на многообразиях меньшей размерности,
чем размерность области определения искомой функции [Нахушев, 2012]. Эти уравнения опи-
сывают процесс физической природы, в котором состояние в том или ином моменте или в точке
отражается в целом на всем процессе. Весомый вклад в изучение и развитие этого класса задач
внес А.М.Нахушев, об этом свидетельствует большое количество его работ [Нахушев, 1995; На-
хушев, 2000; Нахушев, 2012], в которых изложены решения различных нагруженных дифферен-
циальных и интегральных уравнений, описывающих процессы, возникающие в математической
биологии, в теории эпидемии и в теории гидрогазодинамики.

Процесс теплопроводности в средах с нестандартной структурой, таких как полимеры,
сыпучие и пористые материалы, композиционные материалы, а также в средах с фрактальной
и хаотической структурой описывается с помощью различных модификаций дифференциального
уравнения теплопроводности с производными дробного порядка [Podlubny, 1999; Самко, Килбас,
Маричев, 1987].

Вопрос исследования и разработки методов решения такого рода задач является актуаль-
ным, поскольку означает качественно новый уровень в моделировании вышеуказанных про-
цессов. В настоящее время существуют как аналитические, так и численные методы решения
дифференциальных уравнений дробного порядка. Поиск решения с помощью аналитических
методов является сложным и трудоемким процессом, поэтому целесообразно использовать чис-
ленные методы, которые дают решение с определенной погрешностью.

Аналитическим методам решения краевых задач для уравнения теплопроводности посвя-
щены работы [Beybalaev, Aliverdiev, 2023; Beybalaev, Aliverdiev, Hristov, 2023], в которых получе-
ны операционным методом аналитические решения краевых задач для уравнения теплопровод-
ности с дробной производной и граничными условиями второго и третьего рода и доказана един-
ственность решения. Решение задач было найдено путем применения преобразования Фурье по
пространственной переменной и преобразования Лапласа по времени. В работе [Kukla, Siedlecka,
Ciesielski, 2022] исследовано дифференциальное уравнение теплопроводности с дробной про-
изводной Капуто – Герасимова для многослойного сферического тела. Аналитическое решение
задачи получено в виде двойного ряда сферических функций Бесселя и функций Лежандра.

Представим работы, в которых проведены численные исследования дифференциальных
уравнений с дробными производными. В статье [Бейбалаев, Ибавов, Омарова, 2021] исследо-
вана первая краевая задача для нелинейного уравнения теплопроводности с дробной производ-
ной Капуто – Герасимова, построена неявная разностная схема, устойчивость которой доказана
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с использованием метода гармоник. Также в работе [Омарова, 2022] для первой краевой за-
дачи дробного порядка сконструирована разностная схема, устойчивость которой доказана при
помощи принципа максимума. В исследовании [Бештоков, Бештокова, Худалов, 2020] рассмат-
ривается нелокальная краевая задача для нагруженного уравнения теплопроводности с дробной
производной Капуто – Герасимова с нестандартными краевыми условиями, когда на границе по-
мещается сосредоточенная теплоемкость, а в [Бештоков, Худалов, 2020] исследуется уже третья
начально-краевая задача для такого же уравнения. С помощью метода энергетических неравенств
получена априорная оценка, из которой следуют единственность и существование решения. По-
строены разностные схемы для исследуемых задач со вторым порядком аппроксимации. Пред-
ставлена априорная оценка в разностной форме, из которой следует сходимость предложенного
численного метода со скоростью, равной порядку аппроксимации. Численное решение краевой
задачи для уравнения теплопроводности с оператором дробной производной Капуто – Гераси-
мова комбинированного типа, который ранее не рассматривался, изложено в [Омарова, 2024],
где также получены априорные оценки в дифференциальной и разностной форме с помощью
метода энергетических неравенств. Метод предиктора – корректора на основе формулы L1 для
дробных дифференциальных уравнений, включающих обобщенную производную типа Капуто –
Герасимова, представлен в [Sivalingam et al., 2024]. Доказывается погрешность и устойчивость
предлагаемого метода. В работе [Liu et al., 2023] для решения задач теплопроводности, ано-
мальной диффузии и вязкоупругого течения с дробной производной Капуто – Герасимова пред-
ложен приближенный метод. Для аппроксимации производных дробного порядка используются
L1- и L2-формулы. Построена разностная схема с первым порядком по времени и со вторым
по пространственной переменной, показано, что численный метод, безусловно, устойчив и схо-
дится с порядком, равным порядку аппроксимации. В исследовании [Brociek, Hetmaniok, Slota,
2024] представлено численное решение уравнения теплопроводности с дробной производной Ри-
мана –Лиувилля по пространственной переменной со смешанными граничными условиями, т. е.
первого и второго рода. Построена неявная конечно-разностная схема первого порядка аппрокси-
мации. Проведены вычислительные эксперименты, подтверждающие сходимость предложенного
численного метода.

Уравнение, рассматриваемое в данной работе, содержит композицию операторов произ-
водной дробного порядка. Использование понятия эффективной скорости изменения ряда пара-
метров моделируемых систем приводит к дифференциальным уравнениям, содержащим компо-
зицию операторов дробного дифференцирования [Рехвиашвили, 2004; Рехвиашвили, 2007]. При
переходе к дробным операторам необходимо обезразмерить уравнение, чтобы сохранить раз-
мерность искомых физических величин. При этом вводится некоторая постоянная, называемая
часто характерной константой задачи. Это характерные величины «время», «длина», «темпера-
тура» и т. д. Часто характерная константа выбирается исходя из не совсем понятных соображе-
ний. Между тем выбор этой константы задачи также значительно влияет на решение уравнений
дробного порядка. По этой причине вместо обычной дробной производной Капуто – Герасимо-
ва можно рассмотреть дробную производную Капуто – Герасимова с нормирующим множителем
вида

∂
β
0ξu(ξ, τ) =

1

x β0

1
Γ(1 − β)

ξ∫

0

uz(z, τ)

(ξ − z) β
dz.

Тогда композиция дробных производных Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова запишется
в виде

RLD β0x

(
∂
β
0xu(x, τ)

)
= RLD β0ξ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

x β0
∂
β
0ξu(ξ, τ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
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В результате в уравнении дробную производную по координате можно рассмотреть как
композицию дробной производной Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова. Исследованию та-
кого рода уравнений и определению их физического смысла посвящены работы [Энеева, 2023;
Atanackovic, Stankovic, 2007; Torres, 2014; Tokmagambetov, Torebek, 2016].

Данная работа посвящена исследованию нагруженного дифференциального уравнения
теплопроводности, в которое входит композиция операторов дробного дифференцирования Ри-
мана –Лиувилля и Капуто –Герасимова с граничными условиями первого и третьего рода. По-
строена разностная схема, аппроксимирующая исходную краевую задачу. На основе метода энер-
гетических неравенств получены априорные оценки в дифференциальной и в разностной форме.
Получен разностный аналог для композиции дробной производной Римана –Лиувилля и Ка-
путо –Герасимова порядка (2 − β) и построена разностная схема, аппроксимирующая исходную
задачу с порядком O

(
τ + h2−β). Доказаны устойчивость, а также сходимость решения разностной

схемы к решению исходной дифференциальной задачи со скоростью, равной порядку аппрокси-
мации разностной схемы.

2. Постановка задачи

В области D = {0 � x � L, 0 < t � T } исследуем начально-краевую задачу:

∂α0tu(x, t) = RLD β0x

(
∂
β
0xu(x, t)

)
+ r(x, t)

∂u(x, t)
∂x

− q(x, t)u(x0, t) + f (x, t), (1)

RLD β−1
(
∂
β
0xu(0, t)

)
= b1(t)u(0, t) − μ1(t), (2)

−RLD β−1
(
∂
β
0xu(l, t)

)
= b2(t)u(l, t) − μ2(t), (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 � x � l, (4)

где ∂α0tu(x, t), ∂β0xu(x, t) — частные дробные производные Капуто – Герасимова, RLD β0x

(
∂
β
0xu(x, t)

)
—

композиция дробной производной Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова, 0<α< 1, 1
2 < β < 1,

|q(x, t)|, |r(x, t)|, |q(x, t)|, |b1(t)|, |b2(t)| � c, (5)

c = const > 0 — константа, зависящая от входных данных.

3. Априорная оценка в дифференциальной форме

Теорема 1. Пусть выполняются условия r(x, t), q(x, t), f (x, t) ∈ C(D), u(x, t) ∈ C2,0(D) ∩
∩C1,0(D), ∂α0tu(x, t) ∈ C(D), RLD β0x

(
∂
β
0xu(x, t)

)
∈ C(D) и выполнены условия (5), тогда для решения

задачи (1)–(4) справедлива априорная оценка:

‖u‖20 + 2RLD−α0t ‖ux‖20 � M
(
RLD−α0t

(
‖ f ‖20 + μ2

1(t) + μ2
2(t)

)
+ ‖u0(x)‖20

)
, (6)

где M = const, которая зависит от входных данных задачи.

Лемма 1 (см. [Алиханов, 2010]). Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функ-
ции u(t) справедливо неравенство

u(t)∂α0xu(t) �
1
2
∂α0xu2(t), 0 < α < 1.

Доказательство. Пусть Mi = const, i = 1, 2, . . . , которые зависят от входных данных.
Умножая уравнение (1) скалярно на u(x, t), получим

(
∂α0tu, u

)
=

(
RLD β0x

(
∂
β
0xu

)
, u

)
+ (rux, u) − (qu0(x, t), u) + ( f , u), (7)

где (g, h) =
l∫

0

gh dx, ‖g‖20 = (g, g), для заданных на отрезке [0, 1] функций.
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Преобразуем каждое из слагаемых равенства (7), используя неравенство Коши – Буняков-
ского с ε и лемму 1:

(
∂α0tu, u

)
=

1
Γ(1 − α)

l∫

0

u(x, t) dx

t∫

0

uτ(x, τ)(t − τ)−α dτ �
1
2

(
1, ∂ α0tu

2
)
=

1
2
∂α0t‖u‖20. (8)

Имеем [Энеева, 2019]

l∫

0

uxD β−1
0x

(
∂
β
0xu

)
dx =

l∫

0

uxI1−β
0x

(
∂
β
0xu

)
dx = −

l∫

0

[
∂
β
0xu(x, t)

]2
dx.

Воспользовавшись этим равенством, получим

(
RLD β0x

(
∂
β
0xu

)
, u

)
=

l∫

0

uRLD β0x

(
∂
β
0xu

)
dx = u(x, t)RLD β−1

0x

(
∂
β
0xu(x, t)

)∣∣∣∣
l

0
−

l∫

0

ux
RLD β−1

0x

(
∂
β
0xu

)
dx =

= u(l, t)RLD β−1
0x

(
∂
β
0xu(l, t)

)
− u(0, t)RLD β−1

0x

(
∂
β
0xu(0, t)

)
−

l∫

0

[
∂
β
0xu(x, t)

]2
dx =

= u(l, t)(μ2(t) − b2(t)u(l, t)) + u(0, t)(μ1(t) − b1(t)u(0, t)) −
l∫

0

[
∂
β
0xu(x, t)

]2
dx, (9)

(rux, u) =

l∫

0

ruxu dx �
c2

2

4ε

l∫

0

u2dx + ε

l∫

0

u2
x dx � ε‖ux‖20 + Mε2‖u‖20, (10)

−(qu(x0, t), u) = −
l∫

0

qu(x0, t)u dx = −u(x0, t)

l∫

0

qu dx � εu2 +
1
4ε

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

l∫

0

qu dx

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

� ε‖ux‖20 + Mε3‖u‖20,

(11)

( f , u) =

l∫

0

f u dx �
1
2
‖u‖20 +

1
2
‖ f ‖20. (12)

Подставляя (8), (9), (10), (11) и (12) в (7), получим

1
2
∂α0t‖u‖20 +

∥∥∥∥∂β0xu
∥∥∥∥

2

0
� (u(l, t)(μ2(t) − b2(t)u(l, t)) + u(0, t)(μ1(t) − b1(t)u(0, t)))+

+ ε‖ux‖20 + Mε1‖u‖20 + M2‖ f ‖20. (13)

Оценим первое слагаемое в правой части равенства (13):

u(l, t)(μ2(t) − b2(t)u(l, t)) + u(0, t)(μ1(t) − b1(t)u(0, t)) = −b2(t)u2(l, t) + μ2(t)u(l, t)−
− b1(t)u2(0, t) + μ1(t)u(0, t) � M3

(
u2(0, t) + u2(l, t)

)
+

1
2

(
μ2

1(t) + μ2
2(t)

)
�

� ε‖ux‖20 + Mε4‖u‖20 +
1
2

(
μ2

1(t) + μ2
2(t)

)
. (14)
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Учитывая (14), равенство (13) примет вид

1
2
∂α0t‖u‖20 +

∥∥∥∥∂β0xu
∥∥∥∥

2

0
� 2ε‖ux‖20 + Mε5‖u‖20 + M6

(
‖ f ‖20 + μ2

1(t) + μ2
2(t)

)
. (15)

Для нормы
∥∥∥∥∂β0xu

∥∥∥∥
2

0
имеет место оценка [Энеева, 2019]

∥∥∥∥∂β0xu
∥∥∥∥

2

0
� Cβ‖u‖20, (16)

где Cβ = 2β(2β − 1)Γ2(β). Подставляя (16) в (15), окончательно получим

1
2
∂α0t‖u‖20 + ‖ux‖20 � M7‖u‖20 + M8

(
‖ f ‖20 + μ2

1(t) + μ2
2(t)

)
. (17)

Применим к обеим частям неравенства (17) оператор дробного интегрирования RLD−α0t . Тогда на
основании леммы 2 из [Алиханов, 2010] получим оценку

‖u‖20 + 2RLD−α0t ‖ux‖20 � M
(
RLD−α0t

(
‖ f ‖20 + μ2

1(t) + μ2
2(t)

)
+ ‖u0(x)‖20

)
, (18)

где M = const, которая зависит от входных данных задачи (1)–(4).
Из оценки (18) следуют единственность и устойчивость решения задачи (1)–(4) по правой

части и начальным данным.

4. Разностная аппроксимация композиции дробной производной
Римана –Лиувилля и Капуто –Герасимова

Рассмотрим на отрезке [0, L] производную дробного порядка в смысле Римана –Лиувилля
от функции u(x, t) [Самко, Килбас, Маричев, 1987]:

RLD β0xu(x, t) =
1

Γ(1 − β)
d

dx

x∫

0

u(s, t)
(x − s) β

ds, где 0 < β < 1.

Для определения разностной аппроксимации композиции дробной производной Римана –
Лиувилля и Капуто – Герасимова RLD β0x

[
∂
β
0xu(x, t)

]
введем на отрезке [0, L] сетку ω = {xm = mh,

m = 0, 1, 2, . . . , M, Mh = L, tn = nτ, n = 0, 1, 2, . . . , N, Nτ = T }. Через u(xm, tn) = u n
m обозначим

сеточное значение функции в точке (xm, tn), а через x = xm+1/2 = xm + 0,5h.
В работе [Owolabi, Atangana, 2019] получена разностная аппроксимации дробной произ-

водной Римана –Лиувилля со вторым порядком аппроксимации:

RLD β0xu( x, tn) = bmu n
0 +

m∑

j=0

aju
n
m+1− j + O

(
h2

)
, (19)

где коэффициенты имеют вид

b0 = 3p0 − p1 + 2q1 − 2q0, bm = pm − pm−1 + (m − 1)qm−1 − (m + 1)qm, 1 � m � M − 1,

a0 = q0 − p0, a1 = 2p0 − p1 + 2q1 − q0,

am = (−pm−2 + 2pm−1 − pm) + (m − 2)qm−2 − (2m − 1)qm−1 + (m + 1)qm, m � 2,

pm =
h−β

(2 − β)Γ(1 − β)
[
(m + 1)2−β − m2−β], qm =

h−β

(1 − β)Γ(1 − β)
[
(m + 1)1−β − m1−β].
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В монографии [Бейбалаев, 2022] определен разностный аналог дробной производной Ка-
путо –Герасимова порядка (0 < β < 1) от функции u(x) ∈ Cn([0, L]), которая при каждом x = xm
имеет вид

∂
β
0xu(xm, tn) =

1
Γ(2 − β)h

m∑

k=0

(
x1−β

m−k+1 − x1−β
m−k

)
Δu(xk, tn) + O(h). (20)

Определим порядок аппроксимации для выражения ∂β0xu(0, tn) на частичном отрез-
ке [x0, x1]:

∂
β
0xu(x, t)

∣∣∣∣
x=0
=

1
Γ(1 − β)

x1∫

0

u′(z, tn)

(x1 − z) β
dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=0

=
1

Γ(1 − β)

x1∫

0

u n
1−u n

0
h + O(h)

(x1 − z) β
dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=0

=

=
u n

1 − u n
0

h
1

Γ(1 − β)

x1∫

0

dz

(x1 − z) β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=0

+
O(h)
Γ(1 − β)

x1∫

0

dz

(x1 − z) β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=0

=
u n

1 − u n
0

hΓ(2 − β)h1−β + O(h)h1−β.

Таким образом, имеем

∂
β
0xu(0, tn) =

u n
1 − u n

0

Γ(2 − β)h β + O
(
h2−β), (21)

тогда, используя аппроксимацию (19), (20) и (21), получим

RLD β0x

[
∂
β
0xu( x, tn)

]
= bm

(
∂
β
0xu(0, tn) + O

(
h2−β)) +

m∑

j=0

aj

(
∂
β
0xu(xm+1− j, tn) + O(h)

)
+ O

(
h2

)

или же

RLD β0x

[
∂
β
0xu( x, tn)

]
= bm

(
u n

1 − u n
0

Γ(2 − β)h β + O
(
h2−β)

)
+

+
1

Γ(2 − β)h
m∑

j=0

aj

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
m+1− j∑

k=0

(
x1−β

m− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

)
Δu(xk, tn) + O(h)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + O
(
h2

)
. (22)

Теорема 2. Пусть функция u(x, t) непрерывна на отрезке [0, L], тогда разностная ап-
проксимация (22) имеет порядок аппроксимации, равный 2 − β, где 1

2 < β < 1.

Доказательство. Пусть Ci = const, i = 1, 2, . . . , — константы, которые не зависят от h.
Разложим функции u(xk+1, tn) в ряд Тейлора по степеням h. Подставим выражение

u(xk+1, tn) = u(xk + h, tn) ≈ u(xk, tn) + hu′(xk, tn) +
u′′(ξk, tn)h2

2
в (22), получим

RLD β0x

[
∂
β
0xu( x, tn)

]
= bm

(
∂
β
0xu(0, tn) + O

(
h2−β))+

+
1

Γ(2 − β)h
m∑

j=0

aj

m+1− j∑

k=0

[(
x1−β

m− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

)
(u(xk+1, tn) − u(xk, tn)) + O(h)

]
+ O

(
h2

)
=

= bm

(
∂
β
0xu(0, tn) + O

(
h2−β))+

+
1

Γ(2 − β)h
m∑

j=0

aj

m+1− j∑

k=1

(
x1−β

m− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

) ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣hu′(xk, tn) +
u′′(ξk, tn)h2

2
+ O(h)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + O
(
h2

)
=

= bm∂
β
0xu(0, tn) +

m∑

j=0

aj ∂
α
0xu(xm+1− j, tn) + Rm,
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где ξk — некоторая точка, расположенная в интервале (xk, xk + h), и

Rm =
1

Γ(2 − β)h
m∑

j=0

aj

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
m+1− j∑

k=0

(
x1−β

m− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

) ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u′′(ξk, tn)h2

2
+ O(h)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+O
(
h2

)
+ bmO

(
h2−β). (23)

Оценим выражение (23). Так как |u′′(ξk, tn)| � C1, то

Rm �
C1h2

2Γ(2 − β)
m∑

j=0

aj

m+1− j∑

k=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
x1−β

m− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

)

h
+ O(h)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + bmO
(
h2−β) + O

(
h2

)
=

=
C1h2

2Γ(2 − β)
m∑

j=0

aj

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
m+1− j∑

k=1

(
x1−β

m− j−k+1

)′
+ O(h)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + bmO
(
h2−β) + O

(
h2

)
�

�
C3h2

2Γ(2 − β)
m∑

j=0

ajO(h) + bmO
(
h2−β) + O

(
h2

)
,

так как
∣∣∣∣
(
x1−β

m− j−k+1

)′∣∣∣∣ � C2. Подставляя вместо aj соответствующие значения, получим

Rm =
C3h2

2Γ(2 − β)
m∑

j=0

[(−pj−2 + 2pj−1 − pj) + ( j − 2)qj−2 − (2 j − 1)qj−1 + ( j + 1)qj]O(h)+

+ bmO
(
h2−β) + O

(
h2

)
� bmO

(
h2−β) + O

(
h2

)
.

Подставляя также вместо bm соответствующие значения, получим

Rm � [pm − pm−1 + (m − 1)qm−1 − (m + 1)qm]O
(
h2−β) + O

(
h2

)
. (24)

Преобразуем выражения для qm и pm:

qm =
h−β

(1 − β)Γ(1 − β)
h1−β

h1−β
[
(m + 1)1−β − m1−β] =

x1−β
m+1 − x1−β

m

(1 − β)Γ(1 − β)h ,

pm =
h−β

(2 − β)Γ(1 − β)
h2−β

h2−β
[
(m + 1)2−β − m2−β] =

x2−β
m+1 − x2−β

m

h2(2 − β)Γ(1 − β) .

Подставляя в (24), имеем

Rm �

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x2−β

m+1 − 2x2−β
m + x2−β

m−1

h2(2 − β)Γ(2 − β) − m
x1−β

m+1 − 2x1−β
m + x1−β

m−1

(1 − β)Γ(1 − β)h +
x1−β

m+1 − x1−β
m−1

(1 − β)Γ(1 − β)h

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ O
(
h2−β) + O

(
h2

)
=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(
x2−β

m

)′′
+ O

(
h2

)

(2 − β)Γ(1 − β) − m
h
((

x1−β
m

)′′
+ O

(
h2

))

(1 − β)Γ(1 − β) +
2
(
x1−β

m

)′′
+ O

(
h2

)

(1 − β)Γ(1 − β)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ O
(
h2−β) + O

(
h2

)
� O

(
h2−β).

Следовательно, Rm � O
(
h2−β). Таким образом, доказано, что выражение (22) имеет порядок

аппроксимации, равный O
(
h2−β), т. е.

RLD β0x

[
∂
β
0xu( x, tn)

]
= bm ∂

β
0xu(0, tn) +

m∑

j=0

aj ∂
α
0xu(xm+1− j, tn) + O

(
h2−β). (25)
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5. Разностная схема, аппроксимирующая начально-краевую задачу

В области D = {(x, t) : 0 � x � l, 0 � t � T } введем по переменным x и t равномерную
сетку с шагом h по x и τ по t:

ωhτ = ωh × ωτ = {(xm, tn) : xm ∈ ωh, tn ∈ ωτ},
ωh = {xm = mh : m = 0, 1, 2, . . . , M, Mh = L},
ωτ = {tn = nτ : n = 0, 1, 2, . . . , N, Nτ = T }.

Точное решение задачи (1)–(4) обозначим через u n
m = u(xm, tn), а приближенное решение

обозначим через y n
m = y(xm, tn). Тогда, используя аппроксимацию (25), дифференциальной зада-

че (1)–(4) поставим в соответствие разностную схему порядка O
(
h2−β + τ

)
:

Δα0ty = D βΔ β0xy + r+yx + r−yx − q
(
ym0

x−m0
+ ym0+1x+m0

)
+ ϕ, (26)

D β−1Δ
β
0xy0 = b1y n

0 − μ1, (27)

−D β−1Δ
β
0xyM = b2y n

M − μ2, (28)

y0
m = u0(xm), 0 � xm � l, (29)

где

Δα0ty =
1

Γ(2 − α)τ

n∑

k=0

(
t1−α
n−k+1 − t1−α

n−k

)
Δy(xm, tk),

Δ
β
0xy =

1
Γ(2 − β)h

m+1− j∑

k=0

(
x1−β

m− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

)
Δy(xk, tn),

D β
(
Δ
β
0xy

)
= bmΔ

β
0xy0 +

m∑

j=0

ajΔ
β
0xy, Δ β0xy0 =

y n
1 − y n

0

Γ(2 − β)h β , yx =
y n

m+1 − y n
m

h
, yx =

y n
m − y n

m−1

h
,

r( x, tn) = r, |r| = r+ − r−, r+ = 0,5(r + |r|) � 0, r− = 0,5(r − |r|) � 0,

y = y n
m, ϕ = f ( x, tn), bi = b(tn), μi = μ(tn), i = 1, 2, x−m0

=
xm0+1 − x0

h
, x+m0

=
x0 − xm0

h
.

Исследуем устойчивость разностной схемы (26)–(29) с помощью метода энергетических
неравенств [Самарский, Гулин, 1973]. Введем скалярное произведение и норму в виде

(u, v) =
N−1∑

i=1

uivih, (u, v] =
N∑

i=1

uivih, (u, u) =
N−1∑

i=1

u2
i h = ‖u‖20, (u, u] =

N∑

i=1

u2
i h = ‖u]|20.

Лемма 2 (см. [Alikhanov, 2015]). Для любой функции y(x, t), определенной на сетке ωhτ,
справедливо неравенство

yΔα0ty �
1
2
Δα0t

(
y2

)
.

Умножим выражение (10) скалярно на y:

(
Δα0ty, y

)
=

(
D β

(
Δ
β
0xy

)
, y

)
+

(
r+yx, y

)
+

(
r−yx, y

) −
(
q
(
ym0

x−m0
+ ym0+1x+m0

)
, y

)
+ (ϕ, y). (30)
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Преобразуем слагаемые равенства (30) с помощью леммы 2, неравенства Коши – Буняков-
ского и разностной формулы интегрирования по частям:

(
Δα0ty, y

)
�

1
2
Δα0t‖y‖20, (31)

(
D β

(
Δ
β
0xy

)
, y

)
= D β−1

(
Δ
β
0xyM

)
yM − D β−1

(
Δ
β
0xy0

)
y1 −

(
yx, D β−1

(
Δ
β
0xy

)]
, (32)

(ϕ, y) � ε‖y‖20 +
1
4ε
‖ϕ‖20. (33)

Для третьего слагаемого правой части выражения (32) имеем

(
yx, D β−1

(
Δ
β
0xy

)]
� ε‖yx]|20 +

1
4ε

∥∥∥∥D β−1
(
Δ
β
0xy

)]∣∣∣∣
2

0
. (34)

Покажем, что выполняется неравенство

∥∥∥∥D β−1
(
Δ
β
0xy

)]∣∣∣∣
2

0
=

N∑

i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝biΔ
β
0xy0 +

i∑

j=0

ajΔ
β
0xi+1− j

y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

h �

� 2
N∑

i=1

(
biΔ

β
0xy0

)2
h + 2

N∑

i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
i∑

j=0

ajΔ
β
0xi+1− j

y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

h �
2x1−β

i+1

Γ(2 − β)Δ
β
0x‖y]|20, (35)

так как

N∑

i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
i∑

j=0

ajΔ
β
0xi+1− j

y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

h =
N∑

i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
i∑

j=0

aj
1

Γ(2 − β)h
i+1− j∑

k=0

(
x1−β

i− j−k+2 − x1−β
i− j−k+1

) (
yk+1

i − yk
i

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

h �

�
1

[Γ(2 − β)]2h2

N∑

i=1

i∑

j=0

a2
j

i+1− j∑

k=0

(
x1−β

i− j−k+2 − x1−β
i− j−k+1

) i+1− j∑

k=0

(
x1−β

i− j−k+2 − x1−β
i− j−k+1

) (
yk+1

i − yk
i

)2
h =

=
1

[Γ(2 − β)]2h2

i∑

j=0

a2
j

i+1− j∑

k=0

(
x1−β

i− j−k+2 − x1−β
i− j−k+1

) i+1− j∑

k=0

(
x1−β

i− j−k+2 − x1−β
m− j−k+1

) N∑

i=1

(
yk+1

i − yk
i

)2
h �

�
x1−β

i+1

Γ(2 − β)Δ
β
0x‖y]|20,

в силу неравенства
i∑

j=0
aj � 1, доказанного в [Малиева, Бейбалаев, 2018].

Далее докажем, что
N∑

i=1

(
biΔ

β
0xy0

)2
h = 0.

Для этого сначала преобразуем bi следующим образом:

bi = pi − pi−1 + (i − 1)qi−1 − (i + 1)qi =
h1−β ((i − 1)3−β − 2i3−β + (i + 1)3−β)

(3 − β)(2 − β)Γ(2 − β) .
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После подстановки имеем

N∑

i=1

(
biΔ

β
0xy0

)2
h =

N∑

i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
h1−β ((i − 1)3−β − 2i3−β + (i + 1)3−β)

(3 − β)(2 − β)Γ(2 − β) Δ
β
0xy0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

h =

=

N∑

i=1

(
h1−β(i − 1)3−β − 2i3−β + (i + 1)3−βh2

(3 − β)(2 − β)Γ(2 − β)h2
Δ
β
0xy0

)2

h =

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2
((

x3−β
N+1 − x3−β

N

)
−

(
x3−β

1 − x3−β
0

))

(3 − β)(2 − β)Γ(2 − β)h2
Δ
β
0xy0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

2

h = 0,

так как x3−β
1 − x3−β

0 = h3−β и x3−β
N+1 − x3−β

N = h3−β.
Следовательно, неравенство (35) действительно.

Лемма 3 (см. [Андреев, 1968]). Для любой функции y(x), заданной на сетке ωh, справед-
ливо неравенство

max
1�m�M

y2
m � ε‖yx]|20 +

(
1
ε
+

1
l

)
‖y‖20,

где ε — произвольная положительная постоянная, l — длина интервала, на котором введена
сетка ωh.

Пусть Mi = const, i = 1, 2, . . . , которые зависят от входных данных. Для оценки первого
и второго слагаемого в правой части (32) воспользуемся леммой 3 и разложением функции y1 =

= y0+h в ряд Тейлора по степеням h: y1 = y0+h ≈ y0+hy′ζ , где ζ — некоторая точка, расположенная
в интервале (0, 0 + h),

D β−1
(
Δ
β
0xyM

)
yn

M − D β−1
(
Δ
β
0xy0

)
y n

1 = −
(
b2y n

M − μ2

)
y n

M −
(
b1y n

0 − μ
)

y n
1 =

= −b2

(
y n

M

)2
+ μ2y n

M − b1

(
y n

0

)2
+ μ1y n

0 − hy′ζ
(
b1y n

0 + μ1

)
�

� ε‖yx]|20 + Mε1‖y‖20 +
μ2

1

2
+
μ2

2

2
− hy′ξ

(
b1y n

0 + μ1

)
� ε‖yx]|20 + Mε1‖y‖20 +

1
2

(
μ2

1 + μ
2
2

)
. (36)

После подстановки (34), (35) и (36) в (32) получим

(
D β

(
Δ
β
0xy

)
, y

)
� Mε1‖y‖20 +

1
2

(
μ2

1 + μ
2
2

)
− x1−β

i+1

2εΓ(2 − β)Δ
β
0x‖y]|20. (37)

Далее оценим оставшиеся слагаемые равенства (30). Так как

(
r+yx, y

)
� c2ε‖yx‖20 +

1
4ε
‖y‖20,

(
r−yx, y

)
� c2ε‖yx‖20 +

1
4ε
‖y‖20,

тогда имеем (
r+yx + r−yx, y

)
� Mε2‖yx‖20 +

1
2ε
‖y‖20. (38)

С помощью леммы 3 преобразуем слагаемое

(
q
(
ym0

x−m0
+ ym0+1x+m0

)
, y

)
=

(
ym0

x−m0
+ ym0+1x+m0

)
(q, y) �

�
1
2

(
ym0

x−m0
+ ym0+1x+m0

)2
+

1
2

(q, y)2 � ε‖yx]|20 + Mε3‖y‖20. (39)
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Принимая во внимание (31), (33), (37), (38) и (39) и допуская, что ε = 1
2 , получим

Δα0t‖y‖20 +
2X1−β

Γ(2 − β)Δ
β
0x‖y]|20 + ‖yx]|20 � Mε5‖y‖20 + Mε4‖yx‖20 + M6

(
‖ϕ‖20 + μ2

1 + μ
2
2

)
. (40)

Лемма 4 (см. [Бештоков, 2018]). Допустим, что неотрицательные последовательно-
сти {y i, ϕ i, i = 0, 0, 1, 2, . . .} удовлетворяют неравенству

Δα0ti+1
y i � λ1y i+1 + λ2y i + ϕ i, i � 1,

где λ1, λ2 � 0 — константы. Тогда существует такое τ0, что если τ � τ0, то

y i+1 � 2

(
y0 +

t αi
Γ(1 + α)

max
0�i′�i

ϕ i′
)

Eα
(
2λt αi

)
, 1 � i � i0,

где

Eα(z) =
∞∑

k=0

z k

Γ(1 + kα)

— функция Миттаг-Леффлера, λ = λ1 +
λ2

2+21−α .

На основании леммы 4 из (40) находим априорную оценку

∥∥∥y i+1
∥∥∥2

0 � M
(∥∥∥y0

∥∥∥2

0 + max
0�i′�i

(∥∥∥ϕ i′∥∥∥2

0 + μ
2
1 + μ

2
2

))
, (41)

где M = const > 0, которая не зависит от τ и h.
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (5), тогда разностная задача (26)–(29) устойчива
при τ � τ0 и для ее решения справедлива априорная оценка (41).

Из априорной оценки (41) следуют единственность и устойчивость решения зада-
чи (26)–(29) по начальным данным и правой части.

Так как разностная схема (26)–(29) устойчива и аппроксимирует краевую задачу (1)–(4),
то, согласно теореме Лакса [Годунов, Рябенький, 1977], решение разностной задачи сходит-
ся к решению краевой задачи. Порядок точности совпадает с порядком аппроксимации и ра-
вен O

(
h2−β + τ

)
.

6. Заключение

Исследовано нагруженное дифференциальное уравнение теплопроводности, содержащее
композицию дробных операторов Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова с граничными усло-
виями третьего рода. Получена разностная аппроксимация композиции дробных операторов
Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова высокого порядка. При использовании полученной
аппроксимации построена разностная схема, аппроксимирующая исходную задачу с поряд-
ком O

(
h2−β + τ

)
. С помощью метода энергетических неравенств получены априорные оценки

в дифференциальной и в разностной форме. Доказаны устойчивость и сходимость решения раз-
ностной схемы к решению исследуемой дифференциальной задачи со скоростью, равной поряд-
ку аппроксимации разностной схемы.

Дифференциальные уравнения, содержащие композицию дробных операторов Римана –
Лиувилля и Капуто – Герасимова, появляются при моделировании различных физических и гео-
физических явлений. К их появлению приводит использование понятия эффективной скорости
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изменения параметров моделируемых процессов. Численное исследование такого рода задач яв-
ляется необходимостью в силу сложности уравнений и невозможности получать аналитические
решения.

Сконструированная разностная аппроксимация композиции операторов производных дроб-
ного порядка Римана –Лиувилля и Капуто – Герасимова может быть применена при численных
исследованиях такого рода уравнений, что позволяет достигнуть высокого порядка аппроксима-
ции разностных схем для исследуемых задач различных прикладных исследований.
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