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Рис. 3. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента FWC, при разных
метках мантиссы m = 1, 8. Также на графиках изображена динамика процедуры GD с аналитической
производной. 6 представленных графиков отличаются лишь масштабом для наглядности, а масштаб по
итерациям уменьшен в d раз

(
так как шаг h = 1

Ld

)

Рис. 4. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для FWC в логарифмическом мас-
штабе (зеленая — теоретическая, голубая — экспериментальная). Также на графике указаны коэффициенты
наклона кривых
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Рис. 5. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента FSSG2, при разных
метках мантиссы m = 1, 8. Также на графиках изображена динамика процедуры GD с аналитической
производной. 6 представленных графиков отличаются лишь масштабом для наглядности, а масштаб по
итерациям уменьшен в d раз

(
так как шаг h = 1

Ld

)

Рис. 6. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для FSSG2 в логарифмическом
масштабе (зеленая — теоретическая, голубая — экспериментальная). Также на графике указаны коэффи-
циенты наклона кривых
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Рис. 7. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента FFD, при одной и той
же метке мантиссы m = 1 и разных размерностях пространства d = 5, 100

Рис. 8. Зависимость невязки по функции ε от размерности пространства d для FFD в логарифмическом
масштабе (зеленая — теоретическая, оранжевая — экспериментальная). Также на графике указаны коэф-
фициенты наклона кривых

2. Зависимость ε(d).

Опять же, было проведено большое количество экспериментов с разными входными пара-
метрами. И для метода аппроксимации FFD всегда получались похожие результаты: экспе-
риментально для класса квадратичных задач была выявлена зависимость типа ε ∼ O

(
dt),

где t = 1±0,2, то есть она близка к линейной (см. рис. 8). Но и описанная теория предпола-
гает линейную зависимость, ведь, по теореме 2, ε = O

(
R
√

d
)
=

[
x∗ = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rd

]
=

= O
(√

d · √d
)
= O(d). Таким образом, в данном пункте мы не получили никаких расхож-

дений с теорией.

2. Логистическая регрессия

Определение 2. Будем рассматривать функцию потерь задачи логистической регрессии:

loss(ω) = −
n∑

i=1

(yi log(pi) + (1 − yi) log(1 − pi)), (16)
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где pi = ω
T xi — вероятность класса 1, yi — метка класса i-го элемента, xi — i-й элемент. Эта

функция является выпуклой, гладкой, а также обладает липшицевым гессианом.

Из определения следует, что мы работаем рамках предположения 1 (о выпуклости), пред-
положения 3 (о липшицевости градиента) и предположения 4 (о липшицевости гессиана), поэто-
му в экспериментах будут исследоваться центральные методы апроксимации градиента (FCD,
CWC, CSSG2).

Обсудим способ сэмплирования задачи логистической регресси, а также метод нахождения
константы Липшица градиента и гессиана.

1. Генерируем задачу бинарной классификации путем создания объектов 2 классов, распре-
деленных по нормальному закону, вокруг своих центров, выбранных случайным образом.
d — размерность признакового пространства.

2. Для того чтобы осуществлять градиентный спуск с оптимальным шагом, нам нужно знать
константу Липшица градиента. Чтобы ее определить, генерируем 100 векторов ω из d-мер-
ного куба [−10, 10]d и далее для каждого вектора найдем максимальное собственное зна-
чение матрицы гессиана. Максимальное из этих собственных значений и будет оценкой
константы Липшица градиента — L.

3. Для того чтобы определить оптимальный параметр γ, нам потребуется константа Липшица
гессиана. Чтобы ее определить, генерируем 100 векторов ω из d-мерного куба [−10, 10]d

и далее для каждой пары ωi, ω j считаем
‖∇2 loss(ωi)−∇2 loss(ω j)‖

‖ωi−ω j‖ . Максимальное из таких част-

ных и будет оценкой константы Липшица гессиана — M.

4. Каждая компонента начальной точки ωstart берется из нормального распределения N(0, 1).

5. Градиентный спуск GD осуществляем с оптимальными h = 1
L для FCD, h = 1

Ld для CWC
и CSSG2, используя разные методы аппроксимации градиента с оптимальным парамет-

ром γ = 1/3
√

3Δ
M .

6. В данной постановке задача не имеет заранее известного значения оптимума. Для нахож-
дения оптимального значения функции используем пакетный метод Ньютона.

7. В этом эксперименте мы исследуем зависимость невязки по функции ε от величины шу-
ма Δ = 10−m, где m — метка мантиссы.

Приступим к выводам, которые можно сделать на основе экспериментов.
Зависимость ε(Δ).
Было проведено большое количество экспериментов с разными размерностями простран-

ства d, разными точками оптимума x∗, разными константами Липшица градиента (L) и гесси-
ана (M). При этом для всех рассматриваемых методов аппроксимации (CFD, CWC, CSSG2) во
всех экспериментах были получены практически идентичные результаты: в то время как тео-
рия враждебного шума предсказывает зависимость типа ε ∼ O

(
Δ2/3

)
, экспериментально для

функций потерь задач бинарной классификации была получена зависимость типа ε ∼ O
(
Δt),

где t = 1 ± 0,04, то есть зависимость близка к линейной (см. рис. 10, 12, 14).
Таким образом, выводы, сделанные в эксперименте с квадратичными задачами, справед-

ливы и для задач оптимизации функции логистических потерь. Это значит, что для задач такого
типа также может быть использован предложенный в прошлом эксперименте алгоритм нахож-
дения точного оптимума.
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Рис. 9. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента FCD, при разных
метках мантиссы m = 0, 12. 6 представленных графиков отличаются лишь масштабом для наглядности.
Также на графиках пунктирной линией отмечено точное решение задачи, подсчитанное пакетным методом

Рис. 10. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для FCD в логарифмическом
масштабе
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Рис. 11. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента CWC, при разных
метках мантиссы m = 0, 12. 6 представленных графиков отличаются лишь масштабом для наглядности,
а масштаб по итерациям уменьшен в d раз

(
так как шаг h = 1

Ld

)
. Также на графиках пунктирной линией

отмечено точное решение задачи, подсчитанное пакетным методом

Рис. 12. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для CWC в логарифмическом
масштабе
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Рис. 13. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента CSSG2, при разных
метках мантиссы m = 0, 12. 6 представленных графиков отличаются лишь масштабом для наглядности,
а масштаб по итерациям уменьшен в d раз

(
так как шаг h = 1

Ld

)
. Также на графиках пунктирной линией

отмечено точное решение задачи, подсчитанное пакетным методом

Рис. 14. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для CSSG2 в логарифмическом
масштабе

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Влияние конечности мантиссы на точность безградиентных . . . 277

3. Метод опорных векторов (SVM)

Определение 3. Будем рассматривать функцию потерь задачи SVM (hinge loss):

1
2

n∑

i=1

max(0, 1 − yi(ωXi − b)) + λ‖ω‖2, (17)

где λ — коэффициент регуляризации. Эта функция является выпуклой, негладкой, но является
липшицевой.

Из определения следует, что мы работаем в рамках предположения 1 (о выпуклости)
и предположения 2 (о липшицевости функции). Существует несколько подходов для безгра-
диентной оптимизации негладких функций, среди которых рандомизация на l1-сфере, рандоми-
зация на l2-сфере, сглаживание и применение методов, характерных для оптимизации гладких
задач. В этих экспериментах мы будем исследовать подход, основанный на рандомизации на
l2-сфере.

Обсудим способ сэмплирование задачи.

1. Генерируем две выборки 2 классов, распределенных по нормальному закону, вокруг своих
центров. Центры выбираем так, чтобы выборки были линейно разделимыми. d — размер-
ность пространства.

2. Для простоты в этом эксперименте берем γ порядка 1e−2. Опытным путем было получено,
что это значение наиболее близко к оптимальному.

3. Начальную точку ωstart берем как вектор размерности d, каждая компонента которого рав-
на 1e − 3.

4. Градиентный спуск GD с рандомизацией на l2-сфере осуществляем с шагом h = 1e − 2.

5. В данной постановке задача не имеет заранее известного значения оптимума. Для нахож-
дения оптимального значения функции используем градиентный спуск с рандомизацией
на l2-сфере, который использует незашумленное значение функции.

6. В этом эксперименте мы исследуем зависимость невязки по функции ε от величины шу-
ма Δ = 10−m, где m — метка мантиссы.

Приступим к выводам, которые можно сделать на основе экспериментов.

Зависимость ε(Δ).

Было проведено большое количество экспериментов с разными размерностями простран-
ства d, разными точками оптимума x∗. По результатам этих экспериментов можно сделать вывод
о том, что для задачи SVM теория враждебного шума является несостоятельной. Также зависи-
мость не совпадает с той, что мы получили для гладких задач. Попробуем проинтерпретировать
графики (рис. 16, 17).

1. Правая часть графиков характеризуется слишком грубым вычислением значения функции,
поэтому как таковой оптимизации не происходит.

2. Левая часть графиков характеризуется уже слишком большим значением мантиссы, кото-
рую перекрывает ограничение, вносимое самой вычислительной машиной.
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Рис. 15. Графики динамики процедуры GD, использующей аппроксимацию градиента CSSG2, при разных
метках мантиссы m = 0, 8. 4 представленных графика отличаются лишь масштабом для наглядности.
Также на графиках пунктирной линией отмечено точное решение задачи, подсчитанное на незашумленной
задаче

Рис. 16. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для CSSG2 в логарифмическом
масштабе для задачи SVM

Также стоит отметить особенность графика, при построении которого значение функции
бралось от усредненного по всем итерациям значения аргумента (рис. 17). В этом случае мы
при не слишком большой мантиссе достигаем оптимального значения функции, подсчитанного
без ограничений. В связи с этим можно предложить алгоритм для ускорения нахождения точно-
го оптимума: считаем оптимум, используя неточную функцию, и, посчитав значение неточной
функции от усредненного по всем итерациям значения аргумента, получаем оптимальное значе-
ние реальной задачи.
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Рис. 17. Зависимость невязки по функции ε от величины шума Δ = 10−m для CSSG2 в логарифмиче-
ском масштабе для задачи SVM. В данном случае значение функции берется от усредненного по всем
итерациям значения аргумента

Заключение

В данной работе мы рассмотрели основные подходы безградиентной оптимизации для
гладких и негладких задач. По результатам экспериментов было установлено, что природа ма-
шинного шума, возникающего из-за конечности мантиссы, довольно плохо изучена, и существу-
ющая теория пока что не может полностью его описать. Также было предложено два подхода,
позволяющих в ускоренном режиме находить точный оптимум задачи, использующие неточное
значение функции.
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