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как хищник следует за динамикой жертвы с запаздыванием, и, следовательно, поглощение ча-
сти фитопланктона зоопланктоном раскачивает колебания, ослабляя конкуренцию на фазе роста
фитопланктона и усиливая ее при снижении его численности. С дальнейшим ростом w влия-
ние хищника/зоопланктона на фитопланктон усиливается, что в итоге приводит к квазиперио-
дическим колебаниям, т. е. возникает бифуркация Неймарка –Сакера, ведущая к формированию
инвариантных кривых вокруг каждого элемента 2-цикла. Здесь видом, задающим динамику со-
общества, является зоопланктон. При этом на графике модельных траекторий (рис. 4) видно, что
динамика нетоксичного фитопланктона и зоопланктона представляет собой длиннопериодиче-
ские колебания, в то время как токсичный фитопланктон демонстрирует зашумленный 2-цикл.

Рис. 4. Карты динамических режимов с увеличенными фрагментами (средний ряд) и примерами динами-
ки. На параметрические области, в которых существует неполное сообщество, дополнительно нанесена
штриховка (расшифровка — в легенде). Зафиксированные параметры модели и начальные условия сов-
падают с рис. 2. Числа соответствуют длинам наблюдаемых циклов, С — хаотическая динамика, Q —
квазипериодическая

Для того чтобы получить более полное представление о возможности возникновения ква-
зипериодической динамики в системе (4), рис. 4 был дополнен картой динамических режимов,
построенной в пространстве параметров (A, B) при соответствующих значениях w. Как видно,
высокие значения скорости роста зоопланктона определяют динамику обоих видов фитопланк-
тона в ограниченной области параметрического пространства, разбивая области устойчивости
решений (9) и (10) на две части, за счет чего с увеличением скорости роста нетоксичного фи-
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топланктона возможен переход от стационарной динамики к квазипериодическим колебаниям
и обратно к стационарной. В случае периодических колебаний наблюдается переход от перио-
дики к квазипериодике и обратно. Также на приведенной карте (рис. 4, в) видно, что в области
нерегулярной динамики хаотические и квазипериодические колебания «перемешиваются». От-
метим еще раз, что данная область квазипериодики является мультистабильной, т. е. начальные
условия определяют, какой из режимов окажется притягивающим.

Рис. 5. Карты динамических режимов и примеры квазипериодической динамики. На параметрические
области, в которых существует неполное сообщество, дополнительно нанесена штриховка (расшифров-
ка — в легенде). Зафиксированы параметры модели и начальные условия: w = 3, ρ = ϕ = 0,3, y∗ = 0,5,
x0 = y0 = z0 = 0,1. Числа соответствуют длинам наблюдаемых циклов, С — хаотическая динамика, Q —
квазипериодическая

Далее проанализируем, как влияет рост параметра α, характеризующего потребление фи-
топланктона зоопланктоном (или среднее значение количества жертв (выраженное в относи-
тельных единицах), потребляемое одной относительной единицей хищника), на динамические
режимы сообщества (рис. 5). Для этого зафиксируем значение репродуктивного потенциала зоо-
планктона, позволяющее ему устойчиво закрепиться в сообществе (w = 3), и будем наблюдать
изменение режима динамики сообщества с ростом репродуктивного потенциала нетоксичного
фитопланктона (B) и параметра α. Отметим, что формально эволюцию режимов динамики в со-
обществе двух конкурирующих видов фитопланктона показывает прямая (α = 0), с увеличением
значений α (вправо на карте) эффект влияния зоопланктона на сообщество конкурентов увеличи-
вается. Влияние параметра α схоже с эффектом роста репродуктивного потенциала зоопланктона
(рис. 4): при небольших α и A с увеличением значений параметра B (рис. 5, а, б) реализуется
каскад бифуркаций удвоения периода. Визуально карты динамических режимов относительно
значений α можно разделить на две части: до момента возникновения квазипериодических коле-
баний и после. В первой части карты изменение сообщества, несмотря на растущее потребление
нетоксичного фитопланктона, определяется характером его динамики и сопровождается расши-
рением области существования устойчивого равновесия (рис. 5, а, область 1) в совокупности
с сужением областей притяжения периодических решений. Бифуркации удвоения периода пери-
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одических решений происходят раньше. Во второй части карты при бо́льших α возникает бифур-
кация Неймарка –Сакера, и здесь динамика сообщества уже зависит от зоопланктона. Отметим,
что здесь с увеличением скорости роста жертвы возможен переход от колебаний к стационарно-
му состоянию, т. е. хищник оказывает стабилизирующее воздействие на динамику сообщества.
Аналогичные изменения наблюдаются и в случае периодических колебаний: бифуркация удвое-
ния периода происходит позже.

Рис. 6. Верх: бассейны притяжения динамических режимов модели (4). В черной области нарушается
условие u < 1, что приводит к гибели зоопланктона (z) и фитопланктона (y) и стабильной динамике
токсичного фитопланктона (x); белым обозначена область существования полного сообщества с квазипе-
риодической динамикой. Низ: примеры различной динамики. Зафиксированы параметры модели: B = 3,
A = 5, w = 8,065, ρ = ϕ = 0,3, y∗ = 0,5

Влияние начальных условий на динамику сообщества

Бассейны притяжения динамических режимов позволяют изучать структуру фазового про-
странства модели (4) в областях мультистабильности (рис. 6, 7). Пример бассейна притяжения из
области бистабильности, когда вариация начального условия может привести не только к смене
динамического режима, но и к деградации сообщества, приведен на рис. 6. Значения параметров
были выбраны таким образом, чтобы точка располагалась на границе квазипериодической дина-
мики и области перепотребления (карта на рис. 4, а). Отметим, что при таких значениях парамет-
ров фазовое пространство имеет сложноорганизованную структуру, поэтому тип достигаемого
динамического режима значительно зависит от начальной или же текущей численности популя-
ций в сообществе и малейшее изменение текущей численности одной из популяций может при-
вести к деградации сообщества, сопровождающейся сменой динамического режима: переходом
от квазипериодической динамики полного сообщества к стабилизации численности токсичного
фитопланктона (x) и вымиранию двух других популяций (y и z). Обратим внимание, что такой
сценарий возникает вследствие того, что нетривиальная неподвижная точка системы (4) стано-
вится «недостижимой», поскольку на некотором шаге итерирования возникают отрицательные
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численности нетоксичного фитопланктона. По сути, в этой точке параметрического простран-
ства сосуществуют устойчивое решение (10) и квазипериодические колебания, т. е. начальные
условия определяют, какой из режимов окажется притягивающим.

На рис. 7 представлен бассейн притяжения из области мультистабильности; значения па-
раметров выбраны в точке, принадлежащей «островку» квазипериодической динамики (карта на
рис. 4, б). Здесь вариация начального условия, как правило, ведет к смене динамического ре-
жима в полном сообществе: двухсуточный цикл (синхронные колебания двух видов фитопланк-
тона и асинхронные — зоопланктона) замещается квазипериодической динамикой зоопланктона
и нетоксичного фитопланктона на фоне зашумленного 2-цикла токсичного фитопланктона. Од-
нако возможна и деградация сообщества, которая происходит при больших значениях начальной
численности зоопланктона.

Рис. 7. Бассейны притяжения динамических режимов модели (4) в области мультистабильности. В черной
области нарушается условие u < 1, что приводит к гибели зоопланктона (z) и фитопланктона (y) с уста-
новлением 2-цикла по x; белым и серым цветом обозначены области существования полного сообщества
с установлением 2-цикла или квазипериодической динамикой соответственно (приведены примеры раз-
личной динамики). Зафиксированы параметры модели и начальное условие: B = 7,168, A = 10, w = 8,
ρ = ϕ = 0,3, y∗ = 0,5, x0 = 0,1

Сопоставление динамики модельного сообщества и динамики,
наблюдаемой в экспериментах

Проанализируем кратко вопрос о том, насколько динамические режимы, возникающие
в модели (4), соответствуют качественным свойствам экспериментальной динамики сообществ
фито-, зоопланктона, описанным в литературе. Рассматривая отдельно циклы популяций хищ-
ника (зоопланктона) и его жертвы (нетоксичного зоопланктона), можно наблюдать динамику,
характерную для модели «хищник–жертва» без учета эволюции, описанную в [Yoshida, Hairston,
Ellner, 2004] для хемостатов с коловратками и генетически однородными водорослями: динамика
хищника отстает от динамики жертвы примерно на четверть периода (рис. 4 и 5, квазипериоди-
ческая динамика на фрагментах слева). Кроме того, пример точного 4-цикла (рис. 4, фрагмент
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справа) представляет собой противофазные колебания хищника и жертвы, поскольку пик числен-
ности хищника совпадает с минимумом численности его жертвы, при этом отставание динамики
хищника от динамики жертвы равно одному такту времени, т. е. четверти цикла.

Динамика, возникающая при довольно высоком уровне потребления хищника, приведен-
ная на рис. 5 (фрагмент справа), представляет собой длиннопериодические противофазные коле-
бания хищника и жертвы, по описанию похожие на те, что возникают на фоне эволюции жертвы
в хемостатах с множеством различных генотипов водоросли [Yoshida, Hairston, Ellner, 2004].

Учитывая, что фитопланктон неоднороден и представлен двумя видами (или генетически
различными формами), на фрагментах с квазипериодической динамикой рис. 4 и 5 можно за-
метить, что колебания плотностей фитопланктона противофазные, т. е. в суммарной биомассе
фитопланктона эти колебания могут компенсировать изменения плотности конкурентов и со-
здавать видимость практически стационарного состояния (рис. 8), демонстрируя так называе-
мые скрытые циклы (cryptic cycles), обнаруженные в экспериментах (см., например, [Yoshida
et al., 2007]), когда плотность жертв остается практически постоянной, а плотность хищников
колеблется. Стоит отметить, что при суммировании плотностей разных видов фитопланктона
нужно делать обратный переход от относительных плотностей к абсолютным, и здесь на ре-
зультирующую динамику в значительной степени может влиять количественное соотношение
видов фитопланктона в сообществе (параметры a, d и ω). Тем не менее приведенный пример
наглядно демонстрирует возможный механизм возникновения скрытых циклов в сообществах
с неоднородной жертвой, когда проявляется маскирующий эффект быстрой эволюции, скрывая
трофическое взаимодействие видов.

Рис. 8. Пример скрытых циклов в модели (4). Динамика представлена в абсолютных плотностях: x → x
a ,

y→ y
d , z→ z

ω . Параметры модели совпадают с фрагментами слева на рис. 4, а и рис. 5, б. Коэффициенты
перехода: a = 1, d = 4, ω = 1,25 (а); a = 2, d = 6, ω = 1 (б)

Заключение

Применение аппарата рекуррентных уравнений позволяет описывать эффекты запаздыва-
ния естественным образом, являясь альтернативой использованию уравнений с запаздыванием,
а также кусочно-непрерывных функций в модификациях классической системы взаимодействия
фито- и зоопланктона для моделирования цветения фитопланктона. На основе классической для
этой области идеологии построения моделей в данной работе предложена дискретная во време-
ни трехкомпонентная система сообщества «фитопланктон–зоопланктон». Рассматривается сооб-
щество, включающее зоопланктон и два конкурирующих за ресурсы вида фитопланктона: ток-
сичный и нетоксичный. Взаимодействие двух видов фитопланктона описывается рикеровской
моделью конкуренции, позволяющей неявно учесть ограничение роста биомассы каждого из
видов фитопланктона, обусловленное доступностью внешних ресурсов (минерального питания,
кислорода, света и т. д.). Изъятие фитопланктона за счет питания зоопланктоном описывается
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трофической функцией Холлинга II типа с учетом насыщения хищника, процессы роста и выжи-
вания зоопланктона также зависят от успешности питания; при этом процессы гибели зоопланк-
тона в результате увеличения количества токсичных веществ, вызванного его высокой плотно-
стью, включены в процессы самолимитирования. При моделировании учитывается способность
фитопланктона защищаться от хищничества, поэтому зоопланктон (хищник) потребляет толь-
ко нетоксичный вид фитопланктона (жертву), а токсичный фитопланктон лишь конкурирует за
ресурсы с нетоксичным.

Проведенный анализ сценариев перехода от стационарной динамики к колебаниям числен-
ности сообщества показал, что потеря устойчивости нетривиального равновесия, соответствую-
щего сосуществованию двух видов фитопланктона и зоопланктона, может происходить через
каскад бифуркаций удвоения периода, также возникает бифуркация Неймарка –Сакера, ведущая
к возникновению квазипериодических колебаний. Отметим, что такое разнообразие сценари-
ев оказалось возможным лишь в модели сообщества, тогда как в исходных уравнениях (Рике-
ра), описывающих динамику каждого из видов, возможна лишь дестабилизация численности
в результате бифуркации удвоения периода. Предложенная модель динамики сообщества «фи-
топланктон–зоопланктон» позволяет наблюдать возникновение длиннопериодических колебаний
(рис. 4, 5), согласующихся с результатами натурных экспериментов. При этом с влиянием зоо-
планктона можно связать расширение области стабильной динамики (рис 5, а, область 1) на фоне
сужения областей циклов: бифуркации удвоения периода происходят раньше. Также наблюдает-
ся существенное сужение области хаотической динамики при высоких темпах воспроизводства
нетоксичного фитопланктона (B) за счет его перепотребления зоопланктоном. Вариация внутри-
популяционных параметров фито- или зоопланктона может приводить к выраженным изменени-
ям динамического режима в сообществе: резким переходам от регулярной к квазипериодической
динамике и далее к точным циклам с небольшим периодом или даже стационарной динамике
(обратная реализация каскада бифуркаций удвоения периода, рис. 4, 5).

Отметим, что квазипериодическая динамика может возникать при достаточно небольших
скоростях роста фитопланктона, соответствующих стабильной или регулярной динамике сооб-
щества. Смена динамического режима в этой области (переход от регулярной динамики к квази-
периодической и наоборот) может происходить за счет вариации начальных условий или внеш-
него воздействия, изменяющего текущие численности видов и смещающего систему в бассейн
притяжения другого динамического режима (рис. 7). При этом в областях мультистабильности
возможна кардинальная смена как динамического режима, так и состава сообщества за счет из-
менения начальных условий (рис. 6). Деградация сообщества в большей части параметрического
пространства происходит за счет перепотребления жертвы хищником, в таком случае выжива-
ет только токсичный вид фитопланктона, и режим его динамики может кардинально меняться,
поскольку определяется значениями только его собственных внутрипопуляционных параметров
и более не испытывает на себе воздействие конкурентов. Однако нужно понимать, что гибель
части сообщества нельзя рассматривать как окончательное состояние. Через некоторое время за
счет вновь принесенных течением или зоопланктоном клеток фитопланктона популяция может
восстановиться, аналогичное верно и для зоопланктона, который может появиться из соседних
ареалов.

Предложенная в данной работе трехкомпонентная модель динамики сообщества с дискрет-
ным временем, являясь достаточно простой, позволяет получить адекватную динамику взаимо-
действующих видов. В ней возникают динамические режимы, отражающие основные свойства
экспериментальной динамики: можно наблюдать динамику, характерную для планктонного со-
общества, без учета эволюции — с отставанием динамики хищника от динамики жертвы при-
мерно на четверть периода (примеры на рис. 4). Рассмотрение генетической неоднородности
фитопланктона, даже в случае выделения всего двух генетически различных форм: токсичного
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и нетоксичного, позволяет наблюдать в модели как длиннопериодические противофазные циклы
хищника и жертвы (рис. 5, справа), так и скрытые циклы (cryptic cycles), при которых плотность
жертв остается практически постоянной, а плотность хищников колеблется (рис. 8), демонстри-
руя влияние быстрой эволюции, маскирующей трофическое взаимодействие видов.
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