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Введение

Теорема об альтернативе Н. Н. Красовского и А. И. Субботина [1,2] является фундамен-

тальным фактом современной теории диференциальных игр (ДИ); данная теорема опре-

деляет решение ДИ игры сближения–уклонения. На основе данной теоремы было уста-

новлено [2] существование седловой точки для ДИ с типичными функционалами качества.

В основе теории ДИ находятся актуальные практические задачи; в этой связи отметим мо-

нографию [3], где были указаны и некоторые методы решения ДИ. Важное место в иссле-

дованиях по теории ДИ традиционно занимали так называемые программные конструкции,

то есть конструкции решения на основе вспомогательных задач программного управления

(см. [2, 4–6]). Эти конструкции наиболее эффективны в так называемых регулярных ДИ,

когда решение игровых задач программного управления непосредственно доставляет клю-

чевые элементы решения позиционных ДИ, в которых процедуры управления определя-

ются соответствующими законами обратной связи. В общем случае ДИ инструментом ре-

шения на основе программных конструкций является известный (см. [7–11] и др.) метод

программных итераций (МПИ), реализуемый в различных вариантах в зависимости от ис-

следуемой задачи. Определенный итог ранних исследований по МПИ был подведен в моно-

графии [12]. Настоящая статья продолжает эти исследования. В этой связи отметим важный

результат А. В. Кряжимского [13], где альтернатива Красовского–Субботина была распро-

странена на системы, в которых может не выполняться традиционное условие Липшица

по фазовой переменной в управляемом дифференциальном уравнении. Важную роль в [13]

сыграло так называемое условие обобщенной единственности, формулируемое в терминах

программных управлений–мер, или обобщенных управлений (ОУ).

Среди других исследований по теории ДИ и задачам управления с элементами неопре-

деленности отметим [14–20]. Особо отметим интенсивно развивающееся направление, свя-

занное с исследованием А. И. Субботиным обобщенных решений уравнения Гамильтона–

Якоби–Беллмана (см. [20, 21]).
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Настоящая работа является непосредственным продолжением работы [22], которой

предшествовали [23,24]. Основное внимание уделяется проблеме релаксации игровой зада-

чи сближения с замкнутым в пространстве позиций целевым множеством (ЦМ) при фазо-

вых ограничениях (ФО), определяемых множеством с замкнутыми сечениями, отвечающи-

ми фиксации моментов времени (напомним, что в [22] для такой пары множеств в получаю-

щейся при этом ДИ сближения–уклонения было получено утверждение об альтернативной

разрешимости). В условиях, когда позиция игры не принадлежит множеству успешной раз-

решимости задачи сближения, релаксация сводится к ослаблению условий окончания игры

сближения; при этом определяется наименьший размер окрестности ЦМ, для которого,

при пропорциональном ослаблении ФО, игрок, заинтересованный в сближении, еще может

гарантировать его осуществление при упомянутом ослаблении условий окончания. Если

рассматривать данный размер как функцию позиции, то получается [22] функция цены для

системы вспомогательных ДИ со специальными функционалами качества (имеются в ви-

ду ДИ с разными начальными позициями). Упомянутые функционалы качества учитывают

и «степень» сближения с ЦМ и «степень» соблюдения ФО. Свойства данных функциона-

лов, как представляется, могут служить предметом специального исследования, которому

в основном и посвящена настоящая статья.

§ 1. Сведения общего характера

Используется стандартная теоретико-множественная символика: кванторы, связки и др.;

∅ — пустое множество,
△
= — равенство по определению 1. Семейством называем множество,

все элементы которого сами являются множествами. Принимаем аксиому выбора.

Объектам x и y сопоставляется их неупорядоченная пара {x; y} (см. [25, с. 60]):

x ∈ {x; y}, y ∈ {x; y} и при z ∈ {x; y} имеет место (x = z) ∨ (y = z)). Если h — объ-

ект, то {h}
△
= {h;h} (синглетон, содержащий h). Следуя [25, с. 67], полагаем для объектов a

и b, что (a, b)
△
= {{a}; {a; b}}, получая упорядоченную пару (УП) с первым элементом a

и вторым элементом b. Если h есть УП, то через pr1(h) и pr2(h) обозначаем соответственно

первый и второй элементы h, однозначно определяемые равенством h = (pr1(h), pr2(h)).
Если H — множество, то через P(H) обозначаем семейство всех подмножеств (п/м) H

и P ′(H)
△
= P(H) \ {∅} (семейство всех непустых п/м H). Множеству M и семейству

M ∈ P ′(P(M)) сопоставляем двойственное семейство

CM[M]
△
= {M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M)).

Если A — семейство, а B — множество, то A|B
△
= {A ∩ B : A ∈ A} ∈ P(P(B)) есть

след A на множество B. Для произвольных множеств A и B полагаем (см. [25, с. 77]),

что BA есть множество всех отображений (функций) из A в B. Если A и B — множества,

g ∈ BA и C ∈ P(A), то g1(C)
△
= {g(x) : x ∈ C} ∈ P(B) есть образ C при действии g,

a (g | C) ∈ BC — сужение g на множество C: (g |C)(x)
△
= g(x) ∀x ∈ C.

Далее R+
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ} (R — вещественная прямая; промежутки R всех ти-

пов обозначаем только посредством квадратных скобок, как в [26, с. 35–36]). Как обыч-

но, N
△
= {1; 2; . . .} и N0

△
= {0} ∪ N. При m ∈ N полагем, что 1,m

△
= {k ∈ N | k 6 m}

и −−−→m,∞
△
= {k ∈ N | m 6 k}. Полагаем при этом, что элементы N — натуральные числа —

множествами не являются; с учетом этого для всяких множества H и числа k ∈ N вместо

H1,k (множество всех отображений из 1, k в H) используем более традиционное обозна-

чение Hk; в качестве H может, конечно, использоваться семейство. В дальнейшем часто
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используется индексная форма записи отображений (семейство с индексом, см. [27, с. 11]).

Если H — семейство, то HN — множество всех последовательностей в H; если (Hi)i∈N ∈ HN

и H — множество, то

((Hi)i∈N ↓ H)
def
⇔ ((H =

⋂

i∈N

Hi) & (Hk+1 ⊂ Hk ∀k ∈ N)).

Непустому множеству S сопоставляется R+[S]
△
= (R+)

S — множество всех неотрицатель-

ных вещественнозначных (в/з) функций на S. Если S — семейство, то элементы R+[S] —

суть функции множеств.

Измеримые пространства и меры. Каждому множеству E сопоставляем семейство

(σ− alg)[E] всех σ-алгебр п/м E; если E ∈ (σ− alg)[E], то (E, E) есть стандартное измери-

мое пространство (ИП), а множества из E называются измеримыми в смысле (E, E). При

C ∈ P(P(E)) в виде σ0
E(C) ∈ (σ − alg)[E] имеем σ-алгебру п/м E, порожденную семей-

ством C (см. [28, гл. I]), то есть наименьшую в упорядоченности по включению σ-алгебру

из (σ − alg)[E], еще содержащую C. Если C — топология на E, то σ0
E(C) есть σ-алгебра

борелевских п/м E.

Для множеств X и Y ∈ P(X), а также семейств X ∈ P(P(X)) и X|Y ∈ P(P(Y )) имеем

равенство σ0
Y (X|Y ) = σ0

X(X )|Y , причем

(Y ∈ σ0
X(X )) ⇔ (σ0

Y (X|Y ) = {Σ ∈ σ0
X(X ) | Σ ⊂ Y }). (1.1)

Для стандартного ИП (E, E) через (σ − add)+[E ] обозначаем множество всех в/з неотрица-

тельных счетно-аддитивных (с.-а.) мер на E , (σ−add)+[E ] ⊂ R+[E ]; если E = σ0
E(τ), где τ —

топология на E, то меры из (σ−add)+[E ] называют борелевскими (в случае метризуемости

пространства (E, τ) все меры из (σ− add)+[E ] = (σ− add)+[σ
0
E(τ)] регулярны; [29, гл. 1]).

§ 2. Дифференциальная игра сближения уклонения (содержательное обсуждение)

Фиксируем число n ∈ N в качестве размерности фазового пространства следующей

конфликтно-управляемой системы

ẋ = f(t, x, u, v), u ∈ P, v ∈ Q, (2.1)

функционирование которой рассматривается на промежутках [t, ϑ0], t ∈ T , где T
△
= [t0, ϑ0]

при t0 ∈ R, ϑ0 ∈ R и t0 < ϑ0. В (2.1) P и Q — суть непустые компакты в R
p и R

q

соответственно, где p ∈ N и q ∈ N,

f : T × R
n × P ×Q→ R

n

есть непрерывная (по совокупности переменных) функция; u ∈ P и v ∈ Q — суть управ-

ления игроков I и II соответственно. При t ∈ T через Ut и Vt обозначим множества

всех кусочно-постоянных, непрерывных справа и непрерывных слева в точке ϑ0 функций

на [t, ϑ0] со значениями в P и Q соответственно. Для простоты полагаем сейчас (ниже рас-

сматривается более общий случай), что при t∗ ∈ T игроки I и II могут использовать для

управления на [t∗, ϑ0] только функции u(·) ∈ Ut∗ и v(·) ∈ Vt∗ соответственно; полагаем так-

же, что при x∗ ∈ R
n каждой паре таких функций соответствует единственная непрерывная

траектория

x(·, t∗, x∗, u(·), v(·)) = (x(t, t∗, x∗, u(·), v(·)) ∈ R
n; t ∈ [t∗, ϑ0]).
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Сами управляющие функции u(·), v(·) могут формироваться некоторыми допустимыми спо-

собами; непустые множества U(t∗, x∗) и V(t∗, x∗) данных способов (стратегий) оговорены

заранее для каждой позиции (t∗, x∗) ∈ T×R
n. Считается, что U ∈ U(t∗, x∗) выбирает игрок I,

а V ∈ V(t∗, x∗) — игрок II. Способу U ∈ U(t∗, x∗) (способу V ∈ V(t∗, x∗)) сопоставляется

непустой пучок XI(t∗, x∗,U) (пучок XII(t∗, x∗,V)) обобщенных, вообще говоря, траекто-

рий, возможных при использовании U (при использовании V) и стартующих из (t∗, x∗);
предполагается, что данные обобщенные траектории — суть равномерные пределы обыч-

ных траекторий вида x(·, t∗, x∗, u(·), v(·)).
Рассмотрим ряд игровых задач, фиксируя M ∈ P(T × R

n) в качестве ЦМ для игрока I
и N ∈ P(T × R

n) в качестве множества, формирующего его ФО. Возникают следующие

две задачи о построении множеств успешной разрешимости.

I(M,N). Найти множество всех позиций (t∗, x∗) ∈ N таких, что ∃U ∈ U(t∗, x∗)
∀x(·) ∈ XI(t∗, x∗,U) ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0]:

((ϑ, x(ϑ)) ∈M)&((t, x(t)) ∈ N ∀t ∈ [t∗, ϑ [). (2.2)

II(M,N). Найти множество всех позиций (t∗, x∗) ∈ N таких, что ∃V ∈ V(t∗, x∗)
∀x(·) ∈ XII(t

∗, x∗,V) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]:

((ϑ, x(ϑ)) ∈M) ⇒ (∃t ∈ [ t∗, ϑ[ : (t, x(t) /∈ N). (2.3)

Ситуацию (2.2) рассматриваем как (M,N)-сближение, а (2.3) — как (M,N)-уклонение.

В случае, когда множества — решения задач I(M,N) и II(M,N) — образуют разбиение N ,

будем говорить, что реализуется альтернатива. Такая интерпритация согласуется с поняти-

ем альтернативы в [1, 2], где (при традиционных условиях на правую часть (2.1), включая

локальную липшицевость по фазовой переменной) предполагалось, что M и N — замкну-

тые множества в пространстве T ×R
n с обычной топологией покоординатной сходимости.

В последующем изложении требование замкнутости ЦМ, то есть множества M , сохраняет-

ся, а требование замкнутости множества, определяющего ФО (то есть множества N ), ослаб-

ляется до требования замкнутости всех сечений N гиперплоскостями t = const, где t ∈ T .

Заметим, что с практической точки зрения представляются возможными замены задач

I(M,N), II(M,N) задачами I(M̃, Ñ), II(M̃, Ñ), где M ⊂ M̃ и N ⊂ Ñ . Эти замены

отвечают идее ослабления условий окончания игры сближения.

§ 3. Обобщенные управления–меры

В общем случае системы (2.1) для последующих построений существенно примене-

ние обобщенных управлений (ОУ), определяемых в виде борелевских мер на произведении

конечномерных компактов (все такие меры регулярны; см. [29, гл. 1]). При t ∈ T рассмат-

риваем компакты [t, ϑ0], Yt
△
= [t, ϑ0]×P , Zt

△
= [t, ϑ0]×Q и Ωt

△
= [t, ϑ0]×P ×Q, оснащаемые

следующими σ-алгебрами борелевских множеств It ∈ (σ − alg)[[t, ϑ0]], Kt ∈ (σ − alg)[Yt],
Dt ∈ (σ − alg)[Zt] и Ct ∈ (σ − alg)[Ωt] соответственно; итак, ([t, ϑ0], It), (Yt,Kt), (Zt,Dt)
и (Ωt, Ct) — суть стандартные ИП. Используем свойства [29, Добавление II], [30]. Тогда

имеем борелевскую измеримость цилиндров: при t ∈ T получаем в случае I ∈ It, что

I × P ∈ Kt, I × Q ∈ Dt и I × P × Q ∈ Ct, S × Q ∈ Ct при S ∈ Kt (учитываем, что Ωt =

= ([t, ϑ0]×P )×Q = Yt×Q; см. [31, с. 17]) и, наконец, D×P
△
= {(ξ, u, v) ∈ Ωt | (ξ, v) ∈ D} ∈

∈ Ct при D ∈ Dt. Из (1.1) получаем при t1 ∈ T и t2 ∈ [t1, ϑ0], что

Ct2t1
△
= Ct1 |[t1,t2[×P×Q =

= {C ∈ Ct1 | C ⊂ [t1, t2[×P ×Q} ∈ (σ − alg)[[t1, t2[×P ×Q],

Dt2
t1

△
= Dt1|[t1,t2[×Q = {D ∈ Dt1 | D ⊂ [t1, t2[×Q} ∈ (σ − alg)[[t1, t2[×Q].
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Если t ∈ T , то через λt обозначаем след меры Лебега на σ-алгебру It,

Rt
△
= {µ ∈ (σ − add)+[Kt] | µ(I × P ) = λt(I) ∀I ∈ It},

Et
△
= {ν ∈ (σ − add)+[Dt] | ν(I ×Q) = λt(I) ∀I ∈ It},

Ht
△
= {η ∈ (σ − add)+[Ct] | η(I × P ×Q) = λt(I) ∀I ∈ It}.

Заметим, что (см. [12, гл. IV, § 2]) Ut × Vt допускает погружение в Ht, а Ut и Vt допускают

аналогичное погружение в Rt и в Et соответственно. Полагаем, что при t ∈ T

(πt(µ)
△
= {η ∈ Ht | η(K ×Q) = µ(K) ∀K ∈ Kt} ∀µ ∈ Rt)&

&(Πt(ν)
△
= {η ∈ Ht | η(D×P ) = ν(D) ∀D ∈ Dt} ∀ν ∈ Et)

(использованы условия маргинальной согласованности); эти множества именуем програм-

мами. Пусть B ∈ (σ − alg)[Q] есть по определению σ-алгебра борелевских п/м Q,

а δv ∈ (σ − add)+[B] при v ∈ Q есть след меры Дирака, сосредоточенной в точке v, на

σ-алгебру B. Если t ∈ T , µ ∈ Rt и v ∈ Q, то µ ⊗ v ∈ πt(µ) определяется условием

(µ⊗v)(K×B)
△
= µ(K)δv(B) ∀K ∈ Kt ∀B ∈ B; введено обычное произведение мер µ и δv.

Совсем кратко напомним нужные топологические свойства, отсылая за подробностя-

ми к [12, гл. IV, § 2] и [30]. Фиксируем t ∈ T до конца параграфа. Через C(Yt), C(Zt)
и C(Ωt) обозначаем множества всех непрерывных в/з функций на компактах Yt, Zt и Ωt

соответственно; в оснащении поточечно определяемыми линейными операциями и нор-

мами равномерной сходимости получаем сепарабельные банаховы пространства с топо-

логическими сопряженными C∗(Yt), C
∗(Zt) и C∗(Ωt) (имеем пространства ограниченных

линейных функционалов на C(Yt), C(Zt) и C(Ωt) соответственно). Оснащая C∗(Yt), C
∗(Zt)

и C∗(Ωt) ∗-слабыми топологиями, получаем с учетом теоремы Рисса [32, гл. IV] и тео-

ремы Алаоглу [32, гл. V] в виде Rt, Et и Ht непустые метризуемые ∗-слабые компакты

(используем также факт сепарабельности предсопряженных пространств; см. [32, гл. V]).

Тогда замкнутость и компактность в Rt, Et и Ht отождествимы с секвенциальной замкну-

тостью и секвенциальной компактностью (см. [33, § 2.7]). Используя ⇀ для обозначения

∗-слабой сходимости последовательностей, получаем, в частности, что

F∗

t

△
= {F ∈ P(Ht) | ∀(ηi)i∈N ∈ F

N∀η ∈ Ht ((ηi)i∈N ⇀ η) ⇒ (η ∈ F)}

есть семейство всех ∗-слабо замкнутых п/м Ht;

(πt(µ) ∈ F∗

t ∀µ ∈ Rt)&(Πt(ν) ∈ F∗

t ∀ν ∈ Et) (3.1)

((3.1) означает, в частности, ∗-слабую компактность программ).

§ 4. Неупреждаемость и определение стратегий

В теории ДИ для различных целей используются реакции на программные управле-

ния игрока-противника. Так, они играют ключевую роль в конструкциях решения регуляр-

ных ДИ (см. [2, 4–6] и др.), когда игровые задачи программного управления с дискримина-

цией игрока-противника непосредственно доставляют цену ДИ. В общем случае ДИ реак-

ции на программные управления также играют важную роль; они, в частности, используют-

ся в конструкциях МПИ. Среди всех реакций такого типа выделяются неупреждающие. Мы

назывем их квазистратегиями. В рассматриваемом общем случае нелинейной ДИ использу-

ем квазистратегии многозначные и обобщенные, понимая под этим то, что они действуют

в пространствах ОУ.
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До тех пор, пока не оговорено противное, фиксируем t∗ ∈ T . Множество всех квази-

стратегий игрока I на отрезке [t∗, ϑ0] определяется [34, раздел 10] в виде

Ãt∗
△
= {α ∈

∏

ν∈Et∗

P ′(Πt∗(ν)) | ∀ν1 ∈ Et∗ ∀ν2 ∈ Et∗∀θ ∈ [t∗, ϑ0] (4.1)

((ν1 | D
θ
t∗
) = (ν2 | D

θ
t∗
)) ⇒ ({(η | Cθt∗) : η ∈ α(ν1)} = {(η | Cθt∗) : η ∈ α(ν2)})}.

Среди всевозможных квазистратегий выделяем квазипрограммы — квазистратегии с улуч-

шенными свойствами:

ÃΠ
t∗

△
= {α ∈ Ãt∗ |

⋃

ν∈Et∗

α(ν) ∈ F∗

t∗
} (4.2)

есть множество всех квазипрограмм на отрезке [t∗, ϑ0]; Πt∗(·)
△
= (Πt∗(ν))ν∈Et∗ ∈ ÃΠ

t∗
.

Так, (4.1), (4.2) — суть непустые множества.

В связи с определением стратегий–троек игрока II сначала введем Vpos
△
= P ′(Q)T×Rn

—

непустое множество многозначных позиционных стратегий игрока II, подобных на идейном

уровне применяемым в [1, 2]. Моменту t ∈ T сопоставляем (см. [35, 36])

G∗(t)
△
= {g∗ ∈ P ′([t, ϑ0])

Cn([t,ϑ0]) | ∀g1 ∈ Cn([t, ϑ0]) ∀g2 ∈ Cn([t, ϑ0]) (4.3)

∀θ ∈ [t, ϑ0] ((g1 | [t, θ]) = (g2 | [t, θ])) ⇒ (g∗(g1) ∩ [t, θ] = g∗(g2) ∩ [t, θ])},

где (здесь и ниже) Cn([t, ϑ0]) — множество всех непрерывных отображений из [t, ϑ0]
в R

n. Элементы (4.3) — неупреждающие мультифункционалы на Cn([t, ϑ0]) — использу-

ются для выбора моментов коррекции формируемого управления; полагаем при t ∈ T , что

G
∗
0(t)

△
= G∗(t)R

n

. Тогда в виде

G
∗

t∗

△
=

∏

t∈[t∗, ϑ0]

G
∗

0(t)

получаем непустое множество стратегий коррекции на отрезке [t∗, ϑ0]. Стратегией–тройкой

на отрезке [t∗, ϑ0] назывем всякий триплет (V, β,m) ∈ Vpos×G
∗
t∗
×N, где число m определя-

ет ограничение на возможное число переключений формируемого управления из Vt∗ . Дей-

ствие стратегии–тройки (V, β,m) характеризуется следующим образом: если τ∗ ∈ [t∗, ϑ0] —

момент коррекции и x∗ ∈ R
n, то «включается» v∗ ∈ V (τ∗, x∗) и начинается формирование

фрагмента x(·) траектории на [τ∗, ϑ0]; «включается» также неупреждающий мультифункци-

онал β(τ∗)(x∗) ∈ G∗(τ∗). Следующий момент коррекции τ ∗ формируется согласно условию

τ ∗ ∈ β(τ∗)(x∗)(x(·)). В этот момент «включается» v∗ ∈ V (τ ∗, x(τ ∗)) и начинается формиро-

вание нового фрагмента x̃(·) траектории, отвечающего промежутку [τ ∗, ϑ0].

§ 5. Обобщенные траектории

Следуя идейно [13], введем основные условия на систему. Прежде всего (обобщенная

единственность) полагаем, что при (t∗, x∗) ∈ T × R
n и η ∈ Ht∗ интегральная воронка

Φ(t∗, x∗, η)
△
= {x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) | x(θ) =

= x∗ +

∫

[t∗,θ[×P×Q

f(t, x(t), u, v)η(d(t, u, v)) ∀θ ∈ [t∗, ϑ0]}



674 О свойствах одного функционала, используемого в программных конструкциях

одноэлементна: Φ(t∗, x∗, η) = {ϕ(·, t∗, x∗, η)}, где ϕ(·, t∗, x∗, η) = (ϕ(t, t∗, x∗, η))t∈[t∗,ϑ0] ∈
∈ Cn([t∗, ϑ0]) есть обобщенная траектория, порожденная ОУ η из позиции (t∗, x∗). Пусть

‖ · ‖ — евклидова норма в R
n и Bn(c)

△
= {x ∈ R

n | ‖x‖ 6 c} при c ∈ R+. Как и в [13],

полагаем, что ∀a ∈ R+ ∃b ∈ R+:

ϕ(τ, t, x, η) ∈ Bn(b) ∀t ∈ T ∀x ∈ Bn(a) ∀η ∈ Ht ∀τ ∈ [t, ϑ0] (5.1)

(условие равномерной ограниченности). При t ∈ T отображение

(x, η) 7→ ϕ(·, t, x, η) : Rn ×Ht → Cn([t, ϑ0]) (5.2)

непрерывно, где Ht оснащается относительной ∗-слабой топологией, Rn — топологией по-

координатной сходимости, а Cn([t, ϑ0]) — топологией равномерной сходимости; см. [34,

с. 309]. При (t∗, x∗) ∈ T × R
n и ν ∈ Et∗ в виде

XΠ(t∗, x∗, ν)
△
= {ϕ(·, t∗, x∗, η) : η ∈ Πt∗(ν)} (5.3)

имеем непустой компакт в Cn([t∗, ϑ0]) с топологией равномерной сходимости. Кроме того,

при (t∗, x∗) ∈ T × R
n и α ∈ Ãt∗

X[t∗; x∗;α]
△
= {ϕ(·, t∗, x∗, η) : η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)} ∈ P ′(Cn([t∗, ϑ0])) (5.4)

есть (непустой) пучок траекторий, порожденных квазистратегией α из позиции (t∗, x∗); ес-

ли α ∈ ÃΠ
t∗

, то (5.4) — непустой компакт в Cn([t∗, ϑ0]). Напомним определения [35, 36],

относящиеся к траекториям, порожденным стратегиями–тройками игрока II. Так (см. [35,

раздел 7], [36, (7.4)–(7.9)]) при (t, x) ∈ T × R
n, V ∈ V, β ∈ G

∗
t и m ∈ N в ви-

де X[t; x;V ; β;m] ∈ P ′(Cn([t, ϑ0])) имеем пучок траекторий, порожденных стратегией–

тройкой (V, β,m) из позиции (t, x) (они отвечают каждая совместному воздействию на си-

стему (2.1) стратегии–тройки и ОУ игрока I при стартовой позиции (t, x)). Полагая при

(t∗, x∗) ∈ T × R
n и v ∈ Q, что Xπ(t∗, x∗, v)

△
= {ϕ(·, t∗, x∗, µ ⊗ v) : µ ∈ Rt∗}, получаем непу-

стой компакт в Cn([t∗, ϑ0]). Тогда [35, (7.7)] X[t∗; x∗;V ; β; 1] есть объединение всех множеств

Xπ(t∗, x∗, v), v ∈ V (t∗, x∗), при всяком выборе (t∗, x∗) ∈ T × R
n, V ∈ Vpos и β ∈ G

∗
t∗

.

§ 6. Метод программных итераций

В настоящем параграфе введем итерационную процедуру [30,34], являющуюся развити-

ем [8]. Однако, сначала напомним некоторые топологические понятия. На множестве T×R
n

позиций игры задаем метрику ρ ∈ R+[(T × R
n) × (T × R

n)] посредством [34, (5.1)], сопо-

ставляя позициям (t1, x1) и (t2, x2) в виде ρ((t1, x1), (t2, x2)) наибольшее из чисел |t1 − t2|
и ‖x1 − x2‖. Метрическая топология t на T × R

n, порожденная метрикой ρ, есть обыч-

ная топология покоординатной сходимости, а F
△
= CT×Rn [t] — семейство всех замкнутых

в (T ×R
n, t) п/м T ×R

n; F ′ △
= F \{∅} есть семейство всех непустых замкнутых п/м T ×R

n.

Для введения другого оснащения T × R
n полагаем сначала, что τ∂

△
= P(T ) (дискретная

топология на T ), а τ
(n)
R

— топология на R
n, порожденная нормой ‖ · ‖ (обычная тополо-

гия покоординатной сходимости в R
n). Через τ∂ ⊗ τ

(n)
R

обозначаем топологию стандарт-

ного произведения пространств (T, τ∂) и (Rn, τ
(n)
R

); данная топология метризуема. Если

E ∈ P(T × R
n) и t ∈ T , то полагаем, что

E〈t〉
△
= {x ∈ R

n | (t, x) ∈ E} ∈ P(Rn),
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получая сечение E. Полагая, что F
△
= CRn [τ

(n)
R

] (семейство всех замкнутых п/м R
n), для

семейства F
△
= CT×Rn [τ∂ ⊗ τ

(n)
R

] замкнутых в (T × R
n, τ∂ ⊗ τ

(n)
R

) п/м T × R
n имеем, что

F = {F ∈ P(T × R
n) | F 〈t〉 ∈ F ∀t ∈ T},

получая представление F в терминах множеств с замкнутыми сечениями. Пусть F′ △
=

△
= F \ {∅}. Ясно, что F ⊂ F и F ′ ⊂ F′. Введем оператор программного поглощения,

фиксируя множество M ∈ P(T × R
n): полагаем, что A[M ] действует в P(T × R

n) по пра-

вилу

A[M ](S)
△
= {(t, x) ∈ S | ∀ν ∈ Et ∃x(·) ∈ XΠ(t, x, ν) ∃ϑ ∈ [t, ϑ0] : ((ϑ, x(ϑ)) ∈M)

&((τ,x(τ)) ∈ S ∀τ ∈ [t, ϑ[)} ∀S ∈ P(T × R
n).

В общем случае M ∈ P(T × R
n) и N ∈ P(T × R

n) определена [34, раздел 6] последова-

тельность (Wk(M,N))k∈N0 ∈ P(T × R
n)N0 , для которой

(W0(M,N)
△
= N)&(Wk+1(M,N) = A[M ](Wk(M,N)) ∀k ∈ N0), (6.1)

а также следующее предельное множество

W (M,N)
△
=

⋂

k∈N0

Wk(M,N). (6.2)

Важно отметить (см. [34, раздел 6]), что при M ∈ F и N ∈ F

(Ws(M,N) ∈ F ∀s ∈ N0)&(W (M,N) = A[M ](W (M,N)) ∈ F). (6.3)

Второе важное свойство касается вопросов секвенциальной сходимости: если (Mi)i∈N ∈
∈ FN, (Ni)i∈N ∈ FN, M ∈ P(T×R

n) и N ∈ P(T×R
n), причем ((Mi)i∈N ↓M)&((Ni)i∈N ↓ N),

то M ∈ F , N ∈ F и самое главное

((Wk(Mi, Ni))i∈N ↓ Wk(M,N) ∀k ∈ N0)&((W (Mi, Ni))i∈N ↓ W (M,N)). (6.4)

Свойства (6.3), (6.4) являются базовыми; особо выделим свойство неподвижной точки

в (6.3). Итак, пары (M,N) ∈ F × F в наших построениях играют (см. (6.3), (6.4)) важ-

ную роль.

Всюду в дальнейшем фиксируем M ∈ F ′ и N ∈ F′, получая пару

(M,N) ∈ F ′ × F′; (6.5)

введены параметры ДИ сближения–уклонения, для которой в краткой форме отметим свой-

ство альтернативной разрешимости. Прежде всего (см. [34, теорема 10.1]) имеем цепочку

равенств

W (M,N) = {(t, x) ∈ N | ∃α ∈ Ãt ∀x(·) ∈ X[t; x;α]

∃ϑ ∈ [t, ϑ0] : ((ϑ,x(ϑ)) ∈ M)&((ξ,x(ξ)) ∈ N ∀ξ ∈ [t, ϑ[)} =

= {(t, x) ∈ N | ∃α ∈ ÃΠ
t ∀x(·) ∈ X[t; x;α] ∃ϑ ∈ [t, ϑ0] : ((ϑ,x(ϑ)) ∈ M)&

&((ξ,x(ξ)) ∈ N ∀ξ ∈ [t, ϑ[)},

(6.6)

характеризующую решение нужного варианта задачи I(M,N) (2.2). В связи с приме-

нением квазистратегий отметим, что в [37] указана возможность конструировать на их

основе реализуемые процедуры управления с поводырем (моделью). С другой стороны

(см. [30, с. 61, 62], [35, теорема 9.2]),

N \W (M,N) = {(t, x) ∈ N | ∃(V, β,m) ∈ Vpos ×G
∗

t∗
× N

∀x(·) ∈ X[t; x;V ; β;m] ∀ϑ ∈ [t, ϑ0] ((ϑ,x(ϑ)) ∈ M) ⇒ (∃ξ ∈ [t, ϑ[ : (ξ,x(ξ)) /∈ N)}.
(6.7)

Из (6.6), (6.7) вытекает нужный вариант альтернативы, отвечающий паре множеств (6.5).
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§ 7. Релаксация игровой задачи сближения

Всюду в дальнейшем, наряду с (6.5), полагаем, что N〈t〉 6= ∅ ∀t ∈ T . При (t, x) ∈ T×R
n

имеем ρ((t, x);M)
△
= inf({ρ((t, x), (τ, y)) : (τ, y) ∈ M}) ∈ R+. С учетом этого при ε ∈ R+

имеем

S0(M, ε)
△
= {(t, x) ∈ T × R

n | ρ((t, x);M) 6 ε} ∈ F ′.

Кроме того, при S ∈ P ′(Rn) и x ∈ R
n имеем (‖ · ‖− inf)[x;S]

△
= inf({‖x−y‖ : y ∈ S}) ∈ R+.

Если ε ∈ R+ и t ∈ T , определено

B0
n(N〈t〉, ε)

△
= {x ∈ R

n | (‖ · ‖ − inf)[x;N〈t〉] 6 ε} ∈ F
′,

где (здесь и ниже) F′ △
= F \ {∅}. Получаем теперь при ε ∈ R+, что

S(N, ε)
△
= {(t, x) ∈ T × R

n | x ∈ B0
n(N〈t〉, ε)} ∈ P ′(T × R

n).

Легко видеть, что S0(M, 0) = M и S(N, 0) = N. Кроме того, имеем, что S(N, ε)〈t〉 =
= B0

n(N〈t〉, ε) при ε ∈ R+ и t ∈ T . Как следствие S(N, ε) ∈ F′ ∀ε ∈ R+. Получили, что при

ε ∈ R+

(S0(M, ε) ∈ F ′)&(S(N, ε) ∈ F′). (7.1)

При построении релаксаций используем замены M → S0(M, ε) и N → S(N, κε), где

κ ∈ R+ \ {0} — параметр приоритетности (см. [38], где обсуждалась возможность измене-

ния κ; в настоящем изложении κ фиксировано). Легко видеть, что

(T × R
n =

⋃

ε∈R+

Wk(S0(M, ε),S(N, κε)) ∀k ∈ N0)&(T × R
n =

⋃

ε∈R+

W (S0(M, ε),S(N, κε))).

Совсем кратко напомним построения [22, 38] с несущественными коррекциями. Так, при

(t, x) ∈ T × R
n

(Σ
(k)
0 (t, x | κ)

△
= {ε ∈ R+ | (t, x) ∈ Wk(S0(M, ε),S(N, κε))} ∈ P ′(R+) ∀k ∈ N0)&

&(Σ0(t, x | κ)
△
= {ε ∈ R+ | (t, x) ∈ W (S0(M, ε),S(N, κε))} ∈ P ′(R+));

с учетом этого получаем, что (ε
(k)
0 (t, x | κ)

△
= inf(Σ

(k)
0 (t, x | κ)) ∈ R+)&(ε0(t, x | κ)

△
=

△
= inf(Σ0(t, x | κ)) ∈ R+). На R+[T × R

n] введем поточечный порядок ≦; при этом

(ε
(k)
0 (· | κ)

△
= (ε

(k)
0 (z | κ))z∈T×Rn ∈ R+[T × R

n] ∀k ∈ N0)&

&(ε0(· | κ)
△
= (ε0(z | κ))z∈T×Rn ∈ R+[T × R

n]).

Тогда ε
(k)
0 (· | κ) ≦ ε

(k+1)
0 (· | κ) при k ∈ N0. Кроме того, ε0(· | κ) есть точная верх-

няя грань множества {ε
(k)
0 (· | κ) : k ∈ N0} в частности упорядоченном множестве (ЧУМ)

(R+[T × R
n],≦). Наконец, при (t∗, x∗) ∈ T × R

n имеем, что

(ε
(k)
0 (t∗, x∗ | κ) ∈ Σ

(k)
0 (t∗, x∗ | κ) ∀k ∈ N0)&(ε0(t∗, x∗ | κ) ∈ Σ0(t∗, x∗ | κ)).
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Условимся называть функцию ε0(· | κ) основной. Отметим легкопроверяемые свойства

лучей: если (t∗, x∗) ∈ T × R
n, то

(Σ
(k)
0 (t∗, x∗ | κ) = [ ε

(k)
0 (t∗, x∗ | κ),∞ [ ∀k ∈ N0)&(Σ0(t∗, x∗ | κ) = [ ε0(t∗, x∗ | κ),∞ [ ).

Полезно напомнить (см. [22,38]) связь с итерационной процедурой (6.1), (6.2): если b ∈ R+,

то
(ε

(k)
0 (· | κ)−1([0, b]) = Wk(S0(M, b),S(N, κb)) ∀k ∈ N0)&

&(ε0(· | κ)
−1([0, b]) = W (S0(M, b),S(N, κb))).

(7.2)

В частности, Wk(M,N) = {(t, x) ∈ T × R
n | ε

(k)
0 (t, x | κ) = 0} при k ∈ N0; аналогично,

W (M,N) = {(t, x) ∈ T ×R
n | ε0(t, x | κ) = 0}. Пусть M

△
= {g ∈ R+[T × R

n]|g−1([0, b]) ∈ F

∀b ∈ R+} (множество всех полунепрерывных снизу неотрицательных в/з функций на

(T × R
n, τ∂ ⊗ τ

(n)
R

)). Из (6.3), (7.1) и (7.2) вытекает, что

(ε
(k)
0 (· | κ) ∈ M ∀k ∈ N0)&(ε0(· | κ) ∈ M). (7.3)

Введем ρ(·;M)
△
= (ρ(z;M))z∈T×Rn ∈ R+[T × R

n] (непрерывная в/з функция расстояния

до M), а также

ζκ
△
= (

1

κ
(‖ · ‖ − inf)[x;N〈t〉])(t,x)∈T×Rn ∈ R+[T × R

n]. (7.4)

Тогда (ζκ)
−1([0, b]) = S(N, κb) при b ∈ R+ (см. (6.1), (7.2)) и ε

(0)
0 (· | κ) = ζκ. В виде

ψκ
△
= (sup({ρ((t, x);M); ζκ(t, x)}))(t,x)∈T×Rn ∈ M (7.5)

имеем точную верхнюю грань множества {ρ(·;M); ζκ} в (R+[T × R
n],≦). Полагая Mψ

△
=

△
= {g ∈ M | g ≦ ψκ}, имеем весьма очевидное следствие (7.3):

(ε
(k)
0 (· | κ) ∈ Mψ ∀k ∈ N0)&(ε0(· | κ) ∈ Mψ). (7.6)

§ 8. Вспомогательные функционалы качества

Как и в [22, 38], полагаем в дальнейшем, что для некоторого c ∈ R+

Bn(c) ∩N〈t〉 6= ∅ ∀t ∈ T (8.1)

(квазиограниченность N). Тогда (см. (8.1)) при t∗ ∈ T , x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и τ ∈ [t∗, ϑ0]

(‖ · ‖ − inf)[x(τ);N〈τ〉] 6 c+ max
t∈[t∗,ϑ0]

‖x(t)‖;

как следствие получаем теперь, что

ζκ(τ, x(τ)) 6
1

κ

[

c+ max
t∈[t∗,ϑ0]

‖x(t)‖
]

. (8.2)

Далее (см. [22,38]) при t ∈ T определяем мультифункционал It ∈ P ′([t, ϑ0])
[t,ϑ0] посредством

условий

(It(t)
△
= {t})&(It(ϑ)

△
= [t, ϑ [ ∀ϑ ∈] t, ϑ0]). (8.3)
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С учетом (8.3) при t∗ ∈ T , x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и ϑ ∈ [t∗, ϑ0] определено конечное значение

ωκ(t∗, x(·), ϑ)
△
= sup({ρ((ϑ, x(ϑ));M); sup

t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x(t))}) ∈ R+. (8.4)

Отметим, что согласно (7.5), (8.3), (8.4) имеем при t∗ ∈ T и x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) следую-

щую цепочку равенств

ωκ(t∗, x(·), t∗) = sup({ρ((t∗, x(t∗));M); sup
t∈It∗ (t∗)

ζκ(t, x(t))}) = (8.5)

= sup({ρ((t∗, x(t∗));M); ζκ(t∗, x(t∗))}) = ψκ(t∗, x(t∗)).

С учетом (8.4), (8.5) полагаем при t∗ ∈ T , что функционал γ
(κ)
t∗ ∈ R+[Cn([t∗, ϑ0])] определя-

ется условиями

γ
(κ)
t∗ (x(·))

△
= inf

ϑ∈[t∗,ϑ0]
ωκ(t∗, x(·), ϑ) ∀x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]); (8.6)

ясно, что γ
(κ)
t∗ (x̄(·)) 6 ψκ(t∗, x̄(t∗)) при x̄(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]). При t∗ ∈ T полагаем, что ‖ · ‖

(C)
t∗

есть норма равномерной сходимости на Cn([t∗, ϑ0]).

Предложение 1. Если t∗ ∈ T , x1(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и x2(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]), то

|γ
(κ)
t∗ (x1(·))− γ

(κ)
t∗ (x2(·))| 6 sup({1;

1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ . (8.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем t∗ ∈ T , x1(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и x2(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]).
Тогда (см. [33, (2.7.14)]) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

|ρ((ϑ, x1(ϑ));M)− ρ((ϑ, x2(ϑ));M)| 6 ρ((ϑ, x1(ϑ)), (ϑ, x2(ϑ))) =

= ‖x1(ϑ)− x2(ϑ)‖ 6 ‖x1(·)− x2(·)‖
(C)
t∗ .

(8.8)

Далее, фиксируем θ ∈ [t∗, ϑ0]. Если y ∈ N〈θ〉, то

|‖x1(θ)− y‖ − ‖x2(θ)− y‖| 6 ‖x1(θ)− x2(θ)‖ 6 ‖x1(·)− x2(·)‖
(C)
t∗ . (8.9)

Поэтому согласно (8.9) имеем, что ∀y ∈ N〈θ〉

(‖ · ‖ − inf)[x1(θ);N〈θ〉] 6 ‖x2(θ)− y‖+ ‖x1(·)− x2(·)‖
(C)
t∗ .

Как следствие получаем неравенство

(‖ · ‖ − inf)[x1(θ);N〈θ〉]− ‖x1(·)− x2(·)‖
(C)
t∗ 6 (‖ · ‖ − inf)[x2(θ);N〈θ〉]. (8.10)

Аналогичным образом устанавливается неравенство

(‖ · ‖ − inf)[x2(θ);N〈θ〉]− ‖x1(·)− x2(·)‖
(C)
t∗ 6 (‖ · ‖ − inf)[x1(θ);N〈θ〉]. (8.11)

Получили из (7.4), (8.10) и (8.11), что

|ζκ(θ, x1(θ))− ζκ(θ, x2(θ))| 6
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ .
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Поскольку выбор θ был произвольным, установлено, что

|ζκ(t, x1(t))− ζκ(t, x2(t))| 6
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ ∀t ∈ [t∗, ϑ0].

В частности, получаем при ϑ ∈ [t∗, ϑ0] и t ∈ It∗(ϑ), что

|ζκ(t, x1(t))− ζκ(t, x2(t))| 6
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ . (8.12)

Из (8.12) вытекает теперь, что при ϑ ∈ [t∗, ϑ0] и t̃ ∈ It∗(ϑ)

ζκ(t̃, x1(t̃)) 6 sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x2(t)) +
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ .

Как следствие, при ϑ ∈ [t∗, ϑ0] реализуется следующее неравенство

sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x1(t)) 6 sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x2(t)) +
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ . (8.13)

Аналогичным образом из (8.12) извлекается при ϑ ∈ [t∗, ϑ0] неравенство

sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x2(t)) 6 sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x1(t)) +
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ . (8.14)

Из (8.13), (8.14) получаем следующее важное свойство:

∣

∣

∣
sup

t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x1(t))− sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x2(t))
∣

∣

∣
6

1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]. (8.15)

Возвращаясь к (8.4), заметим с учетом (8.8), что при ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

ρ((ϑ, x1(ϑ));M) 6 ωκ(t∗, x2(·), ϑ) + ‖x1(·)− x2(·)‖
ϑ
t∗

и, вместе с тем, имеет место (см. (8.4), (8.15))

sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x1(t)) 6 ωκ(t∗, x2(·), ϑ) +
1

κ
‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ .

Из двух последних неравенств вытекает, что (см. (8.4)) при ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

ωκ(t∗, x1(·), ϑ) 6 ωκ(t∗, x2(·), ϑ) + sup({1;
1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ .

Аналогичными рассуждениями из (8.8) и (8.15) извлекается при ϑ ∈ [t∗, ϑ0] неравенство

ωκ(t∗, x2(·), ϑ) 6 ωκ(t∗, x1(·), ϑ) + sup({1;
1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ .

Комбинируя два последних неравенства, получаем следующее свойство:

|ωκ(t∗, x1(·), ϑ)− ωκ(t∗, x2(·), ϑ)| 6 sup({1;
1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]. (8.16)

Из (8.6) и (8.16) вытекает с очевидностью, что

(γ
(κ)
t∗ (x1(·)) 6 ωκ(t∗, x2(·), ϑ) + sup({1;

1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0])&

&(γ
(κ)
t∗ (x2(·)) 6 ωκ(t∗, x1(·), ϑ) + sup({1;

1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]);

(8.17)
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комбинируя (8.6) и (8.17), получаем неравенства

(γ
(κ)
t∗ (x1(·)) 6 γ

(κ)
t∗ (x2(·)) + sup({1;

1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ )&

&(γ
(κ)
t∗ (x2(·)) 6 γ

(κ)
t∗ (x1(·)) + sup({1;

1

κ
})‖x1(·)− x2(·)‖

(C)
t∗ ),

откуда, в свою очередь, вытекает требуемое неравенство (8.7).

Предложение 2. При t∗ ∈ T множество нулей функционала γ
(κ)
t∗ исчерпывается непре-

рывными на [t∗, ϑ0] n-вектор-функциями, реализующими (M,N)-наведение:

(γ
(κ)
t∗ )−1({0}) = {x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) | ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0] : ((ϑ, x(ϑ)) ∈ M)&

&((t, x(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ))}.
(8.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Ω множество в правой части (8.18). Пусть

x̄(·) ∈ Ω. Тогда x̄(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и для некоторого ϑ∗ ∈ [t∗, ϑ0]

((ϑ∗, x̄(ϑ∗)) ∈ M)&((t, x̄(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ∗)); (8.19)

в силу второго положения в (8.19) имеем, что x̄(t) ∈ N〈t〉 ∀t ∈ It∗(ϑ∗). Как следствие

(‖ · ‖ − inf)[x̄(t);N〈t〉] = 0 ∀t ∈ It∗(ϑ∗). С учетом (7.4) получаем свойство

ζκ(t, x̄(t)) = 0 ∀t ∈ It∗(ϑ∗)). (8.20)

Вместе с тем, из первого положения в (8.19) вытекает, что ρ((ϑ∗, x̄(ϑ∗));M) = 0. Поэто-

му с учетом (8.4) и (8.20) получаем, что ωκ(t∗, x̄(·), ϑ∗) = 0 и, тем более, γ
(κ)
t∗ (x̄(·)) = 0

(см. (8.6)). Следовательно, x̄(·) ∈ (γ
(κ)
t∗ )−1({0}). Итак,

Ω ⊂ (γ
(κ)
t∗ )−1({0}). (8.21)

Выберем произвольно y(·) ∈ (γ
(κ)
t∗ )−1({0}). Итак, y(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и γ

(κ)
t∗ (y(·)) = 0. С уче-

том (8.6) получаем, что ∀ε ∈] 0,∞[ ∃ϑ̃ε ∈ [t∗, ϑ0] : ωκ(t∗, y(·), ϑ̃ε) < ε. Поэтому для некото-

рой последовательности (ϑk)k∈N ∈ [t∗, ϑ0]
N

0 6 ωκ(t∗, y(·), ϑj) <
1

j
∀j ∈ N. (8.22)

С учетом компактности [t∗, ϑ0] будем полагать, что для некоторого ϑ∗ ∈ [t∗, ϑ0]

(ϑk)k∈N → ϑ∗. (8.23)

При этом (ϑ∗ = t∗) ∨ (t∗ < ϑ∗). Оба случая рассмотрим отдельно, однако сначала заметим,

что в силу непрерывности y(·) и (8.23)

(ρ((ϑk, y(ϑk));M))k∈N → ρ((ϑ∗, y(ϑ∗));M),

а потому (см. (8.22)) ρ((ϑ∗, y(ϑ∗));M) = 0 и, как следствие,

(ϑ∗, y(ϑ∗)) ∈ M. (8.24)
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1) Пусть ϑ∗ = t∗. Тогда в силу (8.4) и того, что ϑ∗ ∈ It∗(ϑs) при s ∈ N (см. (8.3)),

получаем следующее свойство. Именно, при s ∈ N

0 6 ζκ(t∗, y(t∗)) = ζκ(ϑ
∗, y(ϑ∗)) 6 sup

t∈It∗ (ϑs)

ζκ(t, y(t)) 6 ωκ(t∗, y(·), ϑs) <
1

s
.

Поэтому ζκ(t∗, y(t∗)) = 0 и, как следствие, (‖ · ‖ − inf)[y(t∗);N〈t∗〉] = 0; см. (7.4). Это

означает, что y(t∗) ∈ N〈t∗〉, а потому (t∗, y(t∗)) ∈ N. С учетом (8.3) получаем, что

(t, y(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ
∗)

в рассматриваемом случае 1). Итак, истинна импликация

(ϑ∗ = t∗) ⇒ ((t, y(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ
∗)). (8.25)

2) Пусть t∗ < ϑ∗. Тогда ϑ∗ ∈] t∗, ϑ0] и согласно (8.3) It∗(ϑ
∗)) = [t∗, ϑ

∗[. Выберем про-

извольно t∗ ∈ It∗(ϑ
∗)), получая, как следствие, что t∗ ∈ [t∗, ϑ

∗ [. Тогда ϑ∗ − t∗ ∈] 0,∞ [
и согласно (8.23) для некоторого n ∈ N имеем, что

|ϑk − ϑ∗| < ϑ∗ − t∗ ∀k ∈ −−→
n,∞.

Поэтому при k ∈ −−→
n,∞ имеем ϑ∗−ϑk < ϑ∗−t∗ и, как следствие, t∗ < ϑk. В итоге t∗ ∈ [t∗, ϑk [

и ϑk ∈] t∗, ϑ0] при k ∈ −−→
n,∞; как следствие для таких k имеем в силу (8.3), что It∗(ϑk) =

= [t∗, ϑk [ и, следовательно, t∗ ∈ It∗(ϑk). В этом случае согласно (8.4) и (8.22) ζκ(t
∗, y(t∗)) 6

6 ωκ(t∗, y(·), ϑk) <
1
k

∀k ∈ −−→
n,∞. Это означает, что ζκ(t

∗, y(t∗)) = 0. Из (7.4) имеем теперь,

что

(‖ · ‖ − inf)[y(t∗);N〈t∗〉] = 0,

что означает справедливость включения y(t∗) ∈ N〈t∗〉, а потому (t∗, y(t∗)) ∈ N. Поскольку

выбор t∗ был произвольным, мы и в случае 2) получаем, что (t, y(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ
∗).

Итак, истинна импликация

(t∗ < ϑ∗) ⇒ ((t, y(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ
∗));

с учетом (8.25) имеем теперь во всех возможных случаях свойство (t, y(t) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ
∗).

Тогда (см. (8.24))

((ϑ∗, y(ϑ∗)) ∈ M)&((t, y(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ
∗)). (8.26)

Коль скоро ϑ∗ ∈ [t∗, ϑ0], из (8.26) следует, что ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0]:

((ϑ, y(ϑ)) ∈ M)&((t, y(t)) ∈ N ∀t ∈ It∗(ϑ)).

Иными словами, y(·) ∈ Ω, чем и завершается проверка вложения (γ
(κ)
t∗ )−1({0}) ⊂ Ω. С уче-

том (8.21) имеем требуемое равенство (γ
(κ)
t∗ )−1({0}) = Ω. �

Отметим, что из предложения 1 следует, конечно, что при t∗ ∈ T функционал γ
(κ)
t∗ явля-

ется равномерно непрерывным (установили ранее липшицевость данного функционала).
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§ 9. Итерации на пространстве функций

Ниже рассматривается вариант МПИ, подобный [22,38,39] и реализуемый в R+[T×R
n].

Нашей целью здесь является представление преобразований

ε
(k)
0 (· | κ) → ε

(k+1)
0 (· | κ), k ∈ N0, (9.1)

в терминах действия некоторого оператора. В (9.1), в частности, выделяем случай k = 0,

имея целью получить представление ε
(1)
0 (· | κ). Сначала, однако, рассмотрим некото-

рые вспомогательные конструкции. Напомним, что согласно (7.5) и (8.2) при t∗ ∈ T
и x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) функция

τ 7→ ψκ(τ, x(τ)) : [t∗, ϑ0] → R+ (9.2)

ограничена; как следствие при g ∈ Mψ ограничена функция

τ 7−→ g(τ, x(τ)) : [t∗, ϑ0] → R+

и при ϑ ∈ [t∗, ϑ0] имеем конечное значение

sup({ sup
τ∈It∗ (ϑ)

g(τ, x(τ)); ρ((ϑ, x(ϑ));M)}) ∈ R+.

С учетом этого при g ∈ Mψ и t ∈ T вводим функционал

H[g; t]
△
= (sup({ sup

τ∈It(ϑ)

g(τ, x(τ)); ρ((ϑ, x(ϑ));M)}))(x(·),ϑ)∈Cn([t,ϑ0])×[t,ϑ0] ∈

∈ R+[Cn([t, ϑ0])× [t, ϑ0]].

(9.3)

Предложение 3. Если g ∈ Mψ и t∗ ∈ T , то ∀x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

H[g; t∗](x(·), ϑ) 6 sup
t∈[t∗,ϑ0]

ψκ(t, x(t)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем g ∈ Mψ и t∗ ∈ T . С учетом ограниченности функ-

ции (9.2) имеем, что ∀x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0])

sup
t∈[t∗,ϑ0]

ψκ(t, x(t)) ∈ R+.

Рассмотрим H[g; t∗] ∈ R+[Cn([t∗, ϑ0])× [t∗, ϑ0]]. Пусть x̄(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и ϑ̄ ∈ [t∗, ϑ0]. Тогда

по определению g ∈ Mψ имеем, что

g(t, x̄(t)) 6 ψκ(t, x̄(t)) ∀t ∈ [t∗, ϑ0].

Как следствие получаем (см. (8.3)), что

sup
t∈It∗ (ϑ̄)

g(t, x̄(t)) 6 sup
t∈[t∗,ϑ0]

ψκ(t, x̄(t)). (9.4)

Кроме того, в силу (7.5) получаем также, что

ρ((ϑ̄, x̄(ϑ̄);M) 6 ψκ(ϑ̄, x̄(ϑ̄)) 6 sup
t∈[t∗,ϑ0]

ψκ(t, x̄(t)).
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С учетом (9.3) и (9.4) получаем теперь неравенство

H[g; t∗](x̄(·), ϑ̄) 6 sup
t∈[t∗,ϑ0]

ψκ(t, x̄(t)).

Поскольку выбор x̄(·) и ϑ̄ был произвольным, требуемое утверждение доказано. �

Напомним, что (см. [22, 39]) при g ∈ Mψ, t∗ ∈ T и ϑ ∈ [t∗, ϑ0] функционал

H[g; t∗](·, ϑ)
△
= (H[g; t∗](x(·), ϑ))x(·)∈Cn([t∗,ϑ0]) ∈ R+[Cn([t∗, ϑ0])] (9.5)

обладает замкнутыми множествами Лебега H[g; t∗](·, ϑ)
−1([0, b]), b ∈ R+. Доказательство

подобно обоснованию [24, предложение 13]. Заметим, что в качестве аргументов в (9.5)

можно использовать обобщенные траектории. В этой связи при g ∈ Mψ, t∗ ∈ T , x∗ ∈ R
n

и ν ∈ Et∗ введем

h[g; t∗; x∗; ν]
△
= (H[g; t∗] | XΠ(t∗, x∗, ν)× [t∗, ϑ0]) ∈ R+[XΠ(t∗, x∗, ν)× [t∗, ϑ0]]; (9.6)

по аналогии с (9.5) определяем при θ ∈ [t∗, ϑ0] сечение функционала (9.6):

h[g; t∗; x∗; ν](·, θ)
△
= (h[g; t∗; x∗; ν](x(·), θ))x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν) ∈ R+[XΠ(t∗, x∗, ν)]. (9.7)

С учетом замкнутости множеств Лебега функционалов–сечений (9.5), получаем аналогич-

ное свойство и для множеств Лебега функционалов (9.7). Отсюда вытекает следующее по-

лезное положение.

Предложение 4. Если g ∈ Mψ, t∗ ∈ T , x∗ ∈ R
n, ν ∈ Et∗ , θ ∈ [t∗, ϑ0] и b ∈ R+, то мно-

жество h[g; t∗; x∗; ν](·, θ)
−1([0, b]) компактно в Cn([t∗, ϑ0]) с топологией равномерной схо-

димости.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем g ∈ Mψ, t∗ ∈ T , x∗ ∈ R
n, ν ∈ Et∗ , θ ∈ [t∗, ϑ0]

и b ∈ R+. Тогда в силу (9.6)

h[g; t∗; x∗; ν](·, θ)
−1([0, b]) = H[g; t∗](·, θ)

−1([0, b]) ∩ XΠ(t∗, x∗, ν), (9.8)

а потому по свойствам функционалов (9.5) множество (9.8) замкнуто в топологии рав-

номерной сходимости пространства Cn([t∗, ϑ0]). С другой стороны XΠ(t∗, x∗, ν) компактно

в Cn([t∗, ϑ0]), а, стало быть, в оснащении индуцированной топологией оно компактно как

топологическое пространство. При этом (9.8) замкнуто в XΠ(t∗, x∗, ν) с упомянутым осна-

щением и, следовательно, компактно в данном подпространстве Cn([t∗, ϑ0]). С учетом тран-

зитивности операции перехода к подпространству (см. [40, предложение 2.1.2]) получаем,

что (9.8) компактно и в самом пространстве Cn([t∗, ϑ0]). �

Следствие 1. При g ∈ Mψ, t∗ ∈ T , x∗ ∈ R
n, ν ∈ Et∗ и θ ∈ [t∗, ϑ0] функционал

x(·) 7→ h[g; t∗; x∗; ν](x(·), θ) : XΠ(t∗, x∗, ν) → R+

достигает минимума.

Доказательство — очевидное следствие известного эквивалентного определения ком-

пактности (см. [40, теорема 3.1.1]), поскольку зависимость

b 7→ h[g; t∗; x∗; ν](·, θ)
−1([0, b]) : R+ → P(XΠ(t∗, x∗, ν))
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изотонна в смысле упорядоченности по включению на P(XΠ(t∗, x∗, ν)). Заметим, что со-

гласно предложению 3 и (9.6)

h[g; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) 6 sup
t∈[t∗,ϑ0]

ψκ(t, x(t)) ∀g ∈ Mψ ∀t∗ ∈ T

∀x∗ ∈ R
n ∀ν ∈ Et∗ ∀x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0].

Учтем условие равномерной ограниченности обобщенных траекторий.

Предложение 5. Если (t∗, x∗) ∈ T × R
n, то ∃b ∈ R+:

ψκ(t, x(t)) 6 b ∀ν ∈ Et∗ ∀x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν) ∀t ∈ [t∗, ϑ0]. (9.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (t∗, x∗) ∈ T×R
n и, с учетом (5.1), подберем β ∈ R+

так, что

‖ϕ(t, t∗, x∗, η)‖ 6 β ∀η ∈ Ht∗ ∀t ∈ [t∗, ϑ0].

Используя непустоту множества M, выберем и зафиксируем (τ∗, y∗) ∈ M. Получаем, что

b∗
△
= sup({sup({ϑ0 − t0; β + ‖y∗‖});

1

κ
(c+ β)}) ∈ R+.

Имеем очевидное свойство

ρ((t, ϕ(t, t∗, x∗, η));M) 6 ρ((t, ϕ(t, t∗, x∗, η)), (τ∗, y∗)) =

= sup({|t− τ∗|; ‖ϕ(t, t∗, x∗, η)− y∗‖}) 6 sup({ϑ0 − t0; ‖ϕ(t, t∗, x∗, η)‖+ ‖y∗‖}) 6

6 sup({ϑ0 − t0; β + ‖y∗‖}) ∀η ∈ H∗ ∀t ∈ [t∗, ϑ0],

(9.10)

где sup({ϑ0 − t0; β + ‖y∗‖}) ∈ R+. При этом Ht∗ есть объединение всех множеств Πt∗(ν),
ν ∈ Et∗ ; см. [30]. Поэтому (см. (5.3), (9.10)) имеем, что

ρ((t, x(t));M) 6 sup({ϑ0 − t0; β + ‖y∗‖}) ∀ν ∈ Et∗ ∀x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν) ∀t ∈ [t∗, ϑ0].
(9.11)

Напомним (8.2). Тогда по выбору β имеем, что

ζκ(t, ϕ(t, t∗, x∗, η)) 6
1

κ
(c+ β) ∀η ∈ Ht∗ ∀t ∈ [t∗, ϑ0]. (9.12)

Поэтому получаем, как следствие (см. (5.3), (9.12)), что

ζκ(t, x(t)) 6
1

κ
(c+ β) ∀ν ∈ Et∗ ∀x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν) ∀t ∈ [t∗, ϑ0]. (9.13)

Теперь учтем (7.5). Тогда (см. (9.11), (9.13)) ∀ν ∈ Et∗ ∀x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν) ∀t ∈ [t∗, ϑ0]

ψκ(t, x(t)) = sup({ρ((t, x(t));M); ζκ(t, x(t))}) 6 b∗.

Число b∗ может использоваться в качестве b в соотношении (9.9). Требуемое свойство уста-

новлено. �

Из (9.9) и предложения 4 вытекает, что ∀t∗ ∈ T ∀x∗ ∈ R
n ∃b ∈ R+:

h[g; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) 6 b ∀g ∈ Mψ ∀ν ∈ Et∗ ∀x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0].
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Как следствие получаем, что при (t∗, x∗) ∈ T × R
n непременно ∃b ∈ R+:

inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

h[g; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) 6 b ∀g ∈ Mψ ∀ν ∈ Et∗ . (9.14)

Это означает, в частности, что при (t∗, x∗) ∈ T × R
n и g ∈ Mψ определено (конечное)

значение

sup
ν∈Et∗

inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

h[g; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) ∈ R+.

С учетом этого полагаем, что Γ: Mψ → R+[T × R
n] определяется условием: при g ∈ Mψ

функция Γ(g) ∈ R+[T × R
n] такова, что

Γ(g)(t, x)
△
= sup

ν∈Et

inf
ϑ∈[t,ϑ0]

min
x(·)∈XΠ(t,x,ν)

h[g; t; x; ν](x(·), ϑ) ∀(t, x) ∈ T × R
n. (9.15)

Предложение 6. Если (t∗, x∗) ∈ T × R
n, то

∃b ∈ R+ : Γ(g)(t∗, x∗) 6 b ∀g ∈ Mψ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (t∗, x∗) ∈ T × R
n. Тогда для некоторого b ∈ R+

выполнено (9.14). В силу (9.14) и (9.15) имеем, что Γ(g)(t∗, x∗) 6 b ∀g ∈ Mψ. �

§ 10. Итерационная реализация основной функции

В настоящем параграфе приводится с несущественными изменениями итерационная

процедура [22, 39], реализуемая в Mψ и осуществляющая (9.1). Однако, сначала отметим

два очевидных свойства:

(g ≦ Γ(g) ∀g ∈ Mψ)&(∀g1 ∈ Mψ ∀g2 ∈ Mψ (g1 ≦ g2) ⇒ (Γ(g1) ≦ Γ(g2))); (10.1)

в связи с несложной проверкой (10.1) отметим, в частности, [41, предложения 15, 16].

Напомним, что (см. § 7)

Γ(ζκ) = Γ(ε
(0)
0 (· | κ)) ∈ R+[T × R

n]. (10.2)

В связи с (10.2) отметим следующее полезное предложение.

Предложение 7. Если (t∗, x∗) ∈ T × R
n, ν ∈ Et∗ и x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν), то

γ
(κ)
t∗ (x(·)) = inf

ϑ∈[t∗,ϑ0]
h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (t∗, x∗) ∈ T × R
n, ν ∈ Et∗ и x(·) ∈ XΠ(t∗, x∗, ν).

Тогда имеем (8.4), (8.5) и, вместе с тем, согласно (9.3), (9.6)

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) = H[ζκ; t∗](x(·), ϑ) =

= sup({ sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x(t)); ρ((ϑ, x(ϑ));M)}) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]. (10.3)

Из (8.4) и (10.3) получаем, как следствие, что

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) = ωκ(t∗, x(·), ϑ) ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]. (10.4)
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Но в этом случае из (8.6) и (10.4) вытекает, что

γ
(κ)
t∗ (x(·)) = inf

ϑ∈[t∗,ϑ0]
ωκ(t∗, x(·), ϑ) = inf

ϑ∈[t∗,ϑ0]
h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ). �

С учетом компактности множеств (5.3) и непрерывности функционалов γ
(κ)
t , t ∈ T ,

получаем следующее представление: если (t∗, x∗) ∈ T × R
n и ν ∈ Et∗ , то

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

γ
(κ)
t∗ (x(·)) = min

x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)
inf

ϑ∈[t∗,ϑ0]
ωκ(t∗, x(·), ϑ) =

= min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) ∈ R+.
(10.5)

С учетом следствия 1 получаем, что при (t∗, x∗) ∈ T × R
n, ν ∈ Et∗ и ϑ ∈ [t∗, ϑ0] опреде-

лено конечное значение

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) ∈ R+.

Предложение 8. Если (t∗, x∗) ∈ T × R
n, то

Γ(ζκ)(t∗, x∗) = sup
ν∈Et∗

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

γ
(κ)
t∗ (x(·)). (10.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (t∗, x∗) ∈ T × R
n. Тогда (см. (10.5); [31, гл. 1, раз-

дел 3]) при ν ∈ Et∗

inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) =

= inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

inf
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) =

= inf
(x(·),ϑ)∈XΠ(t∗,x∗,ν)×[t∗,ϑ0]

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) =

= inf
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) =

= min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

inf
ϑ∈[t∗,ϑ0]

h[ζκ; t∗; x∗; ν](x(·), ϑ) = min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

γ
(κ)
t∗ (x(·)).

(10.7)

Из (9.15) и (10.7) получаем требуемое равенство (10.6). �

Заметим, что, по свойствам множеств (5.3), все они являются непустыми ограничен-

ными замкнутыми множествами в Cn([t∗, ϑ0]), где t∗ ∈ T , с метрикой, порожденной нор-

мой ‖ · ‖
(C)
t∗ . На семействе всех таких множеств определена [40, 4.5.22] метрика Хаусдорфа;

кроме того, при (t∗, x∗) ∈ T × R
n отображение

ν 7→ XΠ(t∗, x∗, ν) : Et∗ → comp(Cn([t∗, ϑ0])),

где comp(Cn([t∗, ϑ0])) — семейство всех непустых компактов в Cn([t∗, ϑ0]) с топологией,

порождаемой нормой ‖ · ‖
(C)
t∗ , непрерывно (см. [30, лемма 10.1]) в упомянутой метрике Хау-

сдорфа (Et∗ оснащается при этом относительной ∗-слабой топологией). Фиксируя позицию

(t∗, x∗) ∈ T × R
n, мы в силу равномерной непрерывности γ

(κ)
t∗ получаем в виде

ν 7→ min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

γ
(κ)
t∗ (x(·)) : Et∗ → R+
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непрерывный функционал на метризуемом компакте, который достигает максимума. По-

этому с учетом предложения 8 получаем при (t∗, x∗) ∈ T × R
n, что Γ(ζκ)(t∗, x∗) ∈ R+ есть

программный максимин функционала γ
(κ)
t∗ :

Γ(ζκ)(t∗, x∗) = max
ν∈Et∗

min
x(·)∈XΠ(t∗,x∗,ν)

γ
(κ)
t∗ (x(·)). (10.8)

В связи с проблемой реализации (9.1) отметим, что [39, теорема 1]

ε
(k+1)
0 (· |κ) = Γ(ε

(k)
0 (· |κ)) ∀k ∈ N0.

Итак (см. § 7; [39, (4.12)]), получаем итерационную процедуру вида

(ε
(0)
0 (· |κ) = ζκ)&(ε

(k+1)
0 (· |κ) = Γ(ε

(k)
0 (· |κ)) ∀k ∈ N0). (10.9)

Мы рассматриваем (10.9) как прямую итерационную процедуру, реализующую «в пределе»

(см. § 7) основную функцию. Заметим также, что в силу (10.2), (10.8) и (10.9) в виде ε
(1)
0 (· |κ)

имеем функцию программного максимина.

§ 11. Свойства неподвижной точки и функции цены

В настоящем параграфе рассмотрим сначала положения [39, теоремы 2, 3], которые для

полноты изложения сформулируем в виде единого утверждения. Итак, введем в рассмотре-

ние M
(Γ)
ψ

△
= {g ∈ Mψ | g = Γ(g)} и

M̃
(Γ)
ψ

△
= {g ∈ M

(Γ)
ψ | ζκ ≦ g} = {g ∈ Mψ | (g = Γ(g))&(ζκ ≦ g)}.

Теорема 1. Основная функция ε0(·|κ) является неподвижной точкой Γ, то есть ε0(·|κ) ∈

∈ M
(Γ)
ψ и, более того, ε0(·|κ) есть ≦ — наименьший элемент M̃

(Γ)
ψ , то есть

(ε0(· |κ) ∈ M̃
(Γ)
ψ )&(ε0(· |κ) ≦ g ∀g ∈ M̃

(Γ)
ψ ).

Доказательство получается комбинацией теорем 2 и 3 работы [39]. Наконец, как отме-

чено в [39, раздел 6], ∀(t, x) ∈ T × R
n

(κρ((t, x);M) 6 (‖ · ‖ − inf)[x;N〈t〉]) ⇒ (ε0(t, x | κ) = ζκ(t, x)). (11.1)

В (11.1) указано фактически эффективно определяемое множество позиций, для которых

значения основной функции совпадают со значениями начальной (см. (10.9)) функции ζκ.
Введем порядковые интервалы в ЧУМ (R+[T×R

n],≦) : ∀g1 ∈ R+[T×R
n] ∀g2 ∈ R+[T×R

n]

[g1; g2]
(0)
≦

△
= {g ∈ R+[T × R

n] | (g1 ≦ g)&(g ≦ g2)};

ясно, что ε0(· |κ) ∈ [ζκ;ψκ]
(0)
≦

(см. § 7 и, в частности, (7.6)). Из определений § 7 следует

Предложение 9. Если k ∈ N0, то ε0(· |κ) ∈ [ε
(k)
0 (· |κ);ψκ]

(0)
≦

.

Предложение 10. Если (t∗, x∗) ∈ T × R
n и k ∈ N0, то истинна импликация

(ρ((t∗, x∗);M) 6 ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ)) ⇒ (ε0(t∗, x∗ |κ) = ε

(k)
0 (t∗, x∗ |κ)). (11.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (t∗, x∗) ∈ T ×R
n. Тогда ζκ(t∗, x∗) = ε

(0)
0 (t∗, x∗ |κ) 6

6 ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ); см. § 7. Поэтому

ψκ(t∗, x∗) = sup({ρ((t∗, x∗);M); ζκ(t∗, x∗)}) 6 sup({ρ((t∗, x∗);M); ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ)}). (11.3)

Пусть ρ((t∗, x∗);M) 6 ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ). Тогда получаем равенство

sup({ρ((t∗, x∗);M); ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ)}) = ε

(k)
0 (t∗, x∗ |κ). (11.4)

Из (11.3), (11.4) следует очевидное неравенство

ψκ(t∗, x∗) 6 ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ). (11.5)

С другой стороны, в силу предложения 9 имеем цепочку неравенств

ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ) 6 ε0(t∗, x∗ |κ) 6 ψκ(t∗, x∗),

откуда с учетом (11.5) вытекает равенство ε0(t∗, x∗ |κ) = ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ). Итак, имплика-

ция (11.2) установлена. �

Заметим, что, как легко видеть с учетом (7.4), свойство (11.1) есть частный случай

утверждения предложения 10.

Следствие 2. Если k ∈ N0, то истинна импликация

(ρ(·;M) ≦ ε
(k)
0 (· |κ)) ⇒ (ε0(· |κ) = ε

(k)
0 (· |κ)). (11.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k ∈ N0 и истинна посылка доказываемой имплика-

ции (11.6), то есть ρ(·;M) ≦ ε
(k)
0 (· |κ). Тогда по определению ≦ имеем, что

ρ((t, x);M) ≦ ε
(k)
0 (t, x |κ) ∀(t, x) ∈ T × R

n. (11.7)

Сравним функции ε
(k)
0 (· |κ) и ε0(· |κ). Пусть (t∗, x∗) ∈ T × R

n. Тогда в силу (11.7)

ρ((t∗, x∗);M) 6 ε
(k)
0 (t∗, x∗ |κ). Из предложения 10 следует равенство ε

(k)
0 (t∗, x∗ |κ) =

= ε0(t∗, x∗ |κ). Поскольку выбор (t∗, x∗) был произвольным, имеем, что

ε
(k)
0 (t, x |κ) = ε0(t, x |κ) ∀(t, x) ∈ T × R

n.

Это означает справедливость равенства ε
(k)
0 (· |κ) = ε0(· |κ). Импликация (11.6) установле-

на. �

В заключении отметим совсем кратко важное положение о свойствах основной функ-

ции: значения данной функции являются ценой игры на минимакс–максимин функциона-

лов вида (8.6). Более подробные сведения на этот счет см. в [22,39]. Напомним сначала, что

(см. [39, (7.1), (7.2)]) при (t∗, x∗) ∈ T × R
n

a
(W )
κ (t∗, x∗)

△
= π

(W )
t∗,x∗〈· | S0(M, ε0(t∗, x∗ | κ)), S(N, κε0(t∗, x∗ | κ))〉 =

= ({η ∈ Πt∗(ν) | ∃ϑ ∈ [t∗, ϑ0] : ((ϑ, ϕ(ϑ, t∗, x∗, η)) ∈ S0(M, ε0(t∗, x∗ | κ)))&

&((t, ϕ(t, t∗, x∗, η)) ∈ W (S0(M, ε0(t∗, x∗ | κ)), S(N, κε0(t∗, x∗ | κ))) ∀t ∈ [t∗, ϑ [)})ν∈Et∗ ∈ Ã
Π
t∗
.

Тогда (см. [39, теорема 4]) при (t∗, x∗) ∈ T × R
n имеем цепочку равенств

ε0(t∗, x∗ | κ) = min
α∈Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗ (x(·)) =

= min
α∈ÃΠ

t∗

max
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗ (x(·)) = max

x(·)∈X[t∗;x∗;a
(W )
κ (t∗,x∗)]

γ
(κ)
t∗ (x(·)).

(11.8)
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С другой стороны, из [39, теорема 5] имеем при (t∗, x∗) ∈ T × R
n равенство

ε0(t∗, x∗ | κ) = sup
(V,β,k)∈Vpos×G∗

t∗
×N

inf
x(·)∈X[t∗;x∗;V ;β;k]

γ
(κ)
t∗ (x(·)); (11.9)

из (11.8) и (11.9) получаем, что ε0(t∗, x∗ | κ) есть цена игры на минимакс–максимин функ-

ционала γ
(κ)
t∗ . При этом игрок I использует многозначные обобщенные квазистратегии, а иг-

рок II — стратегии–тройки. Отметим, однако, полезное следствие (11.8).

Теорема 2. Если t∗ ∈ T , то непрерывна функция

x 7→ ε0(t∗, x | κ) : Rn → R+. (11.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем t∗ ∈ T . Тогда (см. § 5)

(x, η) 7→ ϕ(·, t∗, x, η) : R
n ×Ht∗ → Cn([t∗, ϑ0]) (11.11)

есть непрерывное отображение (см. свойства (5.2)). Зафиксируем x∗ ∈ R
n, получая (t∗, x∗) ∈

∈ T × R
n. Выберем произвольно последовательность (xk)k∈N ∈ (Rn)N со свойством

(xk)k∈N → x∗. (11.12)

Покажем, что ∀ε ∈] 0,∞[ ∃m ∈ N:

‖ϕ(·, t∗, xk, η)− ϕ(·, t∗, x∗, η)‖
(C)
t∗ < ε ∀k ∈ −−−→m,∞ ∀η ∈ Ht∗ . (11.13)

В самом деле, допустим противное, то есть предположим, что для некоторого ε̄ ∈ ] 0,∞ [
имеет место свойство:

∀m ∈ N ∃k ∈ −−−→m,∞ ∃η ∈ Ht∗ : ε̄ 6 ‖ϕ(·, t∗, xk, η)− ϕ(·, t∗, x∗, η)‖
(C)
t∗ .

Тогда, как следствие, имеем, что для некоторых последовательностей

((km)m∈N ∈ N
N)&((ηm)m∈N ∈ (Ht∗)

N)

выполняются следующие условия: ∀m ∈ N

(m 6 km)&(ε̄ 6 ‖ϕ(·, t∗, xkm , ηm)− ϕ(·, t∗, x∗, ηm)‖
(C)
t∗ ). (11.14)

С учетом (∗-слабой) компактности Ht∗ можно полагать, что для некоторого η∗ ∈ Ht∗

(ηm)m∈N ⇀ η∗. (11.15)

В силу (11.12) и первого положения в (11.14) имеем сходимость

(xkm)m∈N → x∗,

а тогда в силу (11.15) по свойству непрерывности отображения (11.11) имеем, что

((ϕ(·, t∗, xkm , ηm))m∈N ⇒ ϕ(·, t∗, x∗, η∗))&((ϕ(·, t∗, x∗, ηm))m∈N ⇒ ϕ(·, t∗, x∗, η∗)),

где ⇒ означает равномерную сходимость. С учетом неравенства треугольника получаем,

что

∃r ∈ N : ‖ϕ(·, t∗, xkr , ηr)− ϕ(·, t∗, x∗, ηr)‖
(C)
t∗ < ε̄,
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что невозможно в силу (11.14). Полученное противоречие доказывает (11.13). Теперь в силу

равномерной непрерывности γ
(κ)
t∗ получаем, что ∀ε ∈ ] 0,∞ [ ∃m ∈ N:

|γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η))− γ

(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η))| < ε ∀k ∈ −−−→m,∞ ∀η ∈ Ht∗ . (11.16)

Воспользуемся представлением (11.8), учитывая (5.4):

ε0(t∗, x | κ) = min
α∈ÃΠ

t∗

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x, η)) ∈ R+ ∀x ∈ R

n. (11.17)

Фиксируем ε∗ ∈ ] 0,∞ [, после чего (см. (11.16)) подберем m∗ ∈ N так, что

|γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η))− γ

(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η))| < ε∗ ∀k ∈

−−−−→
m∗,∞ ∀η ∈ Ht∗ .

Тогда, в частности (см. (4.1), (4.2)),

|γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η))− γ

(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η))| < ε∗

∀k ∈
−−−−→
m∗,∞ ∀α ∈ ÃΠ

t∗
∀η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν). (11.18)

Поэтому имеем, в частности, что

γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η̃)) < max

η ∈
⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η)) + ε∗

∀k ∈
−−−−→
m∗,∞ ∀α ∈ ÃΠ

t∗
∀η̃ ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν).

Поэтому имеем (см. (4.2)) с учетом непрерывности γ
(κ)
t∗ , что

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η)) < max

η ∈
⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η)) + ε∗ ∀k ∈

−−−−→
m∗,∞ ∀α ∈ ÃΠ

t∗
.

Из этого вытекает с учетом (11.17) следующее свойство:

ε0(t∗, xk | κ) = min
α∈ÃΠ

t∗

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η)) <

< max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

ᾱ(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η)) + ε∗ ∀k ∈

−−−−→
m∗,∞ ∀ᾱ ∈ ÃΠ

t∗
.

Как следствие (см. (11.17)) реализуется важное положение

ε0(t∗, xk | κ) < min
α∈ÃΠ

t∗

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η)) + ε∗ =

= ε0(t∗, x∗ | κ) + ε∗ ∀k ∈
−−−−→
m∗,∞.

Поэтому получаем следующее свойство:

ε0(t∗, xk | κ)− ε0(t∗, x∗ | κ) < ε∗ ∀k ∈
−−−−→
m∗,∞. (11.19)
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Вернемся к (11.18). Тогда, в частности, получаем, что

γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η̃)) < max

η ∈
⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η)) + ε∗

∀k ∈
−−−−→
m∗,∞ ∀α ∈ ÃΠ

t∗
∀η̃ ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν).
(11.20)

В свою очередь, из (11.20) вытекает очевидное следствие

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η)) < max

η ∈
⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η)) + ε∗ ∀k ∈

−−−−→
m∗,∞ ∀α ∈ ÃΠ

t∗
.

Поэтому тем более имеем с учетом (11.17) неравенства

ε0(t∗, x∗ | κ) = min
α∈ÃΠ

t∗

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, x∗, η)) <

< max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α̃(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η)) + ε∗ ∀k ∈

−−−−→
m∗,∞ ∀α̃ ∈ ÃΠ

t∗
.

В итоге получаем очевидное свойство

ε0(t∗, x∗ | κ)− ε∗ < min
α∈ÃΠ

t∗

max
η ∈

⋃

ν∈Et∗

α(ν)
γ
(κ)
t∗ (ϕ(·, t∗, xk, η)) =

= ε0(t∗, xk | κ) ∀k ∈
−−−−→
m∗,∞.

Иными словами, получаем неравенства

ε0(t∗, x∗ | κ)− ε0(t∗, xk | κ) < ε∗ ∀k ∈
−−−−→
m∗,∞.

С учетом (11.19) имеем теперь свойство

|ε0(t∗, xk | κ)− ε0(t∗, x∗ | κ)| < ε∗ ∀k ∈
−−−−→
m∗,∞.

Таким образом, ∃m ∈ N : |ε0(t∗, x∗ | κ) − ε0(t∗, xk | κ)| < ε∗ ∀k ∈ −−−→m,∞. Поскольку

ε∗ ∈] 0,∞ [ выбиралось произвольно, установлено, что при условии (11.12)

(ε0(t∗, xk | κ))k∈N → ε0(t∗, x∗ | κ).

Итак, получили следующую импликацию (см. (11.12))

((xk)k∈N → x∗) ⇒ ((ε0(t∗, xk | κ))k∈N → ε0(t∗, x∗ | κ)). (11.21)

Поскольку x∗ и (xk)k∈N выбирались произвольно, из (11.21) вытекает непрерывность функ-

ции (11.10). �

Итак, все временные сечения нашей основной функции непрерывны.

Финансирование. Исследования выполнены при финансовой поддержке РФФИ, грант 19-

01-00573
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Nonlinear differential game (DG) is investigated; relaxations of the game problem of guidance are inves-

tigated also. The variant of the program iterations method realized in the space of position functions and

delivering in limit the value function of the minimax-maximin DG for special functionals of a trajectory

is considered. For every game position, this limit function realizes the least size of the target set neighbor-

hood for which, under proportional weakening of phase constraints, the player interested in a guidance yet

guarantees its realization. Properties of above-mentioned functionals and limit function are investigated.

In particular, sufficient conditions for realization of values of given function under fulfilment of finite

iteration number are obtained.
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