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О НОРМАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ В ОКРЕСТНОСТИ ЛАГРАНЖЕВЫХ ТОЧЕК
ЛИБРАЦИИ ОГРАНИЧЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ТРЕХ ТЕЛ

Рассматривается плоская ограниченная эллиптическая задача трех тел. Изучаются движения, близ-

кие к треугольным точкам либрации. Предполагается, что параметры задачи (эксцентриситет орбиты

основных притягивающих тел и отношение их масс) лежат внутри области устойчивости в первом

приближении точек либрации. Величина эксцентриситета считается малой. С точностью до вто-

рой степени эксцентриситета включительно получено аналитическое представление для линейного,

периодического по истинной аномалии, канонического преобразования, приводящего функцию Га-

мильтона линеаризованных уравнений возмущенного движения в окрестности точек либрации к их

вещественной нормальной форме. Эта форма соответствует двум, не связанным один с другим, гар-

моническим осцилляторам, частоты которых зависят от параметров задачи. При построении нор-

мализующего канонического преобразования используется метод Депри–Хори теории возмущений

гамильтоновых систем. Его реализация в конкретной рассматриваемой задаче существенно опира-

ется на компьютерные системы аналитических вычислений.
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§ 1. Введение

Рассмотрим три тела (материальные точки) S, J и P , движущиеся под действием гра-

витационного притяжения по закону Ньютона. Считаем, что масса точки P мала по срав-

нению с массами m1 и m2 точек S и J , и, следовательно, движение точки J относительно

точки S определяется из задачи двух тел (материальных точек). Предположим, что орбита

точки J в ее движении относительно точки S является эллипсом с эксцентриситетом e,
и будем рассматривать такие движения точки P , при которых она остается в плоскости

орбиты точки J .

Через X и Y обозначим координаты точки P в системе координат с началом в центре

масс O тел S и J и осью OX , направленной по прямой SJ в сторону точки J ; направление

кратчайшего поворота от оси OX к оси OY совпадает с направлением вращения точки J
относительно точки S. Пусть r — расстояние между точками S и J . Если ввести координаты

Нехвилла x = X/r, y = Y/r и в качестве независимой переменной принять истинную ано-

малию ν в эллиптическом движении точки J , то дифференциальные уравнения движения

точки P запишутся [1, 2] в виде

ẍ− 2ẏ − 1

1 + e cos ν
x = − 1

1 + e cos ν

∂Π

∂x
,

ÿ + 2ẋ− 1

1 + e cos ν
y = − 1

1 + e cos ν

∂Π

∂y
,

(1.1)
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где точкой обозначено дифференцирование по ν, а

Π = −1− µ

r1
− µ

r2
, µ =

m2

m1 +m2

,

r1 =

√

(x+ µ)2 + y2, r2 =

√

(x+ µ− 1)2 + y2.

Уравнения (1.1) можно записать в форме уравнений Лагранжа второго рода с функцией

Лагранжа L, задаваемой равенством

L =
1

2

(

ẋ2 + ẏ2
)

+ (ẏx− yẋ) +
1

2 (1 + e cos ν)

(

x2 + y2
)

− 1

1 + e cos ν
Π. (1.2)

Уравнения (1.1) имеют пять постоянных решений, называемых точками либрации Li

(i = 1, 2, . . . , 5). Точки L1, L2, L3 лежат на прямой y = 0 и называются прямолинейными

(или эйлеровыми) точками либрации; существование этих точек установлено Л. Эйлером

в 1767 г. [3]. Точки L4 и L5 называются треугольными (или лагранжевыми) точками либ-

рации. Они расположены симметрично относительно прямой y = 0; для решений, отвеча-

ющих этим точкам, три тела S, J и P во все время движения образуют равносторонний

треугольник. Существование точек L4 и L5 показано Ж. Лагранжем в 1772 г. [4].

Задачам об устойчивости точек либрации и о характере движения в их окрестностях

посвящено очень много исследований. Достаточно подробное обсуждение полученных ре-

зультатов содержится в публикациях [2, 5–11] и в приведенной в них библиографии.

К настоящему времени большое развитие получили задачи о решениях, аналогичных

точкам либрации в случае произвольного числа n > 3 тел [12–15], а также задачи о суще-

ствовании и устойчивости точек либрации ограниченной задачи трех тел при учете свето-

вого давления [16–18].

Исследования о точках либрации представляют большой интерес не только с теорети-

ческой точки зрения. Существует много проектов использования точек либрации для ре-

шения практических задач космических исследований, ряд таких проектов уже осуществ-

лен [19–21].

В статье предполагается, что параметр µ лежит в одном из интервалов

0 < µ < µ0 =
1

2
−

√
2

3
= 0.028595479 . . .

или µ0 < µ < µ∗ =
1

2
−

√
69

18
= 0.038520896 . . . .

(1.3)

Для таких значений µ треугольные точки либрации ограниченной эллиптической задачи

трех тел устойчивы в первом (линейном) приближении, если эксцентриситет e достаточно

мал.

Цель статьи состоит в построении линейного 2π-периодического по ν канонического

преобразования, приводящего соответствующую линеаризованным уравнениям (1.1) функ-

цию Гамильтона к нормальным координатам. В этих координатах линейные колебания

тела P вблизи треугольной точки либрации являются колебаниями двух, не связанных

между собой, гармонических осцилляторов, частоты которых зависят от µ и e. Исследо-

вание проводится в аналитической форме при помощи метода Депри–Хори теории возму-

щений [22, 23]. Вычисления выполнены до второй степени e включительно.
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§ 2. Функция Гамильтона возмущенного движения и ее предварительное
преобразование

Введем обобщенные импульсы

px =
∂L

∂ẋ
= ẋ− y, py =

∂L

∂ẏ
= ẏ + x. (2.1)

Из (2.1) и (1.2) получим выражение для функции Гамильтона:

G =
1

2

(

p2x + p2y
)

+ pxy − pyx+
e cos ν

2 (1 + e cos ν)

(

x2 + y2
)

+
1

1 + e cos ν
Π. (2.2)

Соответствующие этой функции канонические уравнения движения допускают следующее

решение

x0 =
1− 2µ

2
, y0 =

√
3

2
, px0

= −
√
3

2
, py0 =

1− 2µ

2
, (2.3)

отвечающее треугольной точке либрации L4. Положим

x = x0 + q1, y = y0 + q2, px = px0
+ p1, py = py0 + p2.

В переменных qi, pi (i = 1, 2) решение (2.3) будет положением равновесия q1 = q2 = p1 =
= p2 = 0. Линейным уравнениям возмущенного движения отвечает квадратичная часть

функции Гамильтона (2.2) в ее разложении в ряд по степеням qi, pi:

H =
1

2

(

p21 + p22
)

+ p1q2 − p2q1 +
1

8
q21 − kq1q2 −

5

8
q22 +

+
e cos ν

8 (1 + e cos ν)

(

3q21 + 8kq1q2 + 9q22
)

,
(2.4)

где

k =
3
√
3

4
(1− 2µ) .

Через ω1 и ω2 обозначим частоты малых колебаний в окрестности точки либрации в слу-

чае круговой задачи (когда e = 0). Они являются корнями уравнения

ω4 − ω2 +
27

4
µ (1− µ) = 0.

В рассматриваемых областях (1.3) изменения µ величины ω1 и ω2 удовлетворяют неравен-

ствам 1 > ω1 >
√
2/2 > ω2 > 0, ω2 6= 1/2.

Для дальнейшего анализа целесообразно предварительно сделать линейное канониче-

ское преобразование q1, q2, p1, p2 → x1, x2, X1, X2, приводящее при e = 0 функцию

Гамильтона (2.4) к вещественной нормальной форме, соответствующей двум не связанным

один с другим осцилляторам с частотами ω1 и ω2. Следуя [2], это преобразование можно

получить в таком виде:

qi = ni1x1 + ni2x2 + ni3X1 + ni4X2,

pi = n2+i,1x1 + n2+i,2x2 + n2+i,3X1 + n2+i,4X2 (i = 1, 2) ,
(2.5)
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где

n11 =
(

4ω2
1 + 9

)

σ1, n12 =
(

4ω2
2 + 9

)

σ2, n13 = 0, n14 = 0,

n21 = −4kσ1, n22 = −4kσ2, n23 = 8ω1σ1, n24 = −8ω2σ2,

n31 = 4kσ1, n32 = 4kσ2, n33 = ω1

(

4ω2
1 + 1

)

σ1, n34 = −ω2

(

4ω2
2 + 1

)

σ2,

n41 =
(

9− 4ω2
1

)

σ1, n42 =
(

9− 4ω2
2

)

σ2, n43 = −4kω1σ1, n44 = 4kω2σ2,

σi =
1

2
√

ωi |2ω2
i − 1| (4ω2

i + 9)
(i = 1, 2) .

В переменных xi, Xi функция Гамильтона (2.4) запишется в следующем виде

H (x1, x2, X1, X2, ν) = H0 + eH1 +
1

2
e2H2 + . . . , (2.6)

где многоточием обозначена совокупность слагаемых выше второй степени относитель-

но e, а

H0 (x1, x2, X1, X2) =
1

2
ω1

(

x21 +X2
1

)

− 1

2
ω2

(

x22 +X2
2

)

, (2.7)

H1 = cos ν · A, H2 = − (1 + cos 2ν) · A. (2.8)

Здесь A — не зависящая от ν квадратичная форма от x1, x2, X1, X2,

A =
∑

ν1+ν2+µ1+µ2=2

aν1ν2µ1µ2
· xν11 ·ν22 ·Xµ1

1 ·Xµ2

2 .

Коэффициенты aν1ν2µ1µ2
вычисляются по формулам

a2000 = −δ1ω1

(

8ω4
1 − 2ω2

1 − 9
)

, a1100 = 16χω2
1ω

2
2, a1010 = 16kδ1ω

2
1,

a1001 = −8kχω2
1ω2, a0200 = δ2ω2

(

8ω4
2 − 2ω2

2 − 9
)

, a0110 = 8kχω1ω
2
2,

a0101 = 16kδ2ω
2
2, a0020 = 36δ1ω1, a0011 = −36χω1ω2, a0002 = −36δ2ω2,

χ =
1

√

ω1ω2 (16ω2
2ω

2
1 + 117) (1− 4ω2

2ω
2
1)
, δi =

1

2 (2ω2
i − 1) (4ω2

i + 9)
(i = 1, 2) .

§ 3. Нормальные координаты и колебания при малых значениях эксцентриситета

Пусть эксцентриситет e мал, но отличен от нуля. Построим каноническое унивалентное

2π-периодическое по ν преобразование x1, x2, X1, X2 → y1, y2, Y1, Y2, приводящее функцию

Гамильтона (2.6) к виду, аналогичному (2.7),

K =
1

2
λ1

(

y1 + Y 2
1

)

+
1

2
λ2

(

y22 + Y 2
2

)

, (3.1)

где

λ1 = ω1 + eλ
(1)
1 + e2λ

(2)
1 + . . . , λ2 = −ω2 + eλ

(1)
2 + e2λ

(2)
2 + . . . . (3.2)

Здесь ω1, ω2 — частоты малых колебаний вблизи точки либрации в случае e = 0,

а λ
(1)
i , λ

(2)
i (i = 1, 2) — величины, зависящие от µ. Эти величины определяются из условия

периодичности преобразования x1, x2, X1, X2 → y1, y2, Y1, Y2 по переменной ν.
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Построение преобразования x1, x2, X1, X2 → y1, y2, Y1, Y2 осуществляется при помо-

щи метода Депри–Хори [22, 23]. В этом методе производящая функция W преобразования

зависит от старых переменных и представляется рядом вида

W =
∞
∑

m=0

em

m!
Wm+1 (x1, x2, X1, X2, ν) .

Преобразованная функция Гамильтона, имеющая в нашем случае вид нормальной фор-

мы (3.1), записывается так:

K = K0 + eK1 +
1

2!
e2K2 + . . . ,

K0 = H0 (y1, y2, Y1, Y2) , K1 =
1

2

2
∑

i=1

λ
(1)
i

(

y2i + Y 2
i

)

, K2 =
2

∑

i=1

λ
(2)
i

(

y2i + Y 2
i

)

.
(3.3)

Для вычисления членов разложения (3.3) в методе Депри–Хори получены следующие

рекуррентные соотношения:

K0 = H0,

Km = Hm − ∂Wm

∂ν
+ (H0,Wm) +

m−1
∑

j=1

[

Cj−1
m−1 (Hm−j,Wj) + Cj

m−1Kj,m−j

]

.

Здесь

Kj,i = (Ki,Wj)−
j−1
∑

s=1

Cs−1
j−1 (Kj−s,i,Ws) , Ck

r =
r!

k! (r − k)!
,

через (f, g) обозначена скобка Пуассона функций f и g.
Выкладки, необходимые для получения величин Km и соответствующих им функ-

ций Wm, весьма громоздки и проводились с использованием систем компьютерных вычис-

лений. Искомое преобразование x1, x2, X1, X2 → y1, y2, Y1, Y2 получено в аналитической

форме с точностью до второй степени e включительно.

3.1. Нормализация функции Гамильтона (2.6) в первом приближении по e

Построение функции K1 и соответствующего канонического преобразования в первом

приближении по e приводит к рассмотрению следующего линейного уравнения в частных

производных относительно функции W1 (y1, y2, Y1, Y2, ν):

K1 = H1 (y1, y2, Y1, Y2, ν)−
∂W1

∂ν
+ (H0,W1) . (3.4)

Развернутая запись последнего слагаемого в правой части уравнения имеет вид

(H0,W1) =
2

∑

i=1

(

∂H0

∂yi
· ∂W1

∂Yi
− ∂H0

∂Yi
· ∂W1

∂yi

)

.

Функцию W1 из уравнения (3.4) ищем 2π-периодической по ν. Представим ее в виде квад-

ратичной формы

W1 =
∑

ν1+ν2+µ1+µ2=2

W (1)
ν1ν2µ1µ2

(ν) · yν11 · yν22 · Y µ1

1 · Y µ2

2 . (3.5)
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Принимая во внимание равенства (2.7), (2.8), (3.5), приравняем коэффициенты одина-

ковых одночленов в правой и левой частях уравнения (3.4). В результате получим систему

дифференциальных уравнений для коэффициентов W
(1)
ν1ν2µ1µ2

функции (3.5). Эта система

распадается на три не зависимые одна от другой подсистемы:






























dW
(1)
2000

dν
− ω1W

(1)
1010 = cos ν a2000 −

1

2
λ
(1)
1 ,

dW
(1)
1010

dν
+ 2ω1

(

W
(1)
2000 −W

(1)
0020

)

= cos ν a1010,

dW
(1)
0020

dν
+ ω1W

(1)
1010 = cos ν a0020 −

1

2
λ
(1)
1 ,

(3.6)































dW
(1)
0200

dν
+ ω2W

(1)
0101 = cos ν a0200 −

1

2
λ
(1)
2 ,

dW
(1)
0101

dν
− 2ω2

(

W
(1)
0200 −W

(1)
0002

)

= cos ν a0101,

dW
(1)
0002

dν
− ω2W

(1)
0101 = cos ν a0002 −

1

2
λ
(1)
2 ,

(3.7)















































dW
(1)
1100

dν
+ ω2W

(1)
1001 − ω1W

(1)
0110 = cos ν a1100,

dW
(1)
1001

dν
− ω2W

(1)
1100 − ω1W

(1)
0011 = cos ν a1001,

dW
(1)
0110

dν
+ ω1W

(1)
1100 + ω2W

(1)
0011 = cos ν a0110,

dW
(1)
0011

dν
+ ω1W

(1)
1001 − ω2W

(1)
0110 = cos ν a0011.

(3.8)

Из первого и третьего уравнений подсистем (3.6), (3.7) следует, что для периодичности

функции W1 следует положить

λ
(1)
1 = λ

(1)
2 = 0.

При таком выборе величин λ
(1)
i (i = 1, 2) функция K1 в разложении (3.3) тождествен-

но равна нулю, а коэффициенты W
(1)
ν1ν2µ1µ2

(ν) функции (3.5) можно получить из уравне-

ний (3.6), (3.7), (3.8) в виде

W (1)
ν1ν2µ1µ2

= αν1ν2µ1µ2
cos ν + βν1ν2µ1µ2

sin ν,

где

α2000 = a1010ω1φ1, β2000 =
(

2ω2
1a0020 +

(

2ω2
1 − 1

)

a2000
)

φ1,

α1100 = − (a1001ω1 − a0110ω2)ψ, β1100 = −a0011ψ,
α1010 = 2ω1 (a0020 − a2000)φ1, β1010 = −a1010φ1,

α1001 = (ω1a1100 + ω2a0011)ψ, β1001 = a0110ψ,

α0200 = −ω2a0101φ2, β0200 =
((

2ω2
2 − 1

)

a0200 + 2ω2
2a0002

)

φ2,

α0110 = − (ω2a1100 + ω1a0011)ψ, β0110 = a1001ψ,

α0101 = −2ω2 (a0002 − a0200)φ2, β0101 = −a0101φ2,

α0020 = −a1010ω1φ1, β0020 =
((

2ω2
1 − 1

)

a0020 + 2ω2
1a2000

)

φ1,

α0011 = (a0110ω1 − ω2a1001)ψ, β0011 = −a1100ψ,
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α0002 = ω2a0101φ2, β0002 =
(

2ω2
2a0200 +

(

2ω2
2 − 1

)

a0002
)

φ2,

ψ =
1

2ω1ω2

, φi =
1

4ω2
i − 1

(i = 1, 2) .

Старые переменные xi, Xi выражаются через yi, Yi посредством равенств

xi = yi + e
∂W1

∂Yi
+O

(

e2
)

, Xi = Yi − e
∂W1

∂yi
+O

(

e2
)

.

Отметим, что другим путем и в несколько иной форме первое приближение получено в [2].

3.2. Построение второго приближения

При построении второго приближения надо найти периодическое по ν решение

W2 (y1, y2, Y1, Y2, ν) уравнения

K2 = H2 (y1, y2, Y1, Y2, ν) + (H1,W1) + (K1,W1)−
∂W2

∂ν
+ (H0,W2) (3.9)

при учете того, что, согласно предыдущему разделу, K1 ≡ 0.
Функцию W2 ищем в виде

W2 =
∑

ν1+ν2+µ1+µ2=2

W (2)
ν1ν2µ1µ2

(ν) · yν11 · yν22 · Y µ1

1 · Y µ2

2 . (3.10)

Из (2.7), (2.8), (3.5), (3.9) и (3.10) получим систему десяти обыкновенных дифферен-

циальных уравнений для нахождения коэффициентов квадратичной формы (3.10). Эта си-

стема, аналогично случаю первого приближения из предыдущего раздела 3.1, распадается

на три подсистемы вида (3.6), (3.7), (3.8), в левых частях которых функцииW
(1)
ν1ν2µ1µ2

следует

заменить на W
(2)
ν1ν2µ1µ2

. Правые же их части выражаются через коэффициенты функций H1,

H2, W1 и выглядят весьма громоздко. Для краткости их явные выражения здесь не выписы-

ваются.

Величины λ
(2)
i (i = 1, 2), необходимые для получения функции (3.3) во втором прибли-

жении по e, находятся из условия периодичности функции W2 по ν. После некоторых вы-

кладок получим, что они могут быть записаны в виде функций от ω1, ω2:

λ
(2)
1 (ω1, ω2) = − ω1ω

2
2 (6ω

2
1 − 7)

4 (4ω2
1 − 1) (2ω2

1 − 1)
, λ

(2)
2 = λ

(2)
1 (−ω2, ω1) . (3.11)

Коэффициенты же квадратичной формы (3.10) могут быть представлены в виде

W (2)
ν1ν2µ1µ2

= dν1ν2µ1µ2
+ cν1ν2µ1µ2

cos 2ν + sν1ν2µ1µ2
sin 2ν, (3.12)

где коэффициенты dν1ν2µ1µ2
, cν1ν2µ1µ2

, sν1ν2µ1µ2
зависят только от параметра µ. При этом ве-

личины d2000 и d0200 произвольны. Положим их равными нулю. Остальные коэффициенты

функций (3.12) определяются тогда однозначно. Выражения для них приведены в Прило-

жении.

Связь между переменными xi, Xi и yi, Yi (i = 1, 2) задается равенствами

xi = yi + e
∂W1

∂Yi
+

1

2
e2

[

∂W2

∂Yi
+

(

∂W1

∂Yi
,W1

)]

+O
(

e3
)

,

Xi = Yi − e
∂W1

∂yi
− 1

2
e2

[

∂W2

∂yi
+

(

∂W1

∂yi
,W1

)]

+O
(

e3
)

(i = 1, 2) .

(3.13)
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Заключение

Итак, решение сформулированной выше задачи о нормализации функции Гамильто-

на, отвечающей линеаризованным уравнениям движения в окрестности треугольной точки

либрации ограниченной эллиптической задачи трех тел, получено. Каноническое преобра-

зование qi, pi → yi, Yi, задаваемое равенствами (2.5) и (3.13), приводит исходную функцию

Гамильтона (2.4) к форме (3.1), (3.2), в которой величины λ
(1)
i равны нулю, а λ

(2)
i (i = 1, 2)

вычисляются по формулам (3.11).

Приложение

После довольно громоздких выкладок, использующих компьютерные системы аналити-

ческих вычислений, для коэффициентов функций (3.12) получены следующие выражения:

d1100 = −Q
{

ω1

[

−2a1100α0020 − a1010α0110 − 2a0200α0011 + (α1010 − α0101 + 2) a0110 +

+ a0101α0110 + 2a0020α1100 + 2α0200a0011
]

+

+ ω2

[

−2a2000α0011 − 2a1100α0002 + a1010α1001 + (α0101 − α1010 + 2) a1001 −
− a0101α1001 + 2a0011α2000 + 2α1100a0002

]

}

,

d1010 = 2ω1A1

[

−α0110a0011 + 2 (α0020 + α2000) a1010 + 2 (1− α1010) a2000 +

+ α1100a1001 + α0011a0110 − α1001a1100 − 2 (1 + α1010) a0020
]

,

d1001 = −Q
{

ω1

[

−α0011a1010 − 2α0020a1001 − 2α0002a0110 − α0011a0101 +

+ 2α1001a0020 + (α1010 + α0101 + 2) a0011 + 2α0110a0002
]

+

+ ω2

[

2α0110a2000 + (α1010 + α0101 − 2) a1100 − α1100a1010 − 2α0200a1001 +

+ 2α1001a0200 − 2α2000a0110 − α1100a0101
]

}

,

d0110 = −Q
{

ω1

[

2α0110a2000 + (α1010 + α0101 − 2) a1100 − α1100a1010 −
− 2α0200a1001 + 2α1001a0200 − 2α2000a0110 − α1100a0101

]

+

+ ω2

[

−α0011a1010 − 2α0020a1001 − 2α0002a0110 − α0011a0101 + 2α1001a0020 +

+ (α1010 + α0101 + 2) a0011 + 2α0110a0002
]

}

,

d0101 = 2ω2A2

[

α0110a1100 − 2 (1− α0101) a0200 − 2 (α0200 + α0002) a0101 +

+ 2 (1 + α0101) a0002 − α1100a0110 − α0011a1001 + α1001a0011
]

,

d0020 = 2ω1A1

(

−α0011a1100 + α1100a0011 + 2a1010 − α1001a0110 +

+ 4α2000a0020 + α0110a1001 − 4α0020a2000
)

,

d0011 = −Q
{

ω1

[

2a2000α0011 + 2a1100α0002 − a1010α1001 + (α1010 − α0101 − 2) a1001 +

+ a0101α1001 − 2a0011α2000 − 2α1100a0002
]

+

+ ω2

[

2a1100α0020 − a0101α0110 + (α0101 − α1010 − 2) a0110 − 2α0200a0011 −
− 2a0020α1100 + 2a0200α0011 + a1010α0110

]

}

,

d0002 = 2ω2A2

(

4α0002a0200 + α0110a1001 − 4α0200a0002 − α1100a0011 −
− α1001a0110 − 2a0101 + α0011a1100

)

,

c2000 = A2

{

a2 (−2β1010a2000 − β1001a1100 + 2β2000a1010 + β1100a1001) +
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+ ω1

[

−4α0020a2000 − α0011a1100 + 2a1010 + 4α2000a0020 + α0110a1001 − α1001a0110 +

+ α1100a0011 + (β0011a0110 + 2β0020a1010 − 2β1010a0020 − β0110a0011)ω1

]

}

,

c1100 = −R
{

ω1ξ
[

−2a1100α0020 − a1010α0110 − 2a0200α0011 + (α1010 − α0101 + 2) a0110 +

+ a0101α0110 + 2a0020α1100 + 2α0200a0011
]

+

+ ω2η
[

−2a2000α0011 − 2a1100α0002 + a1010α1001 + (α0101 − α1010 + 2) a1001 −
− a0101α1001 + 2a0011α2000 + 2α1100a0002

]

−
− 4ω1ω2

[

−β0011a0101 − 2β0002a0110 + (β1010 + β0101) a0011 + 2a0020β1001 −
− 2β0020a1001 − β0011a1010 + 2β0110a0002

]

+

+ 6 (β1010 + β0101) a1100 − 6a0101β1100 − 12a0110β2000 + 12β0110a2000 +

+ 12β1001a0200 − 12a1001β0200 − 6a1010β1100

}

,

c1010 = 2A2

(

ω1

(

−2 (1− α1010) a2000 + α1001a1100 − 2 (α0020 + α2000) a1010 −
− α1100a1001 − α0011a0110 + 2 (1 + α1010) a0020 + α0110a0011

)

−
− 4β0020a2000 − β0011a1100 + β0110a1001 − β1001a0110 + 4β2000a0020 + β1100a0011

)

,

c1001 = −R
{

ω1ξ
[

−α0011a1010 − 2α0020a1001 − 2α0002a0110 − α0011a0101 +

+ 2α1001a0020 + (α1010 + α0101 + 2) a0011 + 2α0110a0002
]

+

+ ω2η
[

2α0110a2000 + (α1010 + α0101 − 2) a1100 − α1100a1010 −
− 2α0200a1001 + 2α1001a0200 − 2α2000a0110 − α1100a0101

]

+

+ 4ω1ω2

(

−2β0020a1100 − β0110a1010 − 2β0011a0200 +

+ (β1010 − β0101) a0110 + β0110a0101 + 2β1100a0020 + 2β0200a0011
)

+

+ 12β0002a1100 + 6β1001a0101 + 12β0011a2000 − 12β2000a0011 +

+ 6 (β1010 − β0101) a1001 − 6β1001a1010 − 12β1100a0002

}

,

c0200 = A1

{

a1 (−β0110a1100 − 2β0101a0200 + β1100a0110 + 2β0200a0101) +

+ ω2

[

α0011a1100 + α0110a1001 + 4α0002a0200 − α1001a0110 − 2a0101 − α1100a0011 −
− 4α0200a0002 + (β0011a1001 + 2β0002a0101 − β1001a0011 − 2β0101a0002)ω2

]

}

,

c0110 = −R
{

ω1ξ
[

2α0110a2000 + (α1010 + α0101 − 2) a1100 −
− α1100a1010 − 2α0200a1001 + 2α1001a0200 − 2α2000a0110 − α1100a0101

]

+

+ ω2η
[

−α0011a1010 − 2α0020a1001 − 2α0002a0110 − α0011a0101 +

+ 2α1001a0020 + (α1010 + α0101 + 2) a0011 + 2α0110a0002
]

+

+ 4ω1ω2

[

−2β0002a1100 − β1001a0101 − 2β0011a2000 + 2β2000a0011 +

+ (β0101 − β1010) a1001 + β1001a1010 + 2β1100a0002
]

+

+ 12β0020a1100 − 6β0110a0101 + 6 (β0101 − β1010) a0110 − 12β0200a0011 −
− 12β1100a0020 + 12β0011a0200 + 6β0110a1010

}

,
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c0101 = 2A1

{

ω2

[

−α0110a1100 + α0011a1001 + 2 (1− α0101) a0200 + α1100a0110 +

+ 2 (α0200 + α0002) a0101 − α1001a0011 − 2 (1 + α0101) a0002
]

− β0011a1100 −
− β0110a1001 − 4β0002a0200 + β1001a0110 + β1100a0011 + 4β0200a0002

}

,

c0020 = A2

{

a2 (−2β0020a1010 − β0011a0110 + 2β1010a0020 + β0110a0011) +

+ ω1

[

4α0020a2000 − 4α2000a0020 + α0011a1100 − 2a1010 − α0110a1001 + α1001a0110 −
− α1100a0011 + (β1001a1100 + 2β1010a2000 − β1100a1001 − 2β2000a1010)ω1

]

}

,

c0011 = −R
{

ω1ξ
[

2a2000α0011 + 2a1100α0002 − a1010α1001 +

+ (α1010 − α0101 − 2) a1001 + a0101α1001 − 2a0011α2000 − 2α1100a0002
]

+

+ ω2η
[

2a1100α0020 − a0101α0110 + (α0101 − α1010 − 2) a0110 −
− 2α0200a0011 − 2a0020α1100 + 2a0200α0011 + a1010α0110

]

+

+ 4ω1ω2

[

(β1010 + β0101) a1100 − a0101β1100 − 2a0110β2000 +

+ 2β0110a2000 + 2β1001a0200 − 2a1001β0200 − a1010β1100
]

+

+ 6β0011a0101 + 12β0002a0110 − 6 (β1010 + β0101) a0011 −
− 12a0020β1001 + 12β0020a1001 + 6β0011a1010 − 12β0110a0002

}

,

c0002 = A1

{

a1 (−β0011a1001 − 2β0002a0101 + β1001a0011 + 2β0101a0002) +

+ ω2

[

−α0011a1100 + α1001a0110 − α0110a1001 − 4α0002a0200 + α1100a0011 +

+ 4α0200a0002 + 2a0101 + (2β0101a0200 − 2β0200a0101 + β0110a1100 − β1100a0110)ω2

]

}

,

s2000 = A2

{

a2 [−2 (1− α1010) a2000 + α1001a1100 − 2α2000a1010 − α1100a1001] +

+ ω1

[

−4β0020a2000 − β0011a1100 + 4β2000a0020 + β0110a1001 − β1001a0110 +

+ β1100a0011 + [−α0011a0110 − 2α0020a1010 + 2 (1 + α1010) a0020 + α0110a0011]ω1

]

}

,

s1100 = −R
{

ω1ξ
[

−2β0020a1100 − β0110a1010 − 2β0011a0200 +

+ (β1010 − β0101) a0110 + β0110a0101 + 2β1100a0020 + 2β0200a0011
]

+

+ ω2η
[

−2β0002a1100 − β1001a0101 − 2β0011a2000 + 2β2000a0011 +

+ (β0101 − β1010) a1001 + β1001a1010 + 2β1100a0002
]

+

+ 4ω1ω2

[

−α0011a1010 − 2α0020a1001 − 2α0002a0110 − α0011a0101 +

+ 2α1001a0020 + (α1010 + α0101 + 2) a0011 + 2α0110a0002
]

−
− 6 (α1010 + α0101 − 2) a1100 + 6α1100a0101 + 12α2000a0110 −
− 12α0110a2000 − 12α1001a0200 + 12α0200a1001 + 6α1100a1010

}

,

s1010 = 2A2

{

ω1

[

−2 (β2000 + β0020) a1010 − β1100a1001 + 2β1010a0020 −
− β0011a0110 + 2β1010a2000 + β0110a0011 + β1001a1100

]

− 2a1010 − α0110a1001 −
− 4α2000a0020 + α1001a0110 + 4α0020a2000 − α1100a0011 + α0011a1100

}

,
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s1001 = −R
{

ω1ξ
[

−β0011a0101 − 2β0002a0110 + (β1010 + β0101) a0011 +

+ 2a0020β1001 − 2β0020a1001 − β0011a1010 + 2β0110a0002
]

+

+ ω2η
[

(β1010 + β0101) a1100 − a0101β1100 − 2a0110β2000 +

+ 2β0110a2000 + 2β1001a0200 − 2a1001β0200 − a1010β1100
]

+

+ 4ω1ω2

[

2a1100α0020 − a0101α0110 + (α0101 − α1010 − 2) a0110 −
− 2α0200a0011 − 2a0020α1100 + 2a0200α0011 + a1010α0110

]

−
− 12a1100α0002 − 6a0101α1001 − 12a2000α0011 + 12a0011α2000 +

+ 6 (α0101 − α1010 + 2) a1001 + 6a1010α1001 + 12α1100a0002

}

,

s0200 = A1

{

a1 [α0110a1100 − 2α0200a0101 − 2 (1− α0101) a0200 − α1100a0110] +

+ ω2

[

β0011a1100 − β1001a0110 + 4β0002a0200 + β0110a1001 − β1100a0011 − 4β0200a0002 +

+ [α1001a0011 − α0011a1001 − 2α0002a0101 + 2 (1 + α0101) a0002]ω2

]

}

,

s0110 = −R
{

ω1ξ
[

(β1010 + β0101) a1100 − a0101β1100 − 2a0110β2000 +

+ 2β0110a2000 + 2β1001a0200 − 2a1001β0200 − a1010β1100
]

+

+ ω2η
[

−β0011a0101 − 2β0002a0110 + (β1010 + β0101) a0011 +

+ 2a0020β1001 − 2β0020a1001 − β0011a1010 + 2β0110a0002
]

+

+ 4ω1ω2

[

2a2000α0011 + 2a1100α0002 − a1010α1001 +

+ (α1010 − α0101 − 2) a1001 + a0101α1001 − 2a0011α2000 − 2α1100a0002
]

−
− 12a1100α0020 + 6a0101α0110 + 6 (α1010 − α0101 + 2) a0110 +

+ 12α0200a0011 + 12a0020α1100 − 12a0200α0011 − 6a1010α0110

}

,

s0101 = −2A1

{

ω2

[

−2 (β0002 + β0200) a0101 + 2β0101a0002 + 2β0101a0200 +

+ β1001a0011 + β0110a1100 − β0011a1001 − β1100a0110
]

+ 2a0101 + 4α0200a0002 −
− 4α0002a0200 + α1100a0011 − α0011a1100 − α0110a1001 + α1001a0110

}

,

s0020 = A2

{

a2 [2α0020a1010 + α0011a0110 − 2 (1 + α1010) a0020 − α0110a0011] +

+ ω1

[

4β0020a2000 − β0110a1001 + β0011a1100 + β1001a0110 − 4β2000a0020 − β1100a0011 +

+ [α1100a1001 − α1001a1100 + 2α2000a1010 + 2 (1− α1010) a2000]ω1

]

}

,

s0011 = R
{

ω1ξ
[

−2β0002a1100 − β1001a0101 − 2β0011a2000 + 2β2000a0011 +

+ (β0101 − β1010) a1001 + β1001a1010 + 2β1100a0002
]

+

+ ω2η
[

−2β0020a1100 − β0110a1010 − 2β0011a0200 +

+ (β1010 − β0101) a0110 + β0110a0101 + 2β1100a0020 + 2β0200a0011
]

+

+ 4ω1ω2

[

2α0110a2000 + (α1010 + α0101 − 2) a1100 − α1100a1010 −
− 2α0200a1001 + 2α1001a0200 − 2α2000a0110 − α1100a0101

]

+

+ 6α0011a0101 + 12α0002a0110 − 6 (α0101 + α1010 + 2) a0011 −
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− 12α1001a0020 + 12α0020a1001 + 6α0011a1010 − 12α0110a0002

}

,

s0002 = A1

{

a1 [−α1001a0011 + 2α0002a0101 + α0011a1001 − 2 (1 + α0101) a0002] +

+ ω2

[

β1100a0011 − β0110a1001 + 4β0200a0002 − 4β0002a0200 − β0011a1100 + β1001a0110 +

+ [2α0200a0101 + 2 (1− α0101) a0200 − α0110a1100 + α1100a0110]ω2

]

}

.

В выписанных выражениях приняты следующие обозначения:

ξ = ω2
1 − ω2

2 − 4, η = ω2
1 − ω2

2 + 4, Q =
1

2 (ω2
1 − ω2

2)
, R =

1

2
[

(ω2
1 − ω2

2)
2
+ 8

] ,

ai = 1 + ω2
i , Ai =

1

8ω2
i

(i = 1, 2) .
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A planar restricted elliptic three-body problem is considered. The motions close to the triangular libration

points are studied. The problem parameters (the eccentricity of the orbit of the main attracting bodies and

the ratio of their masses) are assumed to lie inside the linear stability region of the libration points. The

magnitude of eccentricity is considered small. A linear canonical, periodic in true anomaly transformation

is obtained analytically up to the second degree of eccentricity inclusive that reduces the Hamiltonian

function of the linearized equations of perturbed motion to real normal form in the vicinity of the libration

points. This form corresponds to two harmonic oscillators not connected to one another, with frequencies

depending on the problem parameters. In constructing the normalizing canonical transformation, the

Depri–Hori method of the perturbation theory of Hamiltonian systems is used. Its implementation in the

problem under study relies heavily on computer systems of analytical calculations.
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