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НЕИНТЕГРИРУЕМОСТЬ ЗАДАЧИ О КАЧЕНИИ СФЕРИЧЕСКОГО ВОЛЧКА
ПО ВИБРИРУЮЩЕЙ ПЛОСКОСТИ

В данной работе исследуется качение сферического волчка с осесимметричным распределением

масс по гладкой горизонтальной плоскости, совершающей периодические вертикальные колебания.

Для рассматриваемой системы получены уравнения движения и законы сохранения. Показано, что

система допускает два положения равновесия, соответствующих равномерным вращениям волчка

относительно вертикально расположенной оси симметрии. Положение равновесия устойчиво, когда

центр масс расположен ниже геометрического центра и неустойчиво, если центр масс расположен

выше него. Проведена редукция уравнений движения к системе с полутора степенями свободы. Рас-

сматриваемая редуцированная система представлена в виде малого возмущения задачи о движении

волчка Лагранжа. При помощи метода Мельникова показано, что устойчивая и неустойчивая ветви

сепаратрисы трансверсально пересекаются между собой, что говорит о неинтегрируемости рассмат-

риваемой задачи. Приведены результаты компьютерного моделирования динамики волчка вблизи

неустойчивого положения равновесия.
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Введение

Исследование динамики твердого тела под действием периодических внешних сил или

с периодически меняющимися параметрами имеет богатую историю. В качестве одной из

первых работ в этом направлении можно упомянуть работу А. Стефенсона [1] о динамике

перевернутого маятника с вибрирующей точкой подвеса. Оказалось, что быстрые колебания

точки подвеса могут стабилизировать верхнее неустойчивое положение равновесия маят-

ника. Позднее, независимо от А. Стефенсона эту же задачу рассмотрел П. Л. Капица [2, 3],

в связи с чем часто данную систему называют маятником Капицы.

В дальнейшем было получено много интересных результатов о динамике подобных си-

стем. В работах [4–8] была исследована более общая задача о вращении твердого тела

при вибрации точки его подвеса. Были исследованы как вопросы стабилизации частных

решений [5], так и развиты общие подходы к исследованию динамики системы на основе

методов усреднения и нормальных форм [9,10]. В работе [11] аналогичные подходы исполь-

зовались для анализа динамики сферической оболочки с подвижным маятником внутри на

вибрирующем основании с учетом возможности отрыва тела от плоскости. Работа [12]

посвящена исследованию динамики твердого тела с неподвижной точкой и периодически

меняющимися значениями компонент тензора инерции. В работах [13, 14] исследована ди-

намика кельтского камня на вибрирующей плоскости.

Еще одним интересным примером подобных систем являются задачи о движении твер-

дого тела с периодически меняющимися параметрами. С одной стороны, эти задачи тесно

связаны с задачами управления качением твердых тел и находят практическое применение

при разработке как сферороботов [15–23], так и колесных экипажей [24–29]. С другой сто-

роны, в таких системах могут наблюдаться интересные динамические эффекты. Например,
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в работе [15] показано существование неограниченного разгона (роста энергии) шарово-

го волчка под действием периодического гиростатического момента. В [16] исследована

устойчивость плоско-параллельных движений сфероробота с периодически меняющимися

моментами инерции и показано наличие различных режимов движения, как квазипериоди-

ческих, так и хаотических. Существование регулярных и хаотических режимов движения

при периодически меняющихся параметрах было также показано в работе [17]. Кроме того,

неограниченный рост энергии в неголономных системах доказан и для ряда других задач

(сани Чаплыгина [24, 25], роллер-рейсер [26], задача Суслова [30]).

Данная работа посвящена исследованию динамики сферического волчка с осесиммет-

ричным распределением масс на вибрирующем основании. Мы доказываем несуществова-

ние дополнительного интеграла в рассматриваемой системе, и как следствие, ее неинтегри-

руемость.

Наиболее эффективным методом доказательства неинтегрируемости динамической си-

стемы является вычисление интеграла Мельникова (иногда его также называют интеграл

Мельникова – Пуанкаре) [31, 32]. Данный метод использовался для доказательства неинт-

герируемости возмущенных задач о волчке Лагранжа [33], задачи о вращении несим-

метричного тяжелого твердого тела относительно неподвижной точки (случай Эйлера –

Пуансо) [34], нелинейного уравнения Мейсснера [35], уравнения Кортевега – де Фриза [36]

и некоторых других задач [37–41]. В работе [18] показана неинтегрируемость динамики си-

стемы типа beaver ball (сферическая оболочка с вращающимся внутри нее твердым телом).

В данной работе мы представляем уравнения движения рассматриваемой системы как

малое возмущение задачи о волчке Лагранжа. Это позволяет вычислить интеграл Мельни-

кова (точнее первое слагаемое в его разложении по малому параметру возмущения) в эле-

ментарных функциях и доказать неинтегрируемость рассматриваемой системы.

§ 1. Математическая модель и основные предположения

Рассмотрим движение неуравновешенного шара радиуса R и массы m с осесимметрич-

ным распределением масс по гладкой горизонтальной плоскости (рис. 1). Будем полагать,

что плоскость совершает вертикальные периодические колебания по закону ξ(t). Также

будем полагать, что центр масс смещен относительно геометрического центра шара на рас-

стояние a.

Рис. 1. Схематическая модель сферического волчка

Для описания движения шара введем две системы координат:

– неподвижную (инерциальную) систему координат Oxyz с единичными векторами

α,β,γ;

– подвижную систему координат Cx′y′z′ с единичными векторами e1, e2, e3, жестко свя-

занную с шаром, начало координат которой совпадает с центром масс системы C, а

ось Cz′ направлена вдоль оси симметрии шара.
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В системе координат Cx′y′z′ смещение центра масс шара относительно его геометриче-

ского центра задается вектором a = (0, 0, a).
Далее, если не оговорено иное, все векторы и тензоры мы будем записывать в проекциях

на оси Cx′y′z′ подвижной системы координат.

Положение шара в неподвижной системе координат будем задавать координатами его

центра масс rc = (x, y, z), а его ориентацию в пространстве — матрицей поворота Q, по

столбцам которой стоят проекции единичных векторов α, β, γ на оси подвижной систе-

мы координат. Следовательно, конфигурационное пространство рассматриваемой системы

представляет собой произведение N = {(rc,Q)} = R
3 × SO(3).

§ 2. Уравнения движения и первые интегралы

1. Функция Лагранжа системы имеет вид

L =
1

2
(ω, Iω) +

1

2
m(v,v)−mgz,

где ω — угловая скорость шара, I = diag(i1, i1, i3) — центральный тензор инерции шара, v —

скорость центра масс шара, g — ускорение свободного падения.

Условие безотрывного движения шара по плоскости накладывает на систему голоном-

ную связь вида

g = z + (r,γ) + ξ(t) = 0, (2.1)

где радиус-вектор r точки контакта P может быть представлен в виде r = −Rγ − a (см.

рис. 1).

Дифференцируя связь (2.1) и используя соотношение z = (rc,γ), получаем следующее

ограничение на скорости

f = ġ = (v + ω × r,γ) + ξ̇(t) = 0. (2.2)

Подставляя голономную связь (2.1), получим функцию Лагранжа в виде (сразу опущены

полные производные по времени)

L =
1

2
(ω, Iω) +

1

2
m(v,v) +mg(r,γ). (2.3)

Уравнения движения системы представляются в виде уравнений Лагранжа в квазиско-

ростях с неопределенными множителями

d

dt

(

∂L
∂v

)

+ ω × ∂L
∂v

= λ
∂f

∂v
,

d

dt

(

∂L
∂ω

)

+ ω × ∂L
∂ω

+ v × ∂L
∂v

+ γ × ∂L
∂γ

= λ
∂f

∂ω
,

(2.4)

где λ — неопределенные множители, а слагаемые λ
∂f

∂v
и λ

∂f

∂ω
соответствуют силе и момен-

ту силы реакции связи.

Подставляя в (2.4) функцию Лагранжа (2.3), получаем уравнения движения, описываю-

щие динамику осесимметричного волчка на гладкой плоскости, совершающей вертикаль-

ные колебания
mv̇ +mω × v = λγ,

Iω̇ + ω × Iω +mgγ × r = λr × γ.
(2.5)
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Чтобы исключить неопределенный множитель λ, домножим первое уравнение (2.5) скаляр-

но на γ. Из получившегося выражения исключим v̇, используя производную по времени от

связи (2.2). В результате получим выражение для неопределенного множителя λ в следую-

щем виде

λ = −m
(

ξ̈(t) + (γ, (ω × r)· + ω × (ω × r))
)

.

Подставляя это выражение в систему (2.5), получаем

v̇ + ω × v = −
(

ξ̈(t) + (γ, (ω × r)· + ω × (ω × r))
)

γ,

(Jω)· + ω × Jω −m(a,γ × ω)(γ × (a× ω)) +m(g − ξ̈(t))a× γ = 0,
(2.6)

где J = I+m(r × γ)⊗ (r × γ).
Для описания динамики полной системы уравнения (2.6) необходимо дополнить кине-

матическими соотношениями для единичных векторов неподвижной системы координат и

положения точки контакта

γ̇ = γ × ω, α̇ = α× ω, β̇ = β × ω,

ẋ = (v,α), ẏ = (v,β).
(2.7)

Зависимость z от времени при этом можно восстановить из уравнения связи (2.1). Таким

образом, уравнения (2.6), (2.7) образуют замкнутую систему, полностью описывающую

динамику волчка на гладкой плоскости, совершающей периодические вертикальные колеба-

ния.

2. Система уравнений (2.6), (2.7) допускает следующие интегралы движения:

– очевидные геометрические интегралы

(α,α) = 1, (β,β) = 1, (γ,γ) = 1,

(α,β) = 0, (β,γ) = 0, (γ,α) = 0,

– интегралы, соответствующие постоянству горизонтальной составляющей скорости

центра масс волчка

Vx = (v,a) = const, Vy = (v,β) = const,

– интеграл, вытекающий из связи (2.1)

f = 0,

– два дополнительных линейных по угловым скоростям первых интеграла — интеграл

Лагранжа и интеграл площадей

ω3 = const, (Iω,γ) = const .

3. Уравнения для переменных ω, γ отделяются от полной системы и образуют редуци-

рованную систему

(Jω)· + ω × Jω −m(a,γ × ω)(γ × (a× ω)) +m(g − ξ̈(t))a× γ = 0,

γ̇ = γ × ω.
(2.8)
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Уравнения (2.8) также могут быть записаны в следующем виде

Ṁ + ω ×M − η(e3,γ × ω)γ × (e3 × ω)− (g̃ − ¨̃ξ(t))γ × e3 = 0

γ̇ = γ × ω,
(2.9)

где M — безразмерный1 момент импульса волчка относительно точки контакта в подвиж-

ной системе координат, связанный с угловой скоростью ω соотношением

M = Dω, D = E+

(

1

ν
− 1

)

e3 ⊗ e3 + η(e3 × γ)⊗ (e3 × γ).

В уравнениях (2.9) и выражении для матрицы D введены следующие параметры

η =
ma2

i1
, ν =

i1
i3
, g̃ =

g

ℓ
, ξ̃(t) =

ξ(t)

ℓ
, ℓ =

i1
ma

. (2.10)

Угловая скорость ω в уравнении (2.9) выражается через момент M при помощи обратного

преобразования ω = D−1M .

Замечание 1. С точностью до замены параметров (2.10) уравнения (2.9) описывают ди-

намику осесимметричного волчка, закрепленного внутри сферической оболочки, катящейся

без проскальзывания по горизонтальной вибрирующей плоскости [11].

Замечание 2. Момент M в уравнениях (2.9) представляет собой абсолютный момент

импульса волчка относительно подвижной точки контакта, записанный в проекциях на оси

подвижной системы координат Cx′y′z′. Эти же уравнения можно записать, используя отно-

сительный (относительно точки контакта) момент импульса

M rel = M + ˙̃ξ(t)(r × γ).

В этих переменных уравнения движения рассматриваемой системы полностью совпадают с

уравнениями движения волчка по неподвижной плоскости под действием переменной силы

тяжести.

4. Уравнения (2.9) можно представить в гамильтоновой форме с гамильтонианом

H =
1

2
(ω,M )− ˙̃ξ(t)(e3 × ω,γ) + g̃(e3,γ) (2.11)

и скобкой Пуассона

{Mi,Mj} = −εijkMk, {Mi, γj} = −εijkγk, {γi, γj} = 0.

Гамильтониан (2.11) с точностью до постоянных слагаемых и полных производных по

времени совпадает с энергией системы, записанной на фиксированном уровне интегралов

f = 0 и Vx = const, Vy = const.
Уравнения движения (2.9) допускают следующие интегралы движения

F0 = (γ,γ) = 1, F1 = (M , e3) = M3, F2 = (M ,γ). (2.12)

Кроме интегралов F0, F1, F2, уравнения (2.9) допускают также поле симметрии

û = M1
∂

∂M2

−M2
∂

∂M1

+ γ1
∂

∂γ2
− γ2

∂

∂γ1
, (2.13)

которое соответствует вращению волчка относительно оси его симметрии Cz′.
Также уравнения (2.9) обладают инвариантной мерой ρdMdγ плотностью

ρ = 1 + η(1− γ2
3).

1В данном случае под безразмерным моментом мы понимаем момент, обезразмеренный по длине и массе,

но имеющий размерность угловой скорости.
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§ 3. Редукция уравнений движения

Наличие поля симметрий (2.13) и интегралов движения (2.12) позволяет понизить поря-

док системы и привести ее к системе с полутора степенями свободы. Для этого, следуя [42],

введем переменные

K1 = M3, K2 = (M ,γ), K3 =
η(1− γ2

3)ξ̇(t) +M2γ1 −M1γ2
√

(1− γ2
3)(1 + η(1− γ2

3))
.

Уравнения для переменных γ3, K1, K2, K3 образуют замкнутую систему дифференци-

альных уравнений

γ̇3 = kK3, K̇1 = 0, K̇2 = 0,

K̇3 = −k (K1γ3 −K2) (K1 −K2γ3)

(1− γ2
3)

2
− k(g̃ − ¨̃ξ(t)),

(3.1)

где введено обозначение

k =

√

1− γ2
3

1 + η(1− γ2
3)
.

Для реконструкции динамики полной системы (2.9) к уравнениям (3.1) необходимо до-

бавить квадратуру для угла собственного вращения ϕ = arctan(γ2/γ1)

ϕ̇ = νk1 −
γ3(k2 − k1γ3)

1− γ2
3

.

На фиксированном уровне интегралов

K1 = k1, K2 = k2

получаем систему с полутора степенями свободы

γ̇3 = kK3,

K̇3 = −k (k1γ3 − k2) (k1 − k2γ3)

(1− γ2
3)

2
− k(g̃ − ¨̃ξ(t)).

(3.2)

Данную систему можно представить в гамильтоновом виде с гамильтонианом

H =
νk2

1

2
+

(k2 − k1γ3)
2

2(1− γ2
3)

+
K2

3

2
− kK3

˙̃ξ(t) + g̃γ3. (3.3)

и скобкой Пуассона

{K3, γ3} = k.

§ 4. Расщепление сепаратрис

Для доказательства расщепления сепаратрис воспользуемся методом Мельникова [32].

В указанной работе он предложил вычислять расстояние между родственными ветвями

сепаратрис, на которые расщепилась сепаратриса невозмущенной системы, как функцию

от некоторого параметра t0, нумерующего двоякоасимптотические решения. Знакоперемен-

ность полученной функции говорит о трансверсальном пересечении сепаратрис, а следова-

тельно, о хаотическом поведении системы.
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Представим систему (2.9) в виде малого возмущения известной интегрируемой задачи о

волчке Лагранжа. Для этого сделаем формальную замену амплитуды колебаний плоскости

ξ̃(t) → ηξ̂(t). (4.1)

Нетрудно убедиться, что гамильтониан (3.3) после подстановки (4.1) и устремления η → 0
совпадает с гамильтонианом редуцированной системы для задачи о волчке Лагранжа

H0 =
νK2

1

2
+

(K2 −K1γ3)
2

2(1− γ2
3)

+
K2

3

2
+ g̃γ3.

Рассматриваемая система (2.9) (как и уравнения для волчка Лагранжа) допускает два

семейства периодических решений

M = (0, 0,M0
3 ), γ = (0, 0,±1). (4.2)

Решение со знаком “+” является неустойчивым и соответствует вращению волчка относи-

тельно вертикально расположенной оси симметрии на месте, при котором центр масс рас-

положен выше геометрического центра. Второе решение (со знаком “−”) является устой-

чивым и соответствует такому же вращению, но с центром масс, расположенным ниже

геометрического центра.

Уравнения движения волчка Лагранжа допускают двухпараметрическое семейство дво-

якоасимптотических решений [33, 37]

M
(0)
1 =

2α

coshα(t−t0)
cos

(

β(t−t0)+ϕ0

)

, M
(0)
2 =

2α

coshα(t−t0)
sin

(

β(t−t0)+ϕ0

)

, M
(0)
3 = c,

γ
(0)
1 =

αc

coshα(t− t0)
cos

(

β(t− t0) + ϕ0

)

+
2α2 sinhα(t− t0)

cosh2 α(t− t0)
sin

(

β(t− t0) + ϕ0

)

γ
(0)
2 =

αc

coshα(t− t0)
sin

(

β(t− t0) + ϕ0

)

− 2α2 sinhα(t− t0)

cosh2 α(t− t0)
cos

(

β(t− t0) + ϕ0

)

γ
(0)
3 = 1− 2α2

cosh2 α(t− t0)
, (4.3)

где α = 1
2

√
4− c2, β = c

2
− cν, t0 — параметр семейства, задающий сдвиг начала отсче-

та времени, ϕ0 — параметр семейства, определяющий поворот волчка вокруг собственной

оси симметрии в начальный момент времени. Решения (4.3) лежат на совместном уровне

интегралов F1 = c, F2 = c и при t → ±∞ стремятся к неустойчивому периодическому

решению (4.2).

Для редуцированной системы с полутора степенями свободы (3.2) указанное семейство

двоякоасимптотических решений (4.3) имеет вид

γ
(0)
3 = 1− 2α2

cosh2 α(t− t0)
,

K
(0)
3 =

2α2 coshα(t− t0) sinhα(t− t0)
√

(cosh2 α(t− t0)− α2)(4aα2 cosh2 α(t− t0)− 4aα4 + cosh4 α(t− t0))
.

(4.4)

При t → ±∞ данные решения стремятся к неустойчивой неподвижной точке системы (3.2)

γ3 = 1, K3 = 0.

Как видно из (4.4) в редуцированной задаче остается только один параметр семейства t0.
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Вычислим далее интеграл Мельникова для приведенной системы (3.2) на решении (4.4)

J(t0) =

∫ +∞

−∞

dH0

dt

∣

∣

∣

∣K3=K
(0)
3 (t,t0)

γ3=γ
(0)
3 (t,t0)

dt.

Взяв производную от H0 по времени в силу системы (3.2), получим

J(t0) = η

∫ +∞

−∞

k(γ
(0)
3 (t, t0))K

(0)
3 (t, t0)

¨̂
ξ(t) dt.

Разложим подынтегральное выражение в ряд, считая возмущение системы малым η ≪ 1

J(t0) = ηJ1(t0) +O(η2).

Первое слагаемое в разложении можно представить в виде

J1(t0) = 4α3

∫ +∞

−∞

sinhα(t− t0)

cosh3 α(t− t0)

¨̂
ξ(t) dt.

Зададим колебания плоскости в виде периодической функции времени ξ̂(t) = A sinµt,
где A — амплитуда колебаний, µ = const — их частота.

Несобственный интеграл J1(t0) в этом случае вычисляется при помощи вычетов

J1(t0) = −2πµ4A cosµt0
sinh µπ

2α

. (4.5)

Из (4.5) следует, что интеграл Мельникова уже в первом порядке малости по величине воз-

мущения η является знакопеременной функцией. Следовательно, редуцированная система

является неинтегрируемой и не допускает дополнительного интеграла при произвольных

значениях частоты колебаний и малых значениях амплитуды колебаний плоскости. Из неин-

тегрируемости приведенной системы следует неинтегрируемость и полной системы (2.9).

§ 5. Численное моделирование динамики волчка

В данном разделе мы приведем результаты численного моделирования движения волчка

по гладкой горизонтальной плоскости, совершающей периодические колебания вида

ξ(t) = δ sin τ,

где δ — безразмерная амплитуда колебаний плоскости, τ = µt — безразмерная единица

времени, µ — частота колебаний. Тогда ускорение свободного падения g̃ и константы ин-

тегралов k1 и k2 запишутся через соответствующие безразмерные параметры γ, κ1 и κ2

в виде

g̃ = µ2γ, k1 = µκ1, k2 = µκ2.

Для удобства отображения фазовых траекторий вблизи неустойчивой неподвижной точ-

ки перейдем от переменных γ3, K3 к углу нутации ϑ, и его производной ϑ̇. Они связаны

между собой соотношениями

γ3 = cosϑ, K3 = −
√

1 + η sin2 ϑϑ̇.
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В результате система (3.2) может быть записана в виде неавтономного дифференциального

уравнения второго порядка

ϑ̈ = − 1

1 + η sin2 ϑ

(

η sinϑ cosϑϑ̇2 +

+
(κ1 cosϑ− κ2)(κ1 − κ2 cosϑ)

2 sin3 ϑ
+ (−γ + δ sin τ) sinϑ

)

. (5.1)

Как было сказано выше, рассматриваемая система имеет два частных решения (4.2),

соответствующих нижнему и верхнему вертикальному вращению. Верхнее (неустойчивое)

решение (4.2) в переменных ϑ, ϑ̇ имеет вид

ϑ = 0, ϑ̇ = 0 (5.2)

и лежит на совместном уровне интегралов

κ1 = κ2.

На данном уровне интегралов уравнение движения (5.1) имеет вид

ϑ̈ = − 1

1 + η sin2 ϑ

(

η sinϑ cosϑϑ̇2 +
κ2
1 tg(ϑ/2)

2 cos2(ϑ/2)
+ (−γ + δ sin τ) sinϑ

)

. (5.3)

Для удобства исследования движений вблизи решения (5.2), переопределим область

определения переменной ϑ следующим образом

ϑ ∈ [−π, π).

При этом для рассмотрения полной системы необходимо добавить соответствующее прави-

ло склейки для переменных ϑ, ϕ. Однако в силу симметрии уравнения (5.1) относительно

замены ϑ → −ϑ, данная склейка не повлияет на вид фазового портрета.

На рис. 2 приведено отображение через период τ = 2π системы (5.3) на плоскости (ϑ, ϑ̇)
при значениях параметров

κ1 = 0.4, η = 0.148, γ = 0.232, δ = 7 · 10−5.

На рис. 2, a изображен фазовый портрет приведенной системы (5.3). Вследствие малого

значения амплитуды колебаний плоскости, поведение системы практически не отличается

от интегрируемого случая. На рис. 2, b приведен увеличенный фрагмент рис. 2, a и изобра-

жены устойчивая и неустойчивая ветви сепаратрис неустойчивой неподвижной точки (5.2).

Как видно на рисунке, эти ветви пересекаются между собой. Также на увеличенном фраг-

менте отчетливо виден стохастический слой, соответствующий хаотическим траекториям

системы.

Заключение

В данной работе мы рассмотрели задачу о качении сферического волчка с осесиммет-

ричным распределением масс по гладкой горизонтальной плоскости, совершающей перио-

дические вертикальные колебания. При помощи метода Мельникова мы показали, что рас-

сматриваемая система не допускает дополнительного интеграла движения, следовательно,

является неинтегрируемой.

Отметим, что для рассматриваемой в данной работе системы необходимо отдельно ис-

следовать вопрос о безторывном движении волчка по вибрирующей плоскости. Для задачи
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Рис. 2. Отображение через период системы (5.3) на плоскости (ϑ, ϑ̇). (a) Общий вид фа-

зового портрета. (b) Трансверсальное пересечение сепаратрис вблизи неустойчивой непо-

движной точки (5.2).

о качении шара с маятником по вибрирующей плоскости эти исследования выполнены

в работе [11]. Как было отмечено выше, эти системы совпадают с точностью до замены

параметров (2.10). Следовательно, все выводы о безотрывном движении, полученные для

системы, рассмотренной в [11], справедливы и для системы, исследованной в данной рабо-

те.

Дальнейшее исследование данной системы может быть связано с исследованием ее ди-

намики при быстрых колебаниях плоскости. Используя методы построения вибрационно-

го потенциала [8], данную задачу можно приближенно описать некоторой интегрируемой

системой дифференциальных уравнений. Интересно было бы провести анализ такой инте-

грируемой системы и сравнить ее динамику с динамикой точной системы.

Авторы выражают благодарность И. С. Мамаеву и И. А. Бизяеву за полезные обсуждения

полученных результатов.
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This paper investigates the rolling motion of a spherical top with an axisymmetric mass distribution on

a smooth horizontal plane performing periodic vertical oscillations. For the system under considera-

tion, equations of motion and conservation laws are obtained. It is shown that the system admits two

equilibrium points corresponding to uniform rotations of the top about the vertical symmetry axis. The

equilibrium point is stable when the center of mass is located below the geometric center, and is unstable

when the center of mass is located above it. The equations of motion are reduced to a system with one

and a half degrees of freedom. The reduced system is represented as a small perturbation of the problem

of the Lagrange top motion. Using Melnikov’s method, it is shown that the stable and unstable branches

of the separatrix intersect transversally with each other. This suggests that the problem is nonintegrable.

Results of computer simulation of the top dynamics near the unstable equilibrium point are presented.
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