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1

�àññìîòðåíî äâèæåíèå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè â ñëó÷àå

âûñîêî÷àñòîòíûõ âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû îäíîé èç åãî òî÷åê (òî÷êè

ïîäâåñà). Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà. Äàíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå äî-

ïóñòèìûõ äóã ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà, ïðîèñõîäÿùèõ âîêðóã âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûõ îñåé.

Âûÿâëåíû ñëó÷àè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé, îáóñëîâëåííûå âèáðàöèÿìè è íå ñóùåñòâóþùèå äëÿ òåëà

ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äëÿ îäíîãî èç òàêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè

èíåðöèè, íå ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ òåëà è íå ñîâïàäàþùåé ñ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ èíåðöèè,

ïðîâåäåí ïîëíûé íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâå-

äåííîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íàéäåíû

îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. �àññìîòðåíû ñëó÷àè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêîâ, à òàêæå ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ Øòàóäå, âûñîêî÷àñòîòíûå âèáðàöèè, òâåðäîå òåëî, äèíàìè-

÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ, óñòîé÷èâîñòü, ðåçîíàíñ.

DOI: 10.20537/vm170409

Ââåäåíèå

Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé áûëè îòêðûòû

â êîíöå XIX âåêà [1, 2℄ è íîñÿò èìÿ Øòàóäå. Ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ äâèæåíèé òåëà ïî-

ñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, äîñòàòî÷íî ïîëíûé èõ îáçîð ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðà�èè [3℄.

Âûäåëèì ìîíîãðà�èþ [4℄, ãäå ïðîâåäåí êà÷åñòâåííûé àíàëèç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâî-

ñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â òåëå è ïîäðîáíî èññëåäîâàí

ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ åãî öåíòðà ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ×åòàå-

âà ïîëó÷åíû [5℄ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÷àñòè äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíò-

íûõ âðàùåíèé ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññ, à òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàíû íàèáîëåå

âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ãåîìåòðèè ìàññ òåëà. Ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ñîäåðæàùåé åãî öåíòð ìàññ, èçó÷àëñÿ

â ðàáîòàõ [2�10℄. Ñëó÷àé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ðàññìàòðèâàëñÿ â ìîíîãðà�èè [7℄.

Ïîäðîáíûé ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äëÿ ÷àñò-

íûõ è îáùåãî ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òâåðäîãî òåëà, îõâàòûâàþùèé âåñü äèàïàçîí äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðîâåäåí â ìîíîãðà�èè [3℄. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùèòü äàííóþ çà-

äà÷ó íà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà ïîäâåñà òåëà ñîâåðøàåò çàäàííûå âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ.

Èññëåäîâàíèå âîçäåéñòâèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåæè-

ìîâ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ ìåõàíèêè, âàæíîé êàê

ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Áèáëèîãðà�èÿ ïî ýòîé òåìàòèêå ñîäåðæèòñÿ

â ðàáîòàõ [11�14℄. Â ñòàòüÿõ [15,16℄ ïîëó÷åíà ñèñòåìà ïðèáëèæåííûõ àâòîíîìíûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé òèïà óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà äëÿ òâåðäîãî òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåò-

ðèåé ìàññ ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èëè óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ âèáðàöèÿõ îäíîé

èç åãî òî÷åê. Â ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû èçó÷åíû ÷àñòíûå äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (ïðîåêò � 3.3858.2017/4.6).

http://dx.doi.org/10.20537/vm170409


Èññëåäîâàíèå ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé 591

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

òåëà äëÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà, äîïóñêàþùèõ äâå öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû [17℄;

èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé òåëà [16, 18℄ â ñëó÷àå âûñîêî÷àñòîòíûõ

âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà. �àññìîòðåíû [19℄ ñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ (âîêðóã âåð-

òèêàëüíûõ è íàêëîííûõ îñåé) âîë÷êà Ëàãðàíæà ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ âûñîêî÷àñòîòíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé òî÷êè åãî ïîäâåñà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â öèêëå ðàáîò [20�22℄ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

çàïèñàííîé â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà, èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðìà-

íåíòíûõ âðàùåíèé Øòàóäå òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàð-

ìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà. Êàê è äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ïåðìàíåíòíûå

âðàùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî âîêðóã âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûõ îñåé.

Ïðîâåäåí ëèíåéíûé è (äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ) íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè, ñîäåðæàùåé åãî öåíòð ìàññ [20℄,

è âîêðóã îñåé èç ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé èíåðöèè [21℄. Â ðàáîòå [22℄ íàéäåíû è èññëåäîâàíû äâà

íîâûõ òèïà ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé òåëà, îáóñëîâëåííûõ áûñòðûìè âåðòèêàëüíûìè âèáðà-

öèÿìè òî÷êè ïîäâåñà è íåâîçìîæíûìè äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé; ïåðâîå ïðåäñòàâëÿåò

êîíè÷åñêîå äâèæåíèå âîêðóã âåðòèêàëè íåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè

èíåðöèè, à âòîðîå � ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð

ìàññ òåëà íå ëåæèò íà ýòîé îñè.

Â äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïðè íàëè÷èè

áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà. Îïèñàíû äîïóñòèìûå äóãè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà, ïðîâåäåíî èõ ñðàâíåíèå ñî ñëó÷àåì îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè. Íàé-

äåí íîâûé òèï ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé, âîçìîæíûõ òîëüêî ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé è çàäàííîì

ñîîòíîøåíèè ìåæäó óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ è ÷àñòîòîé âèáðàöèè òî÷êè

ïîäâåñà. Äëÿ ýòèõ äâèæåíèé îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè, íå ñîäåðæàùåé

öåíòð ìàññ òåëà è íå ñîâïàäàþùåé ñ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ èíåðöèè. Ïðîâåäåí ïîëíûé

(ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé) àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè-

âåäåííîé (ïî �àóñó) ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìàññû m â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî îäíà

èç åãî òî÷åê O, íàçûâàåìàÿ äàëåå òî÷êîé ïîäâåñà, ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó O∗O = a cos Ωt îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè O∗.
Ââåäåì ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z (îñü OZ íàïðàâëåíà âåð-

òèêàëüíî ââåðõ) è æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ òåëîì ñèñòåìó Oxyz, îñè êîòîðîé íàïðàâëåíû âäîëü

ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè O. Îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû OXY Z çàäàäèì ïðè ïîìîùè óãëîâ Ýéëåðà ψ, θ, ϕ.

Ïóñòü ýëëèïñîèä èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè O ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ, ïðè ýòîì

öåíòð ìàññ G çàíèìàåò ïðîèçâîëüíîå ïîëîæåíèå. Ýêâàòîðèàëüíûé è îñåâîé ìîìåíòû èíåðöèè

òåëà îáîçíà÷èì ÷åðåç A è C. Îñè Ox è Oy ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáåðåì òàê, ÷òîáû

öåíòð ìàññ íàõîäèëñÿ â ïëîñêîñòè Oxz; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî xG > 0.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäà a êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðè-

âåäåííîé äëèíîé ℓ = A/(mxG), à ÷àñòîòà Ω êîëåáàíèé âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé

÷àñòîòîé Ω1 =
√
g/ℓ, ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî aΩ ∼ 1. Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε è áåçðàçìåðíóþ

÷àñòîòó ω0 ïî �îðìóëàì

ε2 =
a

ℓ
(0 < ε≪ 1),

Ω1

Ω
= ε2ω0,

Äâèæåíèå òåëà áóäåì îïèñûâàòü êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè �àìèëüòîíà. Ïóñòü pψ, pθ,
pϕ � îáîáùåííûå èìïóëüñû, ñîïðÿæåííûå ñ óãëàìè Ýéëåðà. �àíåå ïîêàçàíî [20℄, ÷òî êîîðäè-

íàòà ψ öèêëè÷åñêàÿ (êàê è â ñëó÷àå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé), ïîýòîìó pψ = const. Îáåç-
ðàçìåðèì èìïóëüñû ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëÿ AΩ1.
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Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû β è σ è íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ (áåçðàçìåðíîå

âðåìÿ) τ ïî �îðìóëàì

β = A/C (β > 1/2), σ = zG/xG, τ = Ω1t.

Îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòð β ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà äëÿ îñåâûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè.
Äàëåå èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé β = 1, îòâå÷àþùèé ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà.

Ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó, ãëàâíàÿ ÷àñòü

êîòîðîãî, â ÷ëåíàõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî ε, íå ñîäåðæèò âðåìå-

íè τ ; ýòà ïðîöåäóðà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ìàññ òåëà äëÿ òî÷êè ïîäâåñà, ñîâåðøà-

þùåé âûñîêî÷àñòîòíûå âåðòèêàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ïîäðîáíî îïèñàíà â [14℄. Îò-

áðàñûâàÿ ñëàãàåìûå âûøå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ε, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè îí èìååò âèä (çà ïåðåìåííûìè

îñòàâëåíû ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ):

H =
(pψ − pϕ cos θ)

2

2 sin2 θ
+

1

2
p2θ +

1

2
βp2ϕ + sin θ sinϕ+ σ cos θ +Πv. (1.1)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ãàìèëüòîíèàíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèáðàöèîííûé ïîòåíöèàë [15, 16℄,

âû÷èñëÿåìûé ïî �îðìóëå

Πv =
ξ

2

[
σ2 sin2 θ cos2 ϕ+ (cos θ − σ sin θ sinϕ)2 + sin2 θ cos2 ϕβ

]
, ξ =

mxGa
2Ω2

2Ag
.

Ïàðàìåòð ξ (ξ > 0) õàðàêòåðèçóåò ÷àñòîòó âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [15, 16℄ è èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííûå â ñòàòüå [21℄, íàéäåì, ÷òî

ðåøåíèÿ ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ïîðÿäêà ε−1/2
ñâÿçàíû ñ ðå-

øåíèÿìè ïðåîáðàçîâàííîé ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé âèäà

(èñõîäíûå ïåðåìåííûå îòìå÷åíû çíàêàìè )̂

θ̂ = θ +O(ε3/2), ϕ̂ = ϕ+O(ε3/2),

p̂θ = pθ −mζ̇(t)xG sinϕ cos θ +O(ε1/2), p̂ϕ = pϕ −mζ̇(t)xG cosϕ sin θ +O(ε1/2).

Äâèæåíèÿ òåëà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà ìîæíî îïèñàòü òàêæå ïðè ïîìîùè ïðèáëè-

æåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â �îðìå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé

Ýéëåðà�Ïóàññîíà [15℄:

A
dp

dt
+ (C −A)qr = mgzGγ2 +M (ν)

x ,

A
dq

dt
+ (A− C)pr = mg(xGγ3 − zGγ1) +M (ν)

y , (1.2)

C
dr

dt
= −mgxGγ2 +M (ν)

z ,

dγ1
dt

= rγ2 − qγ3,
dγ2
dt

= pγ3 − rγ1,
dγ3
dt

= qγ1 − pγ2. (1.3)

Çäåñü p, q, r � ïðîåêöèè àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà ω íà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò, âû÷èñëÿåìûå ïðè ïîìîùè êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà; γ1 = sin θ sinϕ,
γ2 = sin θ cosϕ, γ3 = cos θ � ïðîåêöèè îðòà îñè OZ íà òå æå îñè. Â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíå-

íèé äîáàâëåíû êîìïîíåíòû âåêòîðà âèáðàöèîííîãî ìîìåíòà M
(ν), ñâÿçàííûå ñ âèáðàöèîííûì

ïîòåíöèàëîì ñîîòíîøåíèÿìè

M (ν)
x =

∂Π(ν)

∂γ3
γ2 −

∂Π(ν)

∂γ2
γ3, M

(ν)
y =

∂Π(ν)

∂γ1
γ3 −

∂Π(ν)

∂γ3
γ1, M

(ν)
z =

∂Π(ν)

∂γ2
γ1 −

∂Π(ν)

∂γ1
γ2.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû,

çàïèñàííîé â �îðìå óðàâíåíèé �àìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.1) èëè â âèäå (1.2), (1.3).
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�àññìîòðèì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðìàíåíòíûì

âðàùåíèÿì òåëà � ðàâíîìåðíûì âðàùåíèÿì âîêðóã îñåé, �èêñèðîâàííûõ â òåëå è â ñèñòåìå

êîîðäèíàò OXY Z. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâå-

ñà, êàê è äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, òàêèå âðàùåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî âîêðóã

âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûõ îñåé [14℄.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå äàåò

p

γ1
=

q

γ2
=

r

γ3
= ω = const,

à óðàâíåíèÿ (1.2) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé

âåëè÷èí p, q, r, èìåþùåé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ âèä

1− β

β
γ2γ3η

2 = σγ2 + ξγ2[γ3 − σγ1 − σ2γ3 − βγ3],

β − 1

β
η2γ1γ3 = [σγ1 − γ3][ξ(σγ3 + γ1)− 1], (1.4)

0 = γ2[ξ(βγ1 + σγ3)− 1].

Çäåñü η = ω/Ω1 � áåçðàçìåðíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ.

Öåëü ðàáîòû � îïèñàíèå äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü

äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ïðè áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèÿõ òî÷êè ïîäâåñà è ñðàâ-

íåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Áóäóò

âûÿâëåíû ñëó÷àè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé, âîçìîæíûå òîëüêî â ñëó÷àå âèáðàöèé è íå ñóùå-

ñòâóþùèå äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äëÿ îäíîãî èç òàêèõ ñëó÷àåâ áóäåò ïðîâåäåí ïîëíûé

(ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé) àíàëèç óñòîé÷èâîñòè.

� 2. Äîïóñòèìûå äóãè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

Îïèøåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà. Íàïðàâëÿþùèå êîñè-

íóñû γ1, γ2, γ3 ýòèõ îñåé â ñîîòíîøåíèÿõ (1.4), ïðè çàäàííîé ãåîìåòðèè ìàññ òåëà, äîëæíû

áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåîòðèöàòåëüíîñòü âåëè÷èíû η2. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû γ1,
γ2, γ3 ñâÿçàíû ãåîìåòðè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì

γ21 + γ22 + γ23 = 1.

Óìíîæàÿ òðåòüå óðàâíåíèå â (1.4) íà σ è ñêëàäûâàÿ ñ ïåðâûì, ïîëó÷èì (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ

íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü) óðàâíåíèå-ñëåäñòâèå âèäà

γ2[η
2γ3 − βξ(γ3 − σγ1)] = 0.

Â ïðîñòðàíñòâå âåëè÷èí γ1, γ2, γ3 äàííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïëîñêîñòåé,
â êîòîðûõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ äîïóñòèìûå îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà. �àññìîòðèì ýòè

äâà ñëó÷àÿ ïîäðîáíåå.

1. Åñëè γ2 = 0, òî îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ëåæàò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè Oxz,
ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ òåëà. Ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ â (1.4) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

�àññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå.

Íà ðèñ. 1 â ïëîñêîñòè âåëè÷èí γ1, γ3 ïîêàçàíû ïðÿìûå σγ1 = γ3 è (σγ3 + γ1) = 1/ξ, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ âìåñòå ñ îñÿìè êîîðäèíàò ãðàíèöàìè îáëàñòåé, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå âåëè÷èíà η2

ìåíÿåò çíàê. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ èìåþò êîîðäèíàòû

K (κ, σκ), L

(
1

ξ
, 0

)
, M

(
0,

1

ξσ

)
; ζ =

1

σ2 + 1
, κ =

ζ

ξ
.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé 1/2 6 β < 1. Îáëàñòè, ãäå âåëè÷èíà η2 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ, çàêðàøåíû; îáëàñòè, ãäå η2 > 0, îñòàâëåíû íåçàêðàøåííûìè. Â ñëó÷àå β > 1
çàêðàøåííûå è íåçàêðàøåííûå îáëàñòè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
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0

PSfrag repla
ements

γ1

γ3

1

ξσ

1

ξ
γ 3
=
σγ

1

γ
1 +

σγ
3 =

1
ξ

K

L

M

�èñ. 1. Îáëàñòè âîçìîæíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ äîïóñòèìûõ äóã ïðè γ2 = 0 è 1/2 6 β < 1

Âåëè÷èíû γ1 è γ3 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ îêðóæíîñòè γ21+γ
2
3 = 1. Â çàâèñèìîñòè

îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ξ è σ âîçìîæíû ïÿòü âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åêK, M è L íà ðèñ. 1

îòíîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè: íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäàåò âíóòðü íåå, ïîïàäàåò òî÷êà K, èëè

òî÷êè K, L, èëè òî÷êè K, M , èëè âñå òðè òî÷êè.

Äóãè îêðóæíîñòè, ïîïàäàþùèå â íåçàêðàøåííûå îáëàñòè, ñîñòîÿò èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

ñ ýòîé îêðóæíîñòüþ äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Ýòè äóãè áóäåì òàêæå íàçû-

âàòü äîïóñòèìûìè, êàê ýòî ïðèíÿòî â äàííîé çàäà÷å.

Òàáëèöà 1. Äîïóñòèìûå äóãè

ξ < max (κ, σκ)
I : 0 < γ1 < γ3/σ, γ3 > 0

II : γ1 < 0, γ3 > 0
III : γ3/σ < γ1 < 0, γ3 < 0

ðèñ. 2, a

max (κ, σκ) < ξ < min

(
1

σ
, 1

) I : 0 < γ1 < γ∗, γ3 > 0
II : γ∗∗ < γ1 < γ3/σ, γ3 > 0

III : γ1 < 0, γ3 > 0
IV : γ3/σ < γ1 < 0, γ3 < 0

ðèñ. 2, b

1 < ξ <
1

σ
(σ < 1)

I : γ∗∗ < γ1 < γ3/σ, γ3 > 0
II : γ1 < 0, γ3 > 0

III : γ3/σ < γ1 < 0, γ3 < 0
IV : γ∗ < γ1 < 1, γ3 < 0

ðèñ. 2, c

1

σ
< ξ < 1 (σ > 1)

I : 0 < γ1 < γ∗, γ3 > 0
II : 0 < γ1 < γ3/σ, γ3 > 0
III : −1 < γ1 < γ∗∗, γ3 > 0
IV : γ3/σ < γ1 < 0, γ3 < 0

ðèñ. 2, d

ξ > max

(
1

σ
, 1

) I : 0 < γ1 < γ3/σ, γ3 > 0
II : −1 < γ1 < γ∗∗, γ3 > 0
III : γ3/σ < γ1 < 0, γ3 < 0
IV : γ∗ < γ1 < 1, γ3 < 0

ðèñ. 2, e

Äîïóñòèìûå äóãè äëÿ ñëó÷àÿ 1/2 6 β < 1 è ïÿòè ïåðå÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ îïèñàíû â òàá-

ëèöå 1. Â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû ïðèâåäåíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû âèá-

ðàöèè ξ, à âî âòîðîì � äèàïàçîíû âåëè÷èí γ1 è γ3 íà äîïóñòèìûõ äóãàõ (â çàâèñèìîñòè îò
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ïàðàìåòðà σ) â òðåòüåì � ññûëêè íà ðèñóíîê, ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè èçîáðàæåíû â ïëîñ-

êîñòè Oxy.

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

γ∗,∗∗ = ±κσ
√

(σ2 + 1)ξ2 − 1 + 1,

ïðè÷åì çíàêè + è − ñîîòâåòñòâóþò γ∗ è γ∗∗.

PSfrag repla
ements

z

x

I
II

III

O

(a)

PSfrag repla
ements

z

x

I
II

III

IV

O

(b)

PSfrag repla
ements

z

x

I
II

III

IVO

(c)

PSfrag repla
ements

z

x

I
II

III

IV

O

(d)

PSfrag repla
ements

z

x

I

II

III

IVO

(e)

�èñ. 2. Äîïóñòèìûå äóãè ïðè γ2 = 0 è 1/2 6 β < 1

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íà ðèñ. 2 ñëó÷àÿ 1/2 6 β < 1 äîïóñòèìûå äóãè ïîêàçàíû ñïëîøíûìè

ëèíèÿìè, îñòàëüíûå ÷àñòè îêðóæíîñòè � ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Â ñëó÷àå β > 1 äîïóñòèìûå
äóãè � ýòî ïóíêòèðíûå äóãè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà ðèñ. 2.

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàò, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû âèáðà-

öèè (ξ < max (κ, σκ)) äîïóñòèìûå äóãè, îáîçíà÷åííûå íà ðèñ. 2, a öè�ðàìè I, II, III, ñîâïàäàþò
ñ äóãàìè â ñëó÷àå íåïîäâèæíîé (ξ = 0) òî÷êè ïîäâåñà òåëà. Ïðè óâåëè÷åíèè ξ îò îäíîãî èç

êîíöîâ äóãè I îòäåëÿåòñÿ äóãà IV , êîòîðàÿ ëèáî îñòàåòñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå, ëèáî ïåðåõî-

äèò â ÷åòâåðòûé êâàäðàíò êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Äîïóñòèìàÿ äóãà II âî âòîðîì êâàäðàíòå

ìîæåò ñîñòàâëÿòü ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè (ðèñ. 2, a�
), ñ ðîñòîì ξ óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 2, d,e). Äî-
ïóñòèìûå äóãè III â òðåòüåì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè Oxz íå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè

ïîäâåñà.

Â ñëó÷àå β > 1 àíàëèç äîïóñòèìûõ äóã ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

η2γ3 − βξ(γ3 − σγ1) = 0. (2.1)
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�àçðåøèâ òðåòüå óðàâíåíèå (1.4) îòíîñèòåëüíî γ1, ïîëó÷èì

γ1 =
1− ξσγ3

ξβ
.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ (1.4) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå âèäà

η2γ3 = ξ(β + σ2)γ3 − σ, γ3η
2[ξσγ3 − 1] = 0. (2.2)

Åñëè γ3 = 0, òî ïåðâîå óðàâíåíèå (2.2) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî òîëüêî ïðè óñëîâèè

áåñêîíå÷íî áîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ èëè ïðè áåñêîíå÷íî áîëüøîé

÷àñòîòå âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà. Òàêèì îáðàçîì, îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà íå ìîãóò

íàõîäèòüñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè. Ýòîò æå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñëó÷àÿ

òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Ïðè γ3 6= 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.2), ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ, èìååò äâà

ðåøåíèÿ âèäà

γ1 = 0, γ2 = ±
√

1− 1

ξ2σ2
, γ3 =

1

ξσ
(ξσ > 1). (2.3)

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ëåæàò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè Oyz (ñì. ðèñ. 3).
Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ âîêðóã ýòèõ îñåé îòâå÷àþò �èçè÷åñêè îäíîìó è òîìó æå äâèæåíèþ

òåëà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ðåøåíèÿ (2.3) íå ñóùåñòâóþò, îíè îáóñëîâ-

ëåíû âèáðàöèÿìè òî÷êè ïîäâåñà òåëà.

x

PSfrag repla
ements

z

III

O

�èñ. 3. Äîïóñòèìûå îñè

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (2.3) â óñëîâèå (2.1) äàåò ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåòðû çà-

äà÷è:

ξ = η2/β.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å áóäåò ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé, îñè

êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.3). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé,

äëÿ êîòîðîãî γ2 > 0.

� 3. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé,

îáóñëîâëåííîãî âèáðàöèÿìè

3.1. Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

�àññìàòðèâàåìîìó âðàùåíèþ îòâå÷àåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.1), èìåþùåå âèä

θ0 = arccos
β

ση2
(η2 > β/σ), ϕ0 = 0, pθ0 = 0, pϕ0

=
1

ση
. (3.1)
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Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûé èìïóëüñ pψ ñâÿçàí ñ áåçðàçìåðíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ η ðàâåíñòâîì

pψ =
η4σ2 − β(β − 1)

η3σ2
.

Èññëåäîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà η. Çà íåçàâèñèìûå
ïàðàìåòðû ïðèíèìàåì âåëè÷èíû η, σ, β.

Ââåäåì â ãàìèëüòîíèàíå (1.1) âîçìóùåíèÿ ïî �îðìóëàì

θ = θ0 + x1, ϕ = x2, pθ = y1, pϕ = pϕ0
+ y2

è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

H = H2 +H3 +H4 + . . . . (3.2)

Çäåñü Hk (k = 2, 3, 4) � �îðìû ñòåïåíè k îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, à ìíîãîòî÷èå îçíà÷à-

åò ñîâîêóïíîñòü ñëàãàåìûõ íå ìåíåå ïÿòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ãàìèëüòîíèàíà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

H2 =
1

2
a1x

2
1 +

1

2
a2x

2
2 +

1

2
y21 +

1

2
a4y

2
2 + a5x1y2 + a6x1x2. (3.3)

Çäåñü

a1 =
σ2(1− σ2)η4 + β(βσ2 + (4β − 1)(β − 1))

η2σ2β
, a2 =

β2

η2σ2
− η2, (3.4)

a4 =
(β2 − β − η4σ2)β

β2 − η4σ2
, a5 =

β2 − β + η4σ2√
η4σ2 − β2ησ

, a6 = −β
2 − η4σ2

η2σβ
.

Ôîðìû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ãàìèëüòîíèàíà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

H3 = − x1η
4y22σ

2β

(η4σ2 − β2)3/2
+
x21y2(β

2(β − 1) + η4σ2(5β − 2))

2ση(β2 − η4σ2)
− x1x

2
2β

√
η4σ2 − β2

η2σ2
+

+
3x21x2

√
η4σ2 − β2

2ση2
+
x31(β(βσ

2 + β − 1)− η4σ2(4β − 3 + σ2))

2
√
η4σ2 − β2σ2η2

, (3.5)

H4 =
x21y

2
2η

4σ2(η4σ2 + 2β2)

2(β2 − η4σ2)2
+
x31y2(β

3(β − 1) + η4σ2(5η4σ2 + 18β2 − 11β))

6ησ(η4σ2 − β2)3/2
− x42(β

2 − η4σ2)

6η2σ2
+

+
x1x

3
2(β

2 − η4σ2)

6ση2β
− x21x

2
2(2β

2 − η4σ2)

2η2σ2
+
x2x

3
1(7β

2 − 4η4σ2)

6ση2β
−

− x41[4σ
4(3β + σ2 − 1)η8 + σ2β(32β2 − 11σ2β − 33β + 8)η4 + β3(16β2 + 7σ2β − 23β + 7)]

24η4σ2η2β
.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ íàéäåì êàê óñëîâèÿ ïîëîæèòåëü-

íîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû H2 èç (3.3):

a1 > 0, a1a2 − a26 > 0, a1a2a4 − a26a4 − a25a2 > 0. (3.6)

Ýòè óñëîâèÿ, ñ ó÷åòîì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

η4σ2(1− σ2) + β(4β2 + β[σ2 − 5] + 1) > 0,

η4σ2(β + σ2 − βσ2) + β2(β − 1)(σ2 + 4β − 1) < 0, (3.7)

(β − 1)[β(β − 1)(4β + σ2)− η4σ4] < 0.
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Åñëè �îðìà H2 çíàêîïåðåìåííà, ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ñèñòå-

ìû, ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé �îðìû H2:

λ4 + aλ2 + b = 0,

a = a1 + a2a4, b = a1a2a4 − a26a4 − a25a2.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

a > 0, b > 0, d = a2 − 4b > 0 (3.8)

êîðíè ±iλj (j = 1, 2) óðàâíåíèÿ ÷èñòî ìíèìûå, è èññëåäóåìûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî

èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäóò

êîðíè ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (3.8) ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì íåðàâåíñòâîì èç (3.6). Äâà

äðóãèõ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

β(β3 + 3β2 + β[σ2 − 5] + 1)− η4σ2(σ2 + β2 − 1) > 0, η8σ4Γ− 2βσ2η4Λ+ β2Υ > 0,

Γ = σ4 − 2(β − 1)2σ2 + (β2 − 1)2,

Λ = σ4β − (β − 1)(2β2 − 7β + 1)σ2 + (β − 1)5,

Υ = σ4β2 − 2β(β2 − 6β + 1)(β − 1)σ2 + (β2 − 6β + 1)(β − 1)4.

Èññëåäîâàòü äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ áóäåì â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé îáùèì

äëÿ âûïèñàííûõ óñëîâèé òðåòüèì íåðàâåíñòâîì â (3.7). Îáëàñòè âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà

èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà äîïóñòèìàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ σ, β.
Ïðè 1/2 6 β < 1 íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, è èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

PSfrag repla
ements

β

σ

1

0
1/2

I

II

�èñ. 4. Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ

Â îáëàñòè β > 1 âûäåëèì ïîäîáëàñòè I è II, ðàçäåëåííûå êðèâîé

2β = 1 +
√

1 + σ2.

Â ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ èìååì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð η (óãëîâóþ ñêîðîñòü ïåðìà-

íåíòíîãî âðàùåíèÿ):

η4 > η4A =
β(β − 1)(4β + σ2)

σ4
(I), η2 > β/σ (II).
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Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè β > 1 âòîðîå íåðàâåíñòâî â (3.7) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî,
êîãäà êîý��èöèåíò ïðè η4 îòðèöàòåëåí, ÷òî äàåò óñëîâèå

σ2 >
β

β − 1
> 1.

Ïðè ýòîì óñëîâèè ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (3.7) ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

η4 < η4B =
β(4β2 + β(σ2 − 5) + 1)

σ(σ2 − 1)
,

à âòîðîå � ê ñîîòíîøåíèþ

η4 > η4C =
β2(1− β)(4β + σ2 − 1)

σ2(β + σ2 − βσ2)
.

Îäíàêî â îáëàñòè β > 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè η ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

η4B < η4C .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ η, β, σ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâî-

ñòè (3.7) íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (3.8) â îáëàñòÿõ I, II íà
ðèñ. 4. Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé β, σ èç ýòèõ îáëàñòåé óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè

óñëîâèè

η4 < η4D =
β(βσ2 + (β − 1)(β2 + 4β − 1))

σ2(σ2 + β2 − 1)
,

ïðè÷åì èìååì

η4A < η4D ïðè σ4 > 4β(β + 1)(β − 1)2. (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè I ðèñ. 4 ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè (ïðè η4A > η4D). Â îñòàâ-

øåéñÿ ÷àñòè îáëàñòè I, îáîçíà÷åííîé íà ðèñ. 5 ÷åðåç I ′, à òàêæå â îáëàñòè II èìååì îãðàíè÷åíèå

íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ: η4 < η4D.
�àññìîòðèì òðåòüå óñëîâèå â (3.8). Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàä-

ðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî η4 ñ êîý��èöèåíòàìè � êâàäðàòíûìè òðåõ÷ëåíàìè îòíîñèòåëü-

íî σ. Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà Γ îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó ñòàðøèé êîý��èöèåíò

èññëåäóåìîãî íåðàâåíñòâà âñåãäà ïîëîæèòåëåí.

Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà (3.1) èìååò âèä

D = 16β3σ4(β − 1)2[(4β − 1)σ4 − 8β2(β − 1)σ2 + 4β(β − 1)4].

Âûðàæåíèÿ äëÿ D ñîäåðæèò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî σ4 ñ ïîëîæèòåëüíûì äèñ-

êðèìèíàíòîì. Ó÷èòûâàÿ çíàêè êîý��èöèåíòîâ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà (â îáëàñòè β > 1),
çàêëþ÷àåì, ÷òî îí èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïðè ýòîì ëåâàÿ ãðàíè-

öà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïàðàìåòðà σ, çàäàâàåìàÿ â (3.9), ëåæèò ïðàâåå îáîèõ êîðíåé, è,

òàêèì îáðàçîì, â ýòîé îáëàñòè äèñêðèìèíàíò D âñåãäà ïîëîæèòåëåí.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç êîý��èöèåíòîâ Λ è Υ = 0 èç (3.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî â èññëåäóåìîé

îáëàñòè ïàðàìåòðîâ β, σ îíè ïðèíèìàþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.1) èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ

êîðíÿ.

Íàéäåì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ êîðíåé îòíîñèòåëüíî íàéäåííûõ âûøå ãðàíè÷íûõ çíà-

÷åíèé η4A, β/σ è η4D. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.1) äàåò ñîîòâåò-

ñòâåííî âûðàæåíèÿ

d
∣∣
η=ηA

=
β2[4β(β + 1)(β − 1)2 − σ4]2

σ4
> 0,

d
∣∣
η=

√
β/σ

= β2(3β − 1)2(β − 1)2 > 0,
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d
∣∣
η=ηD

=
4β3(3β − 1)(β − 1)2[4β(β + 1)(β − 1)2 − σ4]

(1− σ2 − β2)2
< 0.

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó η óãëîâîé ñêîðîñòè
ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå òîëüêî íåîáõîäèìûå (íå ÿâëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íû-

ìè) óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. ðèñ. 5):

η4A < η4 < η4E (I ′), β2/σ2 < η4 < η4E (II). (3.10)

Çäåñü η4E � ìåíüøèé èç êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà â (3.1).

PSfrag repla
ements

β

σ

1

0

I ′

II

1/2

�èñ. 5. Îáëàñòü òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

Çàìåòèì, ÷òî íà ãðàíèöå (3.9) (âåðõíåé ãðàíèöå îáëàñòè I ′) η4E = η4A.

3.2. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Â îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ãäå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé-

÷èâîñòè, ïðîâåäåì íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (3.1). Áóäåì èñïîëüçîâàòü èçâåñò-

íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè àâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû [23℄.

Îñóùåñòâèì íîðìàëèçàöèþ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.2)�(3.5) â ÷ëåíàõ äî

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì êâàäðàòè÷-

íóþ ÷àñòü (3.3) ãàìèëüòîíèàíà ê íîðìàëüíîé �îðìå âèäà

H̃2 =
1

2
κ1(q

2
1 + p21)−

1

2
κ2(q

2
2 + p22), (3.11)

κ1,2 =

√
2β(β[β3 + 3β2 + β(σ2 − 5) + 1]− σ2(β2 + σ2 − 1)η4 ±

√
d)

2βση
(κ1 > κ2),

d = σ4
[
σ4 − 2(β − 1)2σ2 + (β2 − 1)2

]
η8 − 2βσ2

[
σ4β − (β − 1)(2β2 − 7β + 1)σ2 + (β − 1)5

]
η4 +

+ β2
[
β2σ4 − 2β(β − 1)(β2 − 6β + 1)σ2 + (β2 − 6β + 1)(β − 1)4

]
.

Çäåñü d � äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ââåäåííûé â (3.8), à κ1 è κ2 � ÷àñòî-

òû ìàëûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (3.11) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî óíèâàëåíòíîãî êàíîíè÷åñêîãî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ xi, yi → qi, pi (i = 1, 2) âèäà

x1 = n13p1 + n14p2, x2 = n21q1 + n22q2 + n23p1 + n24p2, (3.12)

y1 = n31q1 + n32q2, y2 = n41q1 + n42q2 + n43p1 + n44p2,

n13,14 = (−1)j+1
κj; n21,22 = −κjoj(β

2 − β + η4σ2)κjση

2z
√
η4σ2 − β2

;

n23,24 = (−1)j+1κjojσ(β
2 − β − η4σ2)

2z
; n31,32 = −κjκj ;

n41,42 =
κjσκjoj(η

4σ2 − β2)

2βz
; n43,44 = (−1)j+1κj(β

2 − β + η4σ2)oj
√
η4σ2 − β2

2σzη
;

o1,2 = η4σ4 − ((η4 + 1)β2 + η4)σ2 + β(β − 1)(β2 − 4β + 1)±
√
d;

z = β5 − (σ2 + 2)β4 + (1 + (2η4 + 1)σ2)β3 + η4σ2(2β2(σ2 − 1) + σ2((β − σ2)η4 − β));

κ1 =

√
2βz√

κ1((σ2(β2 − σ2 + 1)η4 − β(β3 − 5β2 + 5β − βσ2 − 1))
√
d− d)

;

κ2 =
2
√
βz√

κ2((β4 − 5β3 + (5− (η4 + 1)σ2)β2 − β + η4σ4 − η4σ2 −
√
d)2 − 4βz)

.

Âåëè÷èíà j äëÿ êîý��èöèåíòîâ nkl ñ íå÷åòíûìè è ÷åòíûìè èíäåêñàìè ðàâíà 1 è 2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïàðàìåòðû a1�a6 ââåäåíû âûøå â ñîîòíîøåíèÿõ (3.4).

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêè (3.12) �îðìû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíåé èç (3.5)

ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

H3 = (l1q
2
1 + l2q

2
2 + l3q1q2)p1 + (l4q2 + l5q1)p

2
1 + l6p

3
1 + (l7p

2
1 + (l8q2 + l9q1)p1 +

+ l10q
2
2 + l11q

2
1 + l12q1q2)p2 + (l13p1 + l14q2 + l15q1)p

2
2 + l16p

3
2,

H4 = m1q
2
1q

2
2 +m2q

4
1 +m3q

4
2 +m4q1q

3
2 +m5q

3
1q2 +m6p

4
2 + (m7q1 +m8p1 +m9q2)p

3
2 +

+ (m10q1q2 + (m11q1 +m12q2)p1 +m13p
2
1 +m14q

2
2 +m15q

2
1)p

2
2 + (m16q

3
2 +m17p

3
1 + (m18q

2
1 +

+m19q1q2 +m20q
2
2)p1 +m21q

3
1 +m22q1q

2
2 +m23q

2
1q2 + (m24q2 +m25q1)p

2
1)p2 +m26p

4
1 +

+ (m27q1 +m28q2)p
3
1 + (m29q1q

2
2 +m30q

3
2 +m31q

3
1 +m32q

2
1q2)p1 + (m33q1q2 +m34q

2
2 +m35q

2
1)p

2
1.

ßâíûé âèä êîý��èöèåíòîâ lj è mj äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Çàòåì ïðè ïîìîùè áëèçêîé ê òîæäåñòâåííîé êàíîíè÷åñêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ qi, pi → q̃i,
p̃i (i = 1, 2) ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ ïðåîáðàçîâàííûõ �îðì H3 è H4.

Ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòî-

íèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ¾ïîëÿðíûõ¿ êîîðäèíàòàõ ϕi è ri, çàäàâàåìûõ �îðìóëàìè

q̃i =
√
2ri sinϕi, p̃i =

√
2ri cosϕi (i = 1, 2), èìååò âèä

H = κ1r1 − κ2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 +O(r

5/2
j ).

Çäåñü ñëàãàåìîå O(r
5/2
i ) 2π-ïåðèîäè÷íî ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ϕi (i = 1, 2). Ïîñòîÿííûå êî-

ý��èöèåíòû c02, c11 è c02 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

c20 =
3

2(κ22 − 4κ21)κ2κ1

[
(2(m5 + 3m2 + 3m17)κ1 − 3((l1 + l6)

2 + 4l26 + l25))κ
3
2 +

+ ((l7 + l11)
2 + 2l27 + 2l211 + l29 + l23 + 3l24)κ1κ

2
2 − 8((l11 + l7)

2 + l24)κ
3
1 +

+ (4(3(l6 + l1)
2 + 5l26 + l3(l11 − l7) + l4l9 + 3l25)− 8(m5 + 3m17 + 3m2)κ1)κ

2
1κ2

]
,

c02 =
3

2κ1κ2(κ21 − 4κ22)

[
8((l2 + l13)

2 + l215 − (m14 + 3m3 + 3m6)κ1)κ
3
2 +

+ 4(l12(l13 − l2)− l8l15 − 2l214 − 3((l10 + l16)
2 + 4l216))κ1κ

2
2 + (2(3m3 +m14 + 3m6)κ1 −



602 Å.À. Âèøåíêîâà, Î.Â. Õîëîñòîâà

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

− (3l215 + l212 + 2l213 + 2l22 + (l13 + l2)
2 + l28))κ

2
1κ2 + 3((l16 + l10)

2 + 4l216 + l214)κ
3
1

]
,

c11 =
6

κ1κ2(4κ41 − 17κ21κ
2
2 + 4κ42)

[
4((3l16 + l10)(l11 + l7) + l4l14)κ

5
1 − 4((3l6 + l1)(l2 + l13) +

+ l5l15 − (m1 +m13 +m9 +m15)κ1)κ
5
2 + 2((l2 − l13)

2 + l212 + 2(l10 + 3l16 − 2l3)(l11 + l7) +

+ l28 + l215 + 2l4(l14 + 2l9))κ1κ
4
2 − (17(m1 +m13 +m9 +m15)κ1 − 8(l29 + (l7 − l11)

2 + l23 + l24)−
− 2l12(l2 − l13)− 17(3l6 + l1)(l2 + l13)− l15(2l8 − 17l5))κ

2
1κ

3
2 − (17(l7 + l11)(l10 + 3l16) +

+ 8(l215 + l28 + (l13 − l2)
2 + l212)− 2l3(l7 − l11) + l4(2l9 + 17l14))κ

3
1κ

2
2 − 2((l11 − l7)

2 + l24 + l29 +

+ l23 + 2l15(l5 + 2l8) + 2(l1 + 3l6)(l13 + l2) + 4l12(l2 − l13)− 2(m1 +m13 +m9 +m15)κ1)κ
4
1κ2

]
.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (ïî Ëÿïóíîâó) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, îòâå-

÷àþùåãî ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðìàíåíòíîìó âðàùåíèþ òåëà, ñëåäóåò èç òåîðåìû Àðíîëüäà�

Ìîçåðà [24℄ è îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

∆ = c20κ
2
2 + c11κ1κ2 + c02κ

2
1 6= 0.

Ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ∆ = 0 òðåáóåò àíàëèçà â ãàìèëüòîíèàíå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñëà-
ãàåìûõ äî øåñòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, òàêîé àíàëèç â äàííîé

ðàáîòå íå ïðîâîäèòñÿ.

Åñëè â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà (κ1 = 2κ2), òî íîðìàëèçîâàííûé

ãàìèëüòîíèàí çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ĥ = κ2(2r1 − r2) +
√
r1r2

√
k231 + k232 sin(ϕ1 + 2ϕ2) + c20r

2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 +O(r

5/2
j ).

Âåëè÷èíû k31 è k32 â ðåçîíàíñíîì êîý��èöèåíòå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

k31 =
√
2(l15 + l8), k32 = −

√
2(l2 − l13 + l12),

à êîý��èöèåíòû cij âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðèâåäåííûì âûøå �îðìóëàì äëÿ íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ,

â êîòîðûõ ñäåëàíà ïîäñòàíîâêà κ1 = 2κ2.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ k231 + k232 6= 0 èññëåäóåìîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. Åñëè æå âûïîë-

íåíî óñëîâèå k231 + k232 = 0 è ïðè ýòîì

c20 + 2c11 + 4c02 6= 0,

òî èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü [23℄.

Åñëè â ñèñòåìå íåò ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà, íî èìååòñÿ ðåçîíàíñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

(κ1 = 3κ2), òî íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ĥ = κ2(3r1 − r2) + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 +

√
r1r2r2

√
k241 + k242 sin(ϕ1 + 3ϕ2) +O(r

5/2
j ).

Çäåñü êîý��èöèåíòû c02, c11 è c02 ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ íåðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ (ïðè
ïîäñòàíîâêå κ1 = 3κ2), à âåëè÷èíû k41 è k42 âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

k41 = − 3

5κ2

[
5(m18 +m11 −m7 −m12)κ2 − 2l2[3l4 + 5l14]− l12[5l14 + 4l4] + 2l11[3l15 + 2l8] +

+ l15[4l7 + 10l16 + 10l10 + l3] + l8[6l7 + 15l16 + 5l10 − l3] + l13[l9 + 6l4] + l9[l12 − l2]
]
;

k42 =
3

5κ2

[
5(m8 +m4 −m10 −m19)κ2 + l12[6l11 + 4l7 + 15l16 + l3 + 5l10] + l15[4l4 − l9] +

+ l13[l3 − 4l11 − 10l16 − 10l10 − 6l7] + l2[20l16 − l3 + 6l7 + 4l11] + l8[6l4 + l9 + 5l14]
]
.
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Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâîì [23℄

|c20 + 3c11 + 9c02| > 3
√
3
√
k241 + k242. (3.13)

Åñëè íåðàâåíñòâî (3.13) âûïîëíåíî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå

íåóñòîé÷èâî.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ ìîæåò íàðóøèòüñÿ, åñëè òî÷êà èç ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé âûïîëíåíû òîëüêî íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòÿì ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî èëè ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-

êîâ èëè ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ ∆ = 0.
Èç âûðàæåíèé äëÿ κ1 è κ2 â �îðìóëàõ (3.11) ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ

κ1 = 2κ2 è κ1 = 3κ2 ýêâèâàëåíòíû êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû η4 óðàâíåíèÿì âèäà

u1η
8 + v1η

4 + w1 = 0, (3.14)

u2η
8 + v2η

4 + w2 = 0 (3.15)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü

u1 = σ4(4σ4 − (17β − 8)(β − 1)σ2 + 4(β2 − 1)2),

v1 = −βσ2(8βσ4 − (β − 1)(34β2 − 65β + 8)σ2 + 4(2β3 − 15β2 + 6β − 2)(β − 1)2),

w1 = β2(4β2σ4 − β(β − 1)(17β2 − 57β + 8)σ2 + 4(β4 − 17β3 + 14β2 − 8β + 1)(β − 1)2),

u2 = σ4(9σ4 − 2(41β − 9)(β − 1)σ2 + 9(β2 − 1)2),

v2 = −2βσ2(9βσ4 − (β − 1)(82β2 − 95β + 9)σ2 + (9β3 − 155β2 + 27β − 9)(β − 1)2),

w2 = β2(9β2σ4 − 2β(β − 1)(41β2 − 86β + 9)σ2 + (9β4 − 328β3 + 126β2 − 72β + 9)(β − 1)2).

Èç ñîîòíîøåíèé (3.14) è (3.15) ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìîãóò ñóùå-

ñòâîâàòü íå áîëåå äâóõ ðåçîíàíñíûõ ïîâåðõíîñòåé êàæäîãî âèäà. Ïðîâåäåííûé ðàñ÷åò ïîêàçàë,

÷òî â èññëåäóåìîé îáëàñòè èìååòñÿ ïî îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà â èññëåäóåìîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðà-

ìåòðîâ ñòðîèëèñü ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ β = const (β > 1), â êîòîðûõ ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè

îïðåäåëÿëèñü ðåçîíàíñíûå êðèâûå è êðèâûå âûðîæäåíèÿ è ïðîâåðÿëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå êðè-

òåðèè óñòîé÷èâîñòè. �àñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû íà èíòåðâàëå 1 < β < 10; âûÿâëåíî, ÷òî êàðòèíà
óñòîé÷èâîñòè â ðàññìîòðåííûõ ñå÷åíèÿõ äëÿ çíà÷åíèé β èç ýòîãî èíòåðâàëà êà÷åñòâåííî íå ìå-

íÿåòñÿ.

Íà ðèñ. 6 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ σ, β ïðåäñòàâëåí õàðàêòåðíûé âèä îïèñàííûõ ñå÷åíèé,

ïðè ýòîì ïîêàçàíû îäíîâðåìåííî ÷àñòè ñå÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îáëàñòÿì I ′ è II íà ðèñ. 5.

Èññëåäóåìàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ðèñ. 6 íå çàêðàøåíà. Ñîãëàñíî (3.10) âåðõíÿÿ ãðàíèöà

îáëàñòè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì η = ηE , íèæíÿÿ � ÷àñòÿìè êðèâûõ η = ηA è η =
√
β/σ,

ïåðåõîäÿùèìè îäíà â äðóãóþ ïðè σ = 2
√
β(β − 1). Êîîðäèíàòû óãëîâîé òî÷êè îáëàñòè èìåþò

âèä

σ = 4
√

4β(β + 1)(β − 1)2, η =
4

√
2β + (β − 1)

√
β(β + 1)

2(β2 − 1)
.

Êðèâàÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîêàçàíà íà ðèñ. 6 òîíêîé ëèíèåé, êðèâàÿ ðåçîíàíñà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � ïîëóæèðíîé ëèíèåé. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî â êàæäîì ñå÷åíèè èìååòñÿ

êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Âñå òðè êðèâûå âûõîäÿò èç óãëîâîé òî÷êè îáëàñòè

è âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè êðèâûìè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê îñè àáñöèññ ïðè σ → ∞.
Êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ ðàñïîëîæåíà ìåæäó ðåçîíàíñíûìè êðèâûìè è âíóòðè îáëàñòè íå èìååò

ñ íèìè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.

Áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó èññëåäóåìûõ äâèæåíèé äëÿ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êðèâûì ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Óñòàíîâëåíî,
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PSfrag repla
ements

η

σ0

�èñ. 6. Êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè â ñå÷åíèÿõ β = const

÷òî íà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü, à íà ðåçîíàíñíûõ

êðèâûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.
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The motion of a dynami
ally symmetri
 rigid body in a uniform gravity �eld is 
onsidered for the 
ase of

verti
al high-frequen
y harmoni
 os
illations of small amplitude of one of its points (the suspension point).

The investigation is 
arried out within the framework of an approximate autonomous system of di�erential

equations of motion written in the 
anoni
al Hamiltonian form. A detailed des
ription of admissible ar
s

of permanent rotations of the body about verti
al axes is given. Spe
ial 
ases of motions of the body are

found whi
h are 
aused by fast vibrations of the suspension point. One of these 
ases is studied when the

rotation axis lies in the prin
ipal plane of inertia whi
h does not 
ontain the 
enter of mass of the body

and does not 
oin
ide with the equatorial plane of inertia. A 
omplete nonlinear stability analysis of the


orresponding equilibrium position of the two-degree-of-freedom system is 
arried out. For all admissible
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values of the three-dimensional parameter spa
e, regions of linear stability are found. Cases of resonan
es of

the third and fourth orders, as well as degeneration 
ases, are 
onsidered.
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