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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà äèñêà, êàòÿùåãîñÿ ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Äîêàçàíî,

÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ òîëüêî â äâóõ ñëó-

÷àÿõ: ïðè äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì äèñêå è äèñêå ñî ñïåöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè èíòåãðàëàìè è ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóå-

ìûìè â êâàäðàòóðàõ ïî òåîðåìå Ýéëåðà�ßêîáè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

ïîêàçàíî îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëþáîé îáëàñòè �àçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, ïåðåíîñèìîé ïîòîêîì ñèñòåìû, åå îáúåì, âû÷èñëåííûé ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè èíâàðèàíòíîé

ìåðû, ñîõðàíÿåòñÿ. Â íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå èçâåñòíû êàê ñèñòåìû, äîïóñêàþùèå èíâàðèàíòíóþ ìåðó,

òàê è ñèñòåìû, ó êîòîðûõ îíà îòñóòñòâóåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåãîëîíîìíàÿ ìåõàíèêà, òåîðåìà Øâàðöøèëüäà�Ëèòòëâóäà, ìíîãîîáðàçèå ïàäåíèé,

õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà.

DOI: 10.20537/vm170407

Ââåäåíèå

Êàê áûëî ïîêàçàíî Â.Â. Êîçëîâûì [7℄, â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíîé

ìåõàíèêè íå îáëàäàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî â íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ âñòðå÷àþòñÿ òèïè÷íûå äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ý��åêòû,

íàïðèìåð, â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü ñòðàííûé àòòðàêòîð [5℄. Òåì íå ìåíåå

ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû ìîãóò âûäåëÿòüñÿ ñëó÷àè, â êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà [10℄, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ëèó-

âèëëÿ î ñîõðàíåíèè �àçîâîãî îáúåìà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè

íåïðåðûâíîé èíâàðèàíòíîé ìåðû â çàäà÷å î êà÷åíèè ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ äèñêà

ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ.

Åñëè äèñê ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì, òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàäàþò èí-

âàðèàíòíîé ìåðîé è ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè â êâàäðàòóðàõ ïî òåîðåìå Ýéëåðà �ßêîáè. Åå

êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå èññëåäîâàëîñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Òàê, â ðàáîòå [9℄, íà îñíîâå àíàëè-

çà ÿâíûõ êâàäðàòóð, ïîêàçàíî, ÷òî â ïîëå òÿæåñòè ïî÷òè ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äèñê

íå óïàäåò íà ïëîñêîñòü. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [4℄, à èìåííî ïîêàçàíî, ÷òî

íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé ìåðû (â ñëåäñòâèå òåîðåìû Øâàðöøèëüäà �Ëèòòëâóäà) ïðèâîäèò ê òî-

ìó, ÷òî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ïàäåíèÿ èìååò íóëåâóþ ìåðó. Â [8℄ ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí

óæå äëÿ íåèíòåãðèðóåìîé çàäà÷è î êà÷åíèè äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òÿæåëîãî äèñêà ïî

íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Â ðàáîòå [2℄ ïîñòðîåíà áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî äèñêà â ïðîñòðàíñòâå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè ïðè âñåõ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèÿõ òðàåêòîðèè äèñêà ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè.

Äðóãîé ñëó÷àé ñî ñïåöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ äèñêà áûë óêàçàí â ðàáîòå [6℄. Â ýòîé

ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äèñêà îáëàäàþò íåïðåðûâíîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé

òîëüêî â äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå èëè ñî ñïåöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ. Êðîìå

òîãî, âî âòîðîì ñëó÷àå ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè �îññèè (1.2404.2017/4.6) è ÷à-

ñòè÷íî ïîäåðæàíî �îíäîì Ä.Çèìèíà ¾Äèíàñòèÿ¿.

http://dx.doi.org/10.20537/vm170407
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� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

�àññìîòðèì êà÷åíèå äèñêà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Âûáåðåì ïîäâèæíóþ ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò Cx1x2x3, ñâÿçàííóþ ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè äèñêà. Ïóñòü m � ìàññà äèñêà

è I = diag(I1, I2, I1 + I2) � åãî òåíçîð èíåðöèè. Â îáùåì ñëó÷àå äèñê èìååò �îðìó ýëëèï-

ñà ñ ïîëóîñÿìè b1 è b2, à öåíòð ìàññ ñìåùåí îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà íà âåêòîð

a = (a1, a2, a3).

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà P ïðåäñòàâèì â �îðìå

v + ω × r = 0,

ãäå ω, v � óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ äèñêà, à r = CP � âåêòîð, íàïðàâëåííûé

èç öåíòðà ìàññ äèñêà â òî÷êó êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 1).

�èñ. 1. Äèñê íà ïëîñêîñòè

Óãëîâîé ìîìåíò äèñêàM îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = Ĩω, Ĩ = I+mr2E−mr ⊗ r,

ãäå çíàê ⊗ îáîçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü â ìàòðè÷íîé �îðìå r ⊗ r = ‖rirj‖.
Âåêòîð r âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íîðìàëü ê ïëîñêîñòè â òî÷êå êîíòàêòà γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = −
Bγ√
(Bγ,γ)

− a, B = diag(b21, b
2
2, 0).

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ M è γ, èìåþò âèä [1℄

Ṁ = M ×ω +mṙ × (ω × r) + γ ×
∂U

∂γ
,

γ̇ = γ × ω,

(1.1)

ãäå U = U(γ) � ïîòåíöèàë âíåøíèõ ñèë, çàâèñÿùèé îò γ. Íàïðèìåð, ïðè êà÷åíèè äèñêà â ïîëå

òÿæåñòè

U = −mg(r,γ),

ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

� 2. Ïåðâûå èíòåãðàëû è èíâàðèàíòíàÿ ìåðà

Ñèñòåìà (1.1) ñîõðàíÿåò ýíåðãèþ è îáëàäàåò ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì

E =
1

2
(ω,M ) + U, γ2 = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (1.1) ïî òåîðåìå Ýéëåðà�ßêîáè íå õâàòàåò èí-

âàðèàíòíîé ìåðû è äâóõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Â ñëó÷àå åñëè äèñê ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (òî åñòü I2 = I1, b2 = b1, a1 = 0, a2 = 0),
ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò ñòàíäàðòíîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé (ρ = const) è ïîëåì ñèììåòðèé

u = M1
∂

∂M2
−M2

∂

∂M1
+ γ1

∂

∂γ2
− γ2

∂

∂γ1
,

ñâÿçàííûì ñ èíâàðèàíòíîñòüþ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ äèñêà âîêðóã îñè äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè (ñì. ïîäðîáíåå â [1℄).

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíûõ ïî ìîìåíòàì èíòåãðàëà F1 è F2,

êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Fk = ck1(γ3)(γ1M1 + γ2M2) + ck2(γ3)M3, k = 1, 2,

ãäå ck1(γ3), ck2(γ3) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìáèíàöèè îáîáùåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíê-

öèé [2℄. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.1) èíòåãðèðóåìà ïî òåîðåìå Ýéëåðà �ßêîáè.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû (1.1) îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ρ(γ)dMdγ â äâóõ ñëó÷àÿõ:

� äèñê ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì; â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíòíàÿ ìåðà èìååò ñòàíäàðòíóþ

ïëîòíîñòü (ρ = const);

� äèñê ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííûì (a = 0), è, êðîìå òîãî, åãî ïîëóîñè è ìîìåíòû èíåðöèè

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

b21I
2
1 − b22I

2
2 +mb21b

2
2(I1 − I2) = 0. (2.1)

Â ýòîì ñëó÷àå ρ(γ) = (det Ĩ)
1

4
.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà (1.1) íå îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé ìåðîé ñ ïëîòíîñòüþ,

çàâèñÿùåé òîëüêî îò γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ÷åðåç M̃ (γ,M ) è γ̃(γ,M)
è ïðåäñòàâèì åå â âèäå

Ṁ = M̃(γ,M ), γ̇ = γ̃(γ,M).

Òîãäà óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ ïëîòíîñòè èíâàðèàíòíîé ìåðû ρdMdω ïðèìåò �îðìó

1

ρ

((
∂ρ

∂γ
, γ̃

)
+

(
∂ρ

∂M
,M̃

))
= −

3∑

i=1

∂M̃ i

∂M i
,

çäåñü óæå ó÷òåíî, ÷òî

∑
i

∂γ̃
i

∂γi
= 0. Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

ñòîèò ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ïî M �óíêöèÿ. Ïîýòîìó åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

3∑

i=1

∂M̃ i

∂M i
= (χ(γ),ω),

ãäå âåêòîð χ(γ) èìååò äîâîëüíî ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòîìó îí çäåñü ÿâíî íå ïðèâåäåí, õîòÿ åãî

íå ñëîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ëþáîé ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, íàïðèìåð Maple

èëèMathemati
a. Ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå äëÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû ïðèìåò

âèä

(
∂ ln ρ

∂γ
, γ̃

)
+

(
∂ ln ρ

∂M
,M̃

)
+ (χ(γ),ω) = 0. (2.2)
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Â ñëó÷àå êîãäà ρ = ρ(γ), óðàâíåíèå (2.2) ñâîäèòñÿ ê âèäó

(
∂

∂γ
ln ρ(γ)× γ + χ(γ),ω

)
= 0.

Òàê êàê ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ ω, òî ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî

γ ×
∂

∂γ
ln ρ(γ) = χ(γ).

Ïðèìåíèâ îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ïî ïåðåìåííûì γ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå

äîìíîæèâ åãî ñêàëÿðíî íà γ, ïîëó÷èì

3∑

i=1

∂χi

∂γi

= 0, (χ(γ),γ) = 0.

Âûïîëíèâ íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿ-

þòñÿ òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ, îïèñàííûõ â òåîðåìå. �

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòå [3℄ áûëî äîêàçàíî îòñóòñòâèå ãëàäêîé èíâàðèàíòíîé ìåðû (â îòñóò-

ñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ U = 0) ïðè êà÷åíèè îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëü-

çûâàíèÿ.

Èç òåîðåìûØâàðöøèëüäà �Ëèòòëâóäà [4℄ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå (2.1) ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé

ïàäåíèÿ èìååò íóëåâóþ ìåðó. Âïåðâûå ýòîò ñëó÷àé ñî ñïåöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ (2.1)

áûë óêàçàí â ðàáîòå [6℄.

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà íå çàòðàãèâàåò âîïðîñ î íàëè÷èè èíâàðèàíòíîé ìåðû ñ ïëîòíî-

ñòüþ ρ = ρ(M ,γ), ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå î âåðîÿòíîñòè ïàäåíèÿ äèñêà íè÷åãî íå èçâåñòíî.

Áîëåå òîãî, åñëè ãëàäêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò âáëèçè ìíîãîîáðàçèé ïàäåíèé, íî îò-

ñóòñòâóåò ãëîáàëüíî, ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ïàäåíèÿ ïî-ïðåæíåìó áóäóò èìåòü íóëåâóþ ìåðó.

Òåì íå ìåíåå â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè ñèñòåìà (1.1) ïðè U = 0 äîïóñêàåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó ρ1(M ,γ)dMdγ
ñ ïëîòíîñòüþ ρ1(M ,γ), àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M = 0,
òî ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà âèäà ρ2(γ)dMdγ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè â âûðàæåíèè (2.2) ñäåëàòü çàìåíó ρ = eσ(M ,γ)
, òî áóäåò ñïðà-

âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(
∂σ

∂γ
, γ̃

)
+

(
∂σ

∂M
,M̃

)
+ (χ(γ),ω) = 0. (2.3)

Äàëåå, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, σ(M ,γ) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

σ(M ,γ) = σ0(γ) +
∑

i

σi(γ)Mi +
∑

i,j

σij(γ)MiMj +O(|M |3).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ñîîòíîøåíèå (2.3) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî M̃ ïðè U = 0 ÿâëÿåòñÿ

îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèé ïî M , ïîëó÷èì

(
∂

∂γ
σ0(γ)× γ + χ(γ),ω

)
+O(|M |2) = 0.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî �óíêöèÿ ρ1 çàäàåò ïëîòíîñòü èíâàðèàíòíîé ìåðû, âûðàæåíèå â ñêîáêàõ

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèâ ρ2(γ) = eσ0(γ)
, ïîëó÷èì èñêîìóþ èíâàðèàíòíóþ

ìåðó. �
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Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå 1 ïðèâåäåíû âñå ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå (1.1) ïðè U = 0
ñóùåñòâóåò âñþäó íåïðåðûâíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïî-

òåíöèàëüíîì ïîëå (ê ïðèìåðó, â ïîëå òÿæåñòè) M = 0 óæå íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãî-

îáðàçèåì, è, êàê ñëåäñòâèå, äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû 2 íå óäàåòñÿ.

Òåì íå ìåíåå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ïîëå òÿæåñòè â ñèñòåìå (1.1) â îá-

ùåì ñëó÷àå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèòÿãèâàþùèå ìíîæåñòâà (àòòðàêòîðû). Îäíàêî â ñëó÷àå,

åñëè äèñê ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííûì, ïðèòÿãèâàþùèõ ìíîæåñòâ îáíàðóæèòü íå óäàåòñÿ.

Äëÿ äèñêà, ïàðàìåòðû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.1), äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè, ïî

òåîðåìå Ýéëåðà �ßêîáè, íå õâàòàåò äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å

áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îíè îòñóòñòâóþò.

� 3. Îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ äëÿ äèñêà ñî ñïåöèàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ

Âîïðîñ î íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ, â ñëó÷àå åñëè ñïðàâåäëèâî (2.1), èññëåäóåì

ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ïîäðîáíî ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

îïèñàíà â ðàáîòå [1℄, îòìåòèì ëèøü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì. Äëÿ åãî

ïàðàìåòðèçàöèè âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåìåííûìè Àíäóàéå �Äåïðè (L,G,H, l, g, h):

M1 =
√

G2 − L2 sin l, M2 =
√
G2 − L2 cos l, M3 = L,

γ1 =


H

G

√

1−

(
L

G

)2

+
L

G

√

1−

(
H

G

)2

cos g


 sin l+

√

1−

(
H

G

)2

sin g cos l,

γ2 =


H

G

√

1−

(
L

G

)2

+
L

G

√

1−

(
H

G

)2

cos g


 cos l −

√

1−

(
H

G

)2

sin g sin l,

γ3 =

(
H

G

)(
L

G

)
−

√

1−

(
L

G

)2
√

1−

(
H

G

)2

cos g,

â êîòîðûõ ìîæíî âûðàçèòü ýíåðãèþ E = E(L,G,H, l, g).

�èñ. 2. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ m = 1, b1 = 3, b2 = 1, I1 = 2, I2 = 3, g = 1,

E0 = 8

Ôèêñèðóÿ óðîâåíü ýíåðãèè E = E0 è âûáèðàÿ ñåêóùóþ ïëîñêîñòü â âèäå g = π
2 , ïî-

ëó÷àåì òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå, èíäóöèðóåìîå ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè �àçîâîé
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òðàåêòîðèè ñ âûáðàííîé ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ. Áóäåì âûâîäèòü îòîáðàæåíèå â ïåðåìåííûõ

(L/G,H/G, l) èç ñîîáðàæåíèé åãî êîìïàêòíîñòè â ñèëó òîãî, ÷òî

∣∣∣L
G

∣∣∣ 6 1,
∣∣∣H
G

∣∣∣ 6 1.

Íàëè÷èå îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òðàåêòîðèè ëîæàòñÿ íà

äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, à íàëè÷èå äâóõ äîïîëíèòåëü-

íûõ èíòåãðàëîâ � ê òîìó, ÷òî òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíî íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå.

Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ ñèñòåìû (1.1) â ïîëå òÿæåñòè è ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåò-

ðàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (2.1), ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2. Êàê âèäèì, â ñèñòåìå ïðèñóò-

ñòâóåò õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ çàíèìàåò íåêîòîðóþ îáëàñòü îòîáðàæåíèÿ, íå ëîæàñü

íè íà êàêóþ ïîâåðõíîñòü, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè ñðàçó äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ èí-

òåãðàëîâ.
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This paper addresses the dynami
s of a disk rolling on an absolutely rough plane. It is proved that the

equations of motion have an invariant measure with 
ontinuous density only in two 
ases: a dynami
ally

symmetri
 disk and a disk with a spe
ial mass distribution. In the former 
ase, the equations of motion

possess two additional integrals and are integrable by quadratures by the Euler�Ja
obi theorem. In the latter


ase, the absen
e of additional integrals is shown using a Poin
aré map. In both 
ases, the volume of any

domain in phase spa
e (
al
ulated with the help of the density) is preserved by the phase �ow. Nonholonomi


me
hani
s is populated with systems both with and without an invariant measure.
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