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Íà ïðèìåðå èçâåñòíîé çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû èçó÷àþòñÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîñðå-

äîòî÷åííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè µ �óíêöèé �àóññà. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ �àóññà (íàçûâàåìàÿ òàêæå êâàäðàòè÷íîé
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. Îñíîâó ìåòîäà ñîñòàâëÿåò ñâåäåíèå

èñõîäíîé áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî �óíê-

öèîíàëà ïî ïàðàìåòðàì àïïðîêñèìàöèè óïðàâëåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè. Äàííàÿ ñòàòüÿ îïèðàåòñÿ íà èññëåäîâàíèå, ïðîâåäåííîå àâòîðîì ðàíåå

è êàñàâøååñÿ âîçìîæíîñòåé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî íà êîíå÷íîì îòðåçêå ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèåé �óíêöèé �àóññà, è ÿâëÿåòñÿ åãî íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì. Ïðåæäå âñåãî, ìû

äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå îá àïïðîêñèìàöèè íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå ìàòåðèíñêîãî âåéâëåòà ¾ìåêñè-

êàíñêàÿ øëÿïà¿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò. Îòñþäà ïîëó÷àåì òåîðåòè÷åñêîå

îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ý��åêòèâíîé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî íà ëþáîì êîíå÷-

íîì îòðåçêå ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè �óíêöèé �àóññà. Ïîñëå ýòîãî ìû ïðîâîäèì ñðàâíåíèå êà÷åñòâà

àïïðîêñèìàöèè óêàçàííîãî âèäà ñ àïïðîêñèìàöèåé ïî Êîòåëüíèêîâó íà áàçå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Çàòåì ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû, à òàêæå ðåçóëüòàòû åå ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ, íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþùèå ïðåèìóùåñòâà

ïðåäëàãàåìîãî ñïîñîáà, â ÷àñòíîñòè óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàëîãî êîëè÷åñòâà ýòèõ

ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåõíèêà ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ êâàäðàòè÷íûìè ýêñïîíåíòàìè, �óíêöèÿ �àóññà.

DOI: 10.20537/vm170406

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1℄ èññëåäîâàëèñü âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êâàäðàòè÷-

íûõ ýêñïîíåíò (�óíêöèé �àóññà) ñ âàðüèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé

îäíîãî ïåðåìåííîãî íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Òàì æå ñì. áèáëèîãðà�èþ ïî âîïðîñó èñïîëüçîâà-

íèÿ êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò äëÿ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî íà ÷èñëîâîé

îñè; ñì. òàêæå [2℄. Â [1℄ áûëî äîêàçàíî íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î äèñêðåòíî òî÷íîì õàðàêòåðå

èçó÷àåìûõ àïïðîêñèìàöèé è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþ-

ùèõ ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé è äåìîíñòðèðóþùèõ âûñîêîå êà÷åñòâî òàêîãî ñïîñîáà

àïïðîêñèìàöèè äëÿ ãëàäêèõ �óíêöèé è äîñòàòî÷íî õîðîøåå � äëÿ íåïðåðûâíûõ è êóñî÷íî-

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ

ýêñïîíåíò äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ðàìêàõ

ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, íè÷åãî êîíêðåòíîãî â ýòîì ïëàíå ñêàçàíî

íå áûëî, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàëîñü ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèå ïî ýòîé òåìàòèêå â ïîñëåäóþùèõ

ðàáîòàõ. Äàííàÿ ñòàòüÿ êàê ðàç è ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

1

�àáîòà ïîääåðæàíà �èíàíñîâî ÌÎÍ �Ô â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñ�åðå íà-

ó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â 2014�2016 ãã. (ïðîåêò �1727) è ãðàíòîì (ñîãëàøåíèå îò 27.08.13 �02.Â.49.21.0003 ìåæäó

ÌÎÍ �Ô è ÍÍ�Ó).

http://dx.doi.org/10.20537/vm170406
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Êàê áûëî îòìå÷åíî â [1℄ (òàì æå ñì. ñîîòâåòñòâóþùóþ áèáëèîãðà�èþ), ïðè äèñêðåòèçàöèè

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ èëè êóñî÷íî-

ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óïðàâëÿþùåé �óíêöèè, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ïîäâèæíîé (óïðàâëÿåìîé)

ñåòêè ïðèâîäèò ê áîëüøîé ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàìêàõ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ (ñì. [3�8℄, à òàêæå óêà-

çàííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ) çà ñ÷åò ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ �óíêöèîíàëû çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê �óíêöèÿì êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ � ïàðàìåòðîâ èíòåðïîëÿöèè óïðàâëÿþùåé �óíêöèè, à èñõîäíàÿ

áåñêîíå÷íîìåðíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè � ê êîíå÷íîìåðíîé, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå è ïîíè-

ìàåòñÿ êàê àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à. Ïðè ýòîì ñïîñîáû èíòåðïîëÿöèè óïðàâëåíèÿ ìîãóò

áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [1℄ áûëà çàÿâëåíà ïðîáëåìà âûáîðà

òàêîãî êëàññà E �óíêöèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ (èíòåðïîëèðóþùèõ) íåèçâåñòíîå óïðàâëåíèå,

êîòîðûé, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàë áû âûñîêîêà÷åñòâåííóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ óïðàâëÿ-

þùèõ �óíêöèé èç äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî ìíîæåñòâà ïðè èñïîëüçîâàíèè íå ñëèøêîì áîëüøîãî

êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè, à ñ äðóãîé � ïîçâîëÿë áû ïðîãðàììèðîâàòü òå èëè

èíûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé (íàïðèìåð, îòñóòñòâèå áûñòðûõ îñöèëëÿöèé,

ðàçðóøàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåå òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, óñòîé÷èâîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ê èñêàæåíèþ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ � ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü è ò.ï.).

Öåëüþ ðàáîòû [1℄ áûëî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì äîñòàòî÷íî õîðîøî óäîâëå-

òâîðÿåò êëàññ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé òàê íàçûâàåìûõ êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò (èçâåñòíûõ èç

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê �óíêöèè �àóññà). Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî êëàññ

E =
{
Φ = Φν [α, β, γ] ∈ C

∞[a; b]
∣∣∣ (α, β, γ) ∈ R

3ν , ν ∈ N

}
,

ãäå

Φν [α, β, γ](x) =

ν∑

j=1

αjϕj [βj , γj ](x), ϕj [βj , γj ](x) = exp

[
−(x− βj)

2

ε+ γ2j

]
, (0.1)

ε > 0 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî (íóæíîå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íóëÿ

â çíàìåíàòåëå).

Ïðè àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè f(.) ïî åå çíà÷åíèÿì â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ ïàðàìåòðû àï-

ïðîêñèìàöèè ìîæíî íàõîäèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

W [α, β, γ] =

m∑

i=1

{
Φν [α, β, γ](zi)− f(zi)

}2
→ min

(α,β,γ)∈R3ν

. (0.2)

Îòìåòèì, ÷òî (0.2) � ÷àñòíûé ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ. Íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ïîäõîäîì ê åå ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå

ìåòîäîâ Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà è �àóññà�Íüþòîíà. Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â [1℄, èñïîëüçîâàëèñü èìåííî ýòè äâà ìåòîäà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèè óïðàâëåíèÿ �óíêöèÿìè èç êëàññà E çíà÷åíèÿ èñêîìîãî

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ íàì, ðàçóìååòñÿ, íå èçâåñòíû (è â ýòîì ñîñòî-

èò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò îáû÷íîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè). Â ýòîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå

ïàðàìåòðû àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ öåëåâîãî �óíêöèîíàëà,

âû÷èñëÿåìîãî íà �óíêöèÿõ èç êëàññà E , åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ïî ñìûñëó çàäà÷è,

ëèáî íà äîïóñòèìûõ ñóïåðïîçèöèÿõ, ñîäåðæàùèõ �óíêöèè êëàññà E (íàïðèìåð, â ðàìêàõ ìå-

òîäà ñèíóñ-ïàðàìåòðèçàöèè, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ

â âèäå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè çàäàííîìó îòðåçêó). Óêàçàííîå âûøå ïðèíöèïèàëüíîå îòëè-

÷èå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè ñðàâíåíèè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê àïïðîêñèìàöèè. Äåéñòâèòåëüíî,

â ðàìêàõ îáû÷íîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè (ïðè çàäàííîì êîëè÷åñòâå ïàðàìåòðîâ) íà ïåðâûé

ïëàí âûõîäÿò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìèíèìèçàöèåé ðàñõîäà âðåìåíè (è ïðî÷èõ ðåñóðñîâ) ïðè

îòûñêàíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè. Â ðàìêàõ æå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãëàâíîå � ýòî ïîâûøåíèå òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â îòíîøåíèè
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ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè (íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ) ïðè çàäàííîì êîëè÷åñòâå åå ïàðàìåòðîâ,

óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè ïðè ñîõðàíåíèè ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè (ïî

óïðàâëåíèþ èëè õîòÿ áû ïî �óíêöèîíàëó) è ò. ï. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïîíèìàåò-

ñÿ â àáñîëþòíîì ñìûñëå (íà âñåì îòðåçêå èëè ïî íåîãðàíè÷åííî áîëüøîìó êîëè÷åñòâó òî÷åê),

à íå â ñìûñëå (ëèøü) çàäàííîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîëè÷åñòâó ïàðàìåòðîâ.

Íàïðèìåð, â çàäà÷å (0.2) êîëè÷åñòâî óçëîâ ν çàäàíî, à ÷èñëî êîíòðîëüíûõ òî÷åê m ìîæåò áûòü

ñêîëü óãîäíî âåëèêî.

Â [1℄ áûëè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíû-

ìè êîìáèíàöèÿìè êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ

è ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé. À èìåííî, èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå �óíêöèè.

Òåñò �1. Ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè

f(x) = 3(x− 0.2)(x − 0.25)(x − 1)(x − 2)(x − 2.5).

Òåñò �2. Ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ

f(x) =





0.3, åñëè x ∈ [0;π/4),
0.5, åñëè x ∈ [π/4;π/2),
0.7, åñëè x ∈ [π/2; 3π/4),
0.9, åñëè x ∈ [3π/4;π].

Òåñò �3. Ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ

f(x) =
x2 + 1

x+ 1
+ arctg (cos x) + 0.1 sin(x3 + x2 − 7x− 5).

Òåñò �4. Ëîìàíàÿ ñ ìàññèâàìè ïåðâûõ è âòîðûõ êîîðäèíàò âåðøèí:

(0, π/6, π/2, 0.85π, π), (0, 2, 0.5, 1.5, 1).

Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå äâà ïîäõîäà ê àïïðîêñèìàöèè.

Ïîäõîä I

Äëÿ ñëó÷àÿ m = 1000, ν = 11 è ðàâíîìåðíîé ñåòêè êîíòðîëüíûõ òî÷åê xi ∈ [a; b] = [0;π],
i = 1,m, âûáîð ïàðàìåòðîâ èíòåðïîëÿöèè (0.1), òî åñòü ÷èñåë αj , βj , γj , j = 1, ν, ïðîèçâîäèëñÿ
ïóòåì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (0.2) ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà èëè �àóññà�

Íüþòîíà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ àâòîðîì íà ÿçûêå MATLAB.

Ïîäõîä II

Ïàðàìåòðû βj , γj = γ0, j = 1, ν, áðàëèñü �èêñèðîâàííûìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàìêàõ ïîä-

õîäà I íà êàæäîå çíà÷åíèå èíäåêñà j = 1, ν ïðèõîäèòñÿ ïî 3 ïàðàìåòðà èíòåðïîëÿöèè, à çäåñü

òîëüêî 1 ïàðàìåòð, äëÿ êîððåêòíîñòè ñðàâíåíèÿ äàííûõ äâóõ ïîäõîäîâ áûëî âçÿòî ν = 33.
Ñåòêà íà [a; b] áûëà âçÿòà ðàâíîìåðíîé, ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì êîíòðîëüíûõ òî÷åê, è â êà÷å-

ñòâå ïàðàìåòðîâ βj áûëè íàçíà÷åíû êîíòðîëüíûå òî÷êè xj , j = 1, ν. Ïî çíà÷åíèÿì fj = f(xj),
j = 1, ν, îïðåäåëÿëèñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ αj , j = 1, ν, êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé

Φα = f,

ãäå Φ =
{
ϕj [βj , γj ](xi)

}
i,j=1,ν

. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì [1℄ äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è äàåò íàì èñêîìóþ àïïðîêñèìàöèþ âèäà (0.1). Â ÷èñëåííûõ ýêñ-

ïåðèìåíòàõ ìû áðàëè γ0 = 0.1.

Íàèáîëåå êà÷åñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáíàðóæèëàñü ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäà I. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ òåñòîâ ��1, 3 íàáëþäàëîñü ïîëíîå ñîâïàäåíèå ãðà�èêîâ àïïðîêñèìàöèè è àïïðîê-

ñèìèðóåìîé �óíêöèè; äëÿ òåñòà �4 íåçíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå íàáëþäàëîñü ëèøü â ìàëîé

îêðåñòíîñòè íàèâûñøåé òî÷êè ãðà�èêà; äëÿ òåñòà �2 íàáëþäàëèñü íåáîëüøèå âîëíîîáðàçíûå

îòêëîíåíèÿ âäîëü âñåãî ãðà�èêà.
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Äàííàÿ ñòàòüÿ îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [1℄ è ÿâëÿåòñÿ åå íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì.

Ïðåæäå âñåãî, ìû äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå îá àïïðîêñèìàöèè íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå

ìàòåðèíñêîãî âåéâëåòà ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ýêñ-

ïîíåíò. Ñîáñòâåííî, ýòî óòâåðæäåíèå êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì

âîçìîæíîñòè ý��åêòèâíîé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî íà ëþáîì êîíå÷íîì

îòðåçêå ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè �óíêöèé �àóññà. Ïîñëå ýòîãî ìû ïðîâîäèì ñðàâíåíèå êà÷å-

ñòâà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèÿìè èç êëàññà E ñ àïïðîêñèìàöèåé ïî Êîòåëüíèêîâó íà áàçå ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Çàòåì ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû, à òàêæå ðåçóëü-

òàòû åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ, íàãëÿäíî

äåìîíñòðèðóþùèå ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ñïîñîáà, â ÷àñòíîñòè óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ ê ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàëîãî êîëè÷åñòâà ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð î ïðèìåíåíèè êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò äëÿ àïïðîêñèìàöèè �óíê-

öèé (â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíûõ, ãëàäêèõ, ìíîãî÷ëåíîâ è ò.ä.). Èíòåðïîëÿöèÿ �óíêöèÿìè �àóñ-

ñà (èíîãäà èõ åùå íàçûâàþò ÿäðàìè �àóññà � Gaussian kernels) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü, ãëàâíûì îáðàçîì, íà äèñêðåòíîé ñåòêå, êàê ïðàâèëî, ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì íà

âñåé ÷èñëîâîé îñè [9�11℄, ëèáî íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå îòðåçêà ÷èñëîâîé îñè. Ñîîòâåòñòâó-

þùèå àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè èíîãäà íàçûâàþò ñåòî÷íûìè (grid). Ñì., íàïðèìåð, [12�14℄.

Èññëåäîâàëèñü òàêæå è ìíîãîìåðíûå àíàëîãè, ñì., íàïðèìåð, [15℄. Â îñíîâíîì, âíèìàíèå èññëå-

äîâàòåëåé êîíöåíòðèðîâàëîñü íà îöåíêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèé [16�19℄. Ý��åêòèâíîñòü

ñåòî÷íûõ àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèÿìè �àóññà îáîñíîâûâàëàñü, íàïðèìåð, â [20℄. Ïî-

ìèìî ïðîñòîé, ðàâíîìåðíîé ñåòêè, èñïîëüçóþòñÿ òàêæå è áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè òèïà

ìíîãîóðîâíåâûõ ñåòîê, ñì., íàïðèìåð, [21℄. Ïàðàìåòðàìè àïïðîêñèìàöèè âûñòóïàþò îáû÷íî

âåñîâûå êîý��èöèåíòû �óíêöèé �àóññà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ. Óêàæåì

òàêæå ðàáîòó [15℄, ãäå èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ î íàèëó÷øåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ �îðìû. Îòìå-

òèì, íàêîíåö, ÷òî �óíêöèè �àóññà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé

(radial basis fun
tions), ñì., íàïðèìåð, [22℄. Â ìîíîãðà�èè [22℄ îáñóæäàåòñÿ, ïîìèìî ïðî÷åãî,

ïðèìåíåíèå òàêèõ �óíêöèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

� 1. Îá àïïðîêñèìàöèè ìàòåðèíñêîãî âåéâëåòà ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿

Òåîðåìà 1. Ìàòåðèíñêèé âåéâëåò ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿, òî åñòü �óíêöèÿ

ψ(t) = (1− t2) exp

(
− t

2

2

)
,

íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a; b] ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà

C[a; b] àïïðîêñèìèðîâàí �óíêöèåé âèäà Φν [α, β, γ] ∈ E ïðè ν = 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü γ > 0 � ïîêà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñò-

íûì ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ìàêëîðåíà:

eτ =

∞∑

n=0

τn

n!
, τ ∈ R,

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

1− exp

(
− t2

γ2

)
=
t2

γ2
+ r(t), r(t) =

∞∑

n=2

(−1)n−1

n!

(
t

γ

)2n

, t ∈ [a; b].

�àññìîòðèì ðÿä

r̃(t) = γ2r(t) =

∞∑

n=2

(−1)n−1an, an =
γ2

n!

(
t

γ

)2n

.
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Çàìåòèì, ÷òî

an+1

an
=

1

n+ 1

t2

γ2
< 1 ∀n > 2,

åñëè

t2

γ2
< 3. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

max
{
|a|, |b|

}

γ
<

√
3 (1.1)

ðÿä r̃(t) ïðè êàæäîì t ∈ [a; b] áóäåò çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ñ ìîäóëåì îáùåãî ÷ëåíà, ñòðîãî óáûâà-

þùèì äî íóëÿ, òî åñòü ðÿäîì òèïà Ëåéáíèöà. Êàê èçâåñòíî, ìîäóëü ñóììû òàêîãî ðÿäà (òàê æå

êàê è ëþáîãî åãî îñòàòêà) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ìîäóëåì ñâîåãî ïåðâîãî ÷ëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.1) èìååì

∣∣r̃(t)
∣∣ 6 γ2

2!

(
t

γ

)4

=
t4

2γ2
6

(
max

{
|a|, |b|

})4

2γ2
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû, êðîìå (1.1), ÷èñëî γ óäîâëåòâîðÿëî òàêæå óñëîâèþ

(
max

{
|a|, |b|

})4

2γ2
< ε.

Òîãäà ïîëó÷àåì îöåíêó ∣∣r̃(t)
∣∣ < ε ∀t ∈ [a; b]. (1.2)

Ïðè ýòîì, ïî äîêàçàííîìó,

1− t2

γ2
= exp

(
− t2

γ2

)
+ r(t), t ∈ [a; b].

Ñòàëî áûòü,

ψ(t) = γ2
(

1

γ2
− 1 + 1− t2

γ2

)
exp

(
− t

2

2

)
= (1− γ2) exp

(
− t

2

2

)
+

+ γ2
(
exp

[
− t2

γ2

]
+ r(t)

)
exp

(
− t

2

2

)
= (1− γ2) exp

(
− t

2

2

)
+ γ2 exp

(
−t2

[
1

γ2
+

1

2

])
+R(t)

äëÿ âñåõ t ∈ [a; b], ãäå

R(t) = γ2r(t) exp

(
− t

2

2

)
= r̃(t) exp

(
− t

2

2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣R(t)
∣∣ 6

∣∣r̃(t)
∣∣ < ε ∀t ∈ [a; b]

â ñèëó (1.2). �

� 2. Îá èñïîëüçîâàíèè âåéâëåòà ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè

�óíêöèé â L2

Âîçìîæíîñòü óêàçàííîé â çàãëàâèè ïàðàãðà�à àïïðîêñèìàöèè îñíîâàíà íà ïîíÿòèè �ðåéìà

è îáùèõ ñâîéñòâàõ �ðåéìîâ. Ñëåäóÿ [23, ãëàâà 3℄, ìû äàëåå î÷åíü êîíñïåêòèâíî ïðèâåäåì ëèøü

òå �àêòû, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê íàøåé òåìå.
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1. Ôðåéìû è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî �óíêöèé (ϕj)j∈J èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ

�ðåéìîì, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà A > 0, B <∞ òàêèå, ÷òî

A‖f‖2 6
∑

j∈J

∣∣〈f, ϕj〉
∣∣2 6 B‖f‖2 ∀f ∈ H.

×èñëà A, B íàçûâàþòñÿ ãðàíèöàìè �ðåéìà. Ôðåéì íàçûâàåòñÿ æåñòêèì, åñëè A = B. Åñëè æå
B

A
− 1 ≪ 1, òî �ðåéì íàçûâàåòñÿ ïî÷òè æåñòêèì.

Äëÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J îáîçíà÷èì

ℓ2(J) =
{
c = (cj)j∈J : ‖c‖2 =

∑

j∈J

|cj |2 <∞
}
.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè (ϕj)j∈J � �ðåéì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òî ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð F : H → ℓ2(J), îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé (Ff)j = 〈f, ϕj〉, íàçûâàåòñÿ �ðåéìîâûì îïåðà-

òîðîì.

Äëÿ �ðåéìà (ϕj)j∈J ýëåìåíòû ϕ̃j = (F ∗F )−1ϕj , j ∈ J , âñåãäà ñóùåñòâóþò è îáðàçóþò �ðåéì
â òîì æå ïðîñòðàíñòâå H. Ýòîò �ðåéì íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì. Óñòàíàâëèâàåòñÿ [23, �îð-

ìóëà (3.2.8)℄, ÷òî äëÿ ëþáîãî �ðåéìà (ϕj)j∈J âñÿêèé ýëåìåíò f ∈ H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

â âèäå

f =
∑

j∈J

〈f, ϕj〉ϕ̃j =
∑

j∈J

〈f, ϕ̃j〉ϕj . (2.1)

Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â �îðìóëå (2.1) äëÿ çàäàííîãî ýëåìåíòà f ∈ H
íåóäîáíî, ïîñêîëüêó òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííîãî �ðåéìà. Ïîýòîìó â òåîðèè �ðåéìîâ

âûâîäÿò ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå �îðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ

äâîéñòâåííîãî �ðåéìà (èíà÷å � êàê â ìàëîì îñòàòêå). Ïðîñòåéøàÿ �îðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ

âûâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè æåñòêîãî �ðåéìà è èìååò âèä

f =
2

A+B

∑

j∈J

〈f, ϕj〉ϕj +Rf, ‖R‖ 6
r

2 + r
, r =

B

A
− 1 ≪ 1. (2.2)

2. Ôðåéìû âåéâëåòîâ

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ψ ��óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà R (ìàòåðèíñêèé âåéâëåò). �àññìîòðèì

ñåìåéñòâî ñäâèãîâ è ñæàòèé �óíêöèè ψ: ψa,b(t) = |a|−1/2ψ

(
t− b

a

)
, b ∈ R, a > 0. Äèñêðåòèçè-

ðóåì ýòî ñåìåéñòâî:

a = am0 , m ∈ Z, a0 > 1, b = nb0a
m
0 , b0 > 0, n ∈ Z;

ψm,n(t) = a
−m/2
0 ψ

(
t− nb0a

m
0

am0

)
= a

−m/2
0 ψ(a−m

0 t− nb0).

Êàê óêàçàíî â [23, ï. 3.3.4, ñ. 117℄, �óíêöèÿ ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿ ψ(t) = (1 − t2) exp(−t2/2)
ïîðîæäàåò ïî÷òè æåñòêèé �ðåéì â ïðîñòðàíñòâå L2(R) ïðè a0 6 21/4. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü

ðàçëîæèòü âñÿêóþ �óíêöèþ f ∈ L2(R) êàê ïî òî÷íîé �îðìóëå (2.1), òàê è ïî ïðèáëèæåííîé

�îðìóëå (2.2). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìàòèêè, èññëåäóåìîé â äàííîé ñòàòüå, �óíêöèÿ f âñå

ðàâíî íåèçâåñòíà. Íàì âàæíà ëèøü ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðàçëîæèòü �óíêöèþ f ïî

ñèñòåìå �ðåéìà. Ïîýòîìó îáå �îðìóëû íàì ïîäõîäÿò.

Âìåñòå ñ òåì â òåîðèè âåéâëåòîâ ñòðåìÿòñÿ ïîëó÷èòü �îðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ

a0 = 2, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ¾ïåðåõîä îò îäíîãî ìàñøòàáà ê äðóãîìó îçíà÷àåò óäâîåíèå

èëè äåëåíèå ïîïîëàì øàãà ñäâèãà¿. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìûå N -ãîëîñûå
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ìóëüòèâåéâëåòû ψ1, . . . , ψN
è ñîîòâåòñòâóþùèé �ðåéì

{
ψν
m,n : m,n ∈ Z, ν = 1, N

}
. Îáû÷íî

áåðóò ψν(t) = 2−(ν−1)/Nψ
(
2−(ν−1)/N t

)
. Ïî÷òè æåñòêèé �ðåéì ïîëó÷àþò ïðè âûáîðå ÷èñëà N

äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Êàê óêàçàíî â [23, ï. 3.3.5, Á℄, ïðè N > 2, a0 = 2, b0 6 0.75 íîðìèðîâàííàÿ

�óíêöèÿ ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿ ψ(t) =
2√
3
π−1/4ψ(t) ïîðîæäàåò ïî÷òè æåñòêèé �ðåéì.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè, îáðàçóþùèå �ðåéì ñ ãðàíèöàìè A, B â ïðîñòðàíñòâå L2(R), î÷å-
âèäíî, îáðàçóþò �ðåéì ñ òåìè æå ãðàíèöàìè è â ïðîñòðàíñòâå L2[a; b] äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî

îòðåçêà [a; b] (ïîñêîëüêó âñÿêóþ �óíêöèþ f ∈ L2[a; b] ìîæíî ïðîäîëæèòü íóëåì íà âñþ ÷èñëî-

âóþ îñü). �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðèìåíåíèå �îðìóëû (2.1) â ñëó÷àå a0 6 21/4 äëÿ âåéâëåòà

¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. Ïóñòü a0 ∈ (1; 21/4], b0 > 0, ψm,n(t) = a
−m/2
0 ψ(a−m

0 − nb0), m,n ∈ Z. Òîãäà äëÿ

ëþáîé �óíêöèè f ∈ L2[a; b] ñóùåñòâóþò cm,n ∈ R òàêèå, ÷òî

f(t) =
∑

m,n∈Z

cm,nψm,n(t), t ∈ [a; b]; |cm,n| 6 ‖f‖ ‖(F ∗F )−1‖ ‖ψm,n‖. (2.3)

3. Îá ý��åêòèâíîñòè àïïðîêñèìàöèè

Êàê óêàçàíî â [23, � 3.7, ñ. 151℄, íà ïðàêòèêå ïðè àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé ñ ïîìîùüþ �ðåé-

ìîâ âåéâëåòîâ î÷åíü íèçêèå è î÷åíü âûñîêèå ÷àñòîòû îáðåçàþòñÿ, à ýòî ñîîòâåòñòâóåò òî-

ìó, ÷òî â ðàçëîæåíèè (2.3) èñïîëüçóþòñÿ ëèøü m ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó âèäà

m0 6 m 6 m1. Áîëåå òîãî, åñëè �óíêöèÿ f(t) õîðîøî ëîêàëèçîâàíà ïî ÷àñòîòå, òî ãðàíèöû èç-

ìåíåíèÿ m, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷èìûì êîý��èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ, áóäóò äîñòàòî÷íî óçêè.

×èñëà n ∈ Z õàðàêòåðèçóþò ëîêàëèçàöèþ ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèÿ f(t) ëîêà-
ëèçîâàíà íà îòðåçêå [a; b], òî ÷èñëà n, ñîîòâåòñòâóþùèå öåíòðàì ëîêàëèçàöèè nb0a

m
0 , â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå óäàëåííûì îò [a; b] ïðèm ∈ [m0;m1], òîæå íå ó÷èòûâàþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå â �îðìóëå

ðàçëîæåíèÿ îñòàåòñÿ ëèøü íåêîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåáîëüøîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Îïèñàííûé

ý��åêò íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíî-âðåìåííîé ëîêàëèçàöèåé è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé øèðîêî-

ãî ïðèìåíåíèÿ �ðåéìîâ âåéâëåòîâ (äèñêðåòíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ) ïðè îáðàáîòêå ñèã-

íàëîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ ñæàòèÿ èí�îðìàöèè. ×òî êàñàåòñÿ ñòðîãîé �îðìóëèðîâêè, ñì. [23, òåî-

ðåìà 3.5.1, ñ. 137℄, òî ìû åå íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó, êàê óêàçàíî â çàìå÷àíèè ê ýòîé òåîðåìå,

ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûìè (ïîñêîëüêó ïîëó÷åíû äëÿ âåéâëåòîâ

âîîáùå, à íå äëÿ êàêîãî-òî êîíêðåòíîãî âåéâëåòà). Òåì íå ìåíåå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå îöåíêè

äëÿ âåéâëåòà ¾ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà¿, êîòîðûå ïîçâîëÿþò â êàêîé-òî ìåðå óÿñíèòü ïðîÿâëåíèå

ý��åêòà ÷àñòîòíî-âðåìåííîé ëîêàëèçàöèè. Ïðè ýòîì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0. Åñëè ýòî íå òàê, òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó âèäà t = x− a+ 1,
x ∈ [a; b], è âìåñòî �óíêöèè f(x) ðàññìîòðåòü �óíêöèþ ϕ(t) = f(t + a − 1), t ∈ [1; b − a + 1].
Ïðåæäå âñåãî, êàê âèäíî èç (2.3),

‖cm,nψm,n‖ 6 ‖f‖ ‖(F ∗F )−1‖ ‖ψm,n‖2.

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå m > 0 ïîëó÷àåì

‖ψm,n‖2L2[a;b]
=

∫ b

a
a−m
0 ψ2(a−m

0 t− nb0) dt 6
b− a

am0
, îòêóäà

∞∑

m=k>0

‖ψm,n‖2L2[a;b]
6

(b− a)a0

ak0(a0 − 1)
.

È êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî m ∈ Z, äåëàÿ çàìåíó ξ = a−m
0 t− nb0 â èíòåãðàëå, ïîëó÷àåì

‖ψm,n‖2L2[a;b]
=

∫ ξ2

ξ1

ψ2(ξ) dξ, ξ1 = a−m
0 a− nb0, ξ2 = a−m

0 b− nb0.

Çàìåòèì, ÷òî |ψ(ξ)| ïðèíèìàåò äîñòàòî÷íî ìàëûå çíà÷åíèÿ óæå ïðè |ξ| > 4.5 � ïîðÿäêà 10−3
,

ïðè |ξ| > 10 � ïîðÿäêà 10−20
è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðè a−m

0 a − nb0 > 10, à òàêæå ïðè
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a−m
0 b − nb0 6 −10 çíà÷åíèÿ óêàçàííîé íîðìû ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ, ïîýòîìó

ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü îòáðîøåíû.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ý��åêòèâíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò

ìîæåò áûòü îáîñíîâàíà ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ �óíêöèè f ∈ L2[a; b] èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(t) =

n0∑

n=1

cnψn(t) + r(t), t ∈ [a; b]; ‖r‖L2[a;b] < ε; ψn(t) = ψ

(
t− bn
an

)
.

Òîãäà f(t) = Φν [α, β, γ] + r̃(t), t ∈ [a; b], ãäå ‖r̃‖L2[a;b] < 2ε, ïðè ν = 2n0. Åñëè æå ‖r‖C[a;b] < ε,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖r̃‖C[a;b] < 2ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1, äîñòàòî÷íî ëèøü çàìå-

òèòü, ÷òî �óíêöèè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ è ñæàòèé/ðàñòÿæåíèé èç êâàäðàòè÷íûõ

ýêñïîíåíò, òîæå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ýêñïîíåíòàìè. �

� 3. Ñðàâíåíèå ñ èíòåðïîëÿöèåé ïî Êîòåëüíèêîâó

Â òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ êëàññè÷åñêèé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé, èíòåãðè-

ðóåìîé ñ êâàäðàòîì �óíêöèè f(x) íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèè
ïî Â.À. Êîòåëüíèêîâó:

f(x) ≈ K[h](x) =

+∞∑

i=−∞

f(ih)
sin

(
π(x− ih)/h

)

π(x− ih)/h
,

ãäå h > 0 � øàã ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Âîçìîæíîñòü òàêîé èíòåðïîëÿöèè îñíîâàíà íà òåîðåìå

Â.À. Êîòåëüíèêîâà (ñì., íàïðèìåð, [24, ãëàâà 2, � 2.7, ñ. 66℄). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè f(x)
íà îòðåçêå [a; b] âíå îòðåçêà ïðèíèìàþò ýòó �óíêöèþ ðàâíîé íóëþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áåñêîíå÷-

íûé ðÿä ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òî÷íûì, åñëè ïðîäîëæå-

íèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè f(x) íóëåì íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

Â.À. Êîòåëüíèêîâà, òî åñòü îáëàäàåò �èíèòíûì ñïåêòðîì ñ âåðõíåé ÷àñòîòîé γ 6
1

2h
. Â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå âíå êîíòðîëüíûõ òî÷åê âîçíèêíóò îòêëîíåíèÿ. Òåì íå ìåíåå èíòåðåñíî ñðàâíèòü

êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè êâàäðàòè÷íûìè ýêñïîíåíòàìè ñ àïïðîêñèìàöèåé ïî Êîòåëüíèêîâó.

Äàëåå äëÿ òåõ æå òåñòîâûõ �óíêöèé, ÷òî áûëè ðàññìîòðåíû âûøå, ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èõ

àïïðîêñèìàöèè ïî Êîòåëüíèêîâó (ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì êîíòðîëüíûõ òî÷åê ν = 33).

Òåñò �1. �ðà�èêè �óíêöèè f(x) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è åå àïïðîêñèìàöèè (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ) ñì. íà ðèñ. 1. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî
∆ = 6.9853.

Òåñò �2. �ðà�èêè �óíêöèè f(x) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è åå àïïðîêñèìàöèè (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ) ñì. íà ðèñ. 2. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî
∆ = 0.1525.

Òåñò �3. �ðà�èêè �óíêöèè f(x) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è åå àïïðîêñèìàöèè (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ) ñì. íà ðèñ. 3. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî
∆ = 0.2863.

Òåñò �4. �ðà�èêè �óíêöèè f(x) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è åå àïïðîêñèìàöèè (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ) ñì. íà ðèñ. 4. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî
∆ = 0.1333.

Çàìå÷àíèå 1. Ñðàâíèâàÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäñòàâëåííûìè â [1℄,

âèäèì, ÷òî êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ïðè îäíîì è òîì æå êîëè÷åñòâå ïàðàìåòðîâ èíòåðïîëÿöèè

îêàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ �óíêöèé �àóññà â ðàìêàõ ïîäõîäà I.
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y

x0 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

−1.68

7.19

16.06

24.93

33.8

42.67

функция
аппроксимация

y

x0 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

0.26

0.41

0.56

0.71

0.87

1.02

функция
аппроксимация

�èñ. 1. Òåñò �1 (ïî Êîòåëüíèêîâó) �èñ. 2. Òåñò �2 (ïî Êîòåëüíèêîâó)

y

x0 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

1.14

1.34

1.54

1.73

1.93

2.12

функция
аппроксимация

y

x

0

0 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

0.4

0.8

1.2

1.6

2

функция
аппроксимация

�èñ. 3. Òåñò �3 (ïî Êîòåëüíèêîâó) �èñ. 4. Òåñò �4 (ïî Êîòåëüíèêîâó)

� 4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû

Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó èçâåñòíîé çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðîëîæèòü

òðàññó (àâòîìîáèëüíóþ, æåëåçíîäîðîæíóþ è ò. ï.), ñîåäèíÿþùóþ äâà ïóíêòà, M è N , ïî ïðÿ-

ìîé ëèíèè íà êàðòå, èçðàñõîäîâàâ êàê ìîæíî ìåíüøå ñðåäñòâ íà çåìëÿíûå ðàáîòû. Ïîä çåì-

ëÿíûìè ðàáîòàìè çäåñü ïîíèìàþòñÿ íåîáõîäèìûå ìåðîïðèÿòèÿ ïî âûåìêå ãðóíòà è ïî çàïîë-

íåíèþ ãðàâèåì âïàäèí, ëîæáèí, îâðàãîâ è ò. ï.

Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M è N , âûáåðåì äåêàðòîâó ïðÿìî-

óãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Otx ñ íà÷àëîì â òî÷êå M è îñüþ Ot, íàïðàâëåííîé ãîðèçîí-

òàëüíî â ñòîðîíó òî÷êè N . Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû

M(0; 0), N(T ;β), ãäå T > 0, β ∈ R. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåëüå� ìåñòíîñòè â ñå÷åíèè äàííîé

âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé �óíêöèåé y = y(t) ïðè t ∈ [0;T ] òàêîé, ÷òî
y(0) = 0, y(T ) = β. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòó �óíêöèþ ãëàäêîé.

Îáîçíà÷èì x(t) � �óíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ëèíèþ ïðîêëàäêè òðàññû. Î÷åâèäíî, ýòà �óíêöèÿ

äîëæíà áûòü êóñî÷íî ãëàäêîé è óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì x(0) = 0, x(T ) = β. Ïîíÿòíî, ÷òî óãîë
íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè x = x(t) íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, ïîñêîëüêó

äîðîãà íå äîëæíà ñëèøêîì ðåçêî óõîäèòü âíèç è ñëèøêîì êðóòî ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ. Áóäåì

ñ÷èòàòü ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì −45 ◦
, à ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûì +45 ◦

. Èíûìè
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ñëîâàìè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå x ′(t) = u(t) ∈ [−1; 1] äëÿ ï. â. t ∈ [0;T ]. ßñíî, ÷òî îáúåì
çåìëÿíûõ ðàáîò áóäåò ìèíèìèçèðîâàí, åñëè �óíêöèÿ x(t) áóäåò êàê ìîæíî ìåíüøå îòëè÷àòüñÿ
îò �óíêöèè y(t) íà âñåì ïðîòÿæåíèè îòðåçêà [0;T ]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé

çàäà÷å ìèíèìèçàöèè:

J0[u] =

∫ T

0

(
x[u](t)− y(t)

)2
dt→ min, J1[u] ≡ x[u](T ) = β, u(t) ∈ [−1; 1] ∀ t ∈ [0;T ], (4.1)

x ′(t) = u(t), t ∈ (0;T ]; x(0) = 0. (4.2)

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî T = T∗ ≡ 2, β = 1, y(t) =
5

12
t (t − 0.8) (t − 1), t ∈ R. Èç àíàëè-

çà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà íåêîòîðûõ

ó÷àñòêàõ îòðåçêà [0;T ] áóäåò ñîâïàäàòü ñ �óíêöèåé y(t).
Â ðàáîòå [4℄ áûëà îïèñàíà ìåòîäèêà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîäâèæíûõ óçëîâ â ñî÷åòàíèè

ñ ìåòîäîì êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè óïðàâëåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîñðåäîòî-

÷åííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êàê ñ �èêñèðîâàííûì, òàê è ñî ñâîáîäíûì âðåìåíåì.

Êðîìå òîãî, îïèñûâàëîñü ïðèìåíåíèå ýòîé ìåòîäèêè ê ðåøåíèþ çàäà÷è (4.1)�(4.2), à òàêæå

áûëè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èç-

âåñòíîé ñòðóêòóðîé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ïðèøëîñü áðàòü äî-

ñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî áûëî àïïðîêñèìèðîâàòü �óíêöèþ y(t)
êâàäðàòè÷íûì ñïëàéíîì íà îòðåçêå [0;T ]. Ýòî ÷èñëî áûëî âçÿòî ðàâíûì ν = 10. Íà êàæäîì èç

ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ óïðàâëåíèå îïèñûâàëîñü äâóìÿ ïàðàìåòðàìè. Ïîñêîëüêó òî÷êè ðàçáèåíèÿ

òàêæå âûñòóïàëè â êà÷åñòâå óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, îáùåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìà-

öèè óïðàâëåíèÿ áûëî ðàâíî 30. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû óïðàâëÿþùåé �óíêöèè íà åå êóñî÷íî-ëè-

íåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ íà ïîäâèæíîé ñåòêå èñõîäíàÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñâîäèëàñü ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (òî, ÷òî

�èíàëüíîå âðåìÿ T äîëæíî áûòü �èêñèðîâàííûì, â ýòîé çàäà÷å èìåëî âèä îòäåëüíîãî îãðà-

íè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ). Òàêóþ êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó ìû íàçû-

âàåì àïïðîêñèìèðóþùåé. Äëÿ ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå

ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííûõ â [4℄ �îðìóë äëÿ ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ �óíêöèé àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è ïî ïàðàìåòðàì), â ÷àñòíîñòè SQP-ìåòîä. Ïðè

ýòîì èñêîìîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå (òî÷íåå, åãî àïïðîêñèìàöèÿ) áûëî ïîëó÷åíî çà 92 èòåðà-

öèè è 651 âû÷èñëåíèå öåëåâîé �óíêöèè; ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà áûëî îïðåäåëåíî

êàê 0.042397. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîêëàäêè òðàññû èìåëà ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

1) íà îòðåçêå [0; 1] ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàëà ñ ïðî�èëåì ðåëüå�à ìåñòíîñòè, òî åñòü �óíêöèÿ

x(t) ïî÷òè íå îòëè÷àëàñü îò �óíêöèè y(t); 2) íà îòðåçêå [1; 2] èìåëà óãîë íàêëîíà 45◦, òî åñòü
ïðîèçâîäíàÿ x′(t) ≡ 1. Èìåííî òàêîé òèï ñòðóêòóðû è äàåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïî ïðèíöè-

ïó ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Êðîìå òîãî, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â õîäå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óïðàâëÿåìîé

çàäà÷è Êîøè, êîòîðîå äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî óïðàâëåíèÿ íå òðóäíî âûâåñòè àíàëèòè÷åñêè.

Äàëåå ìû ïðèâåäåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1)�(4.2) ìå-

òîäîì ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèé �àóññà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà íó-

ëåâîãî ïîðÿäêà (ìåòîäà Õóêà�Äæèâñà) äëÿ ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è è ÷èñëåííîì

ðåøåíèè ìåòîäîì Ýéëåðà óïðàâëÿåìîé çàäà÷è Êîøè äëÿ òåêóùåãî óïðàâëåíèÿ.

� 5. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû

Ïðîèçâåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèé �àóññà. Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëå-

òâîðèòü îãðàíè÷åíèþ íà çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ, ïîíàäîáèòñÿ òàêæå âíåøíÿÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.

À èìåííî, áóäåì ïðåäñòàâëÿòü óïðàâëÿþùóþ �óíêöèþ â âèäå

u(t) = Ψ
{
Φ(t)

}
, Φ = Φν[α, β, γ], α, β, γ ∈ R

ν ,

à Ψ: R → [u1;u2] = [−1; 1], âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ (âíåøíåé

ïàðàìåòðèçàöèè). Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìàòðèâàëè ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
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�èñ. 5. Ñëó÷àé 1: ν = 2, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå
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�èñ. 6. Ñëó÷àé 2: ν = 2, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå

1) Ψ(τ) = u1 + (u2 − u1)
1

2
(1 + sin τ); 2) Ψ(τ) = u1 + (u2 − u1)

2

π
arctg (τ2);

3) Ψ(τ) =
{
τ, τ ∈ [u1;u2];u1, τ < u1;u2, τ > u2

}
; 4) Ψ(τ) = u1 + (u2 − u1) exp(−10τ2).

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå áàçîâîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ âûñòóïàåò ξ = (α, β, γ) ∈ R
3ν
. Â ðå-

çóëüòàòå �óíêöèîíàë J0[u] ïðåîáðàçóåòñÿ â �óíêöèþ J0{ξ}. Óñëîâèå çàêðåïëåíèÿ íà ïðàâîì

êîíöå áóäåì ó÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ øòðà�à:

J{ξ} = J0{ξ}+ σJ1{ξ} → min, J1{ξ} =
(
x{ξ}(T )− y(T )

)2
, ξ ∈ R

3ν , (5.1)

ãäå σ > 0 � øòðà�íîé ïàðàìåòð. Çàäà÷à (5.1) � ýòî àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé

ìèíèìèçàöèè. Ìû ðåøàëè åå ìåòîäîì Õóêà�Äæèâñà. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ óñïåøíîãî

ðåøåíèÿ ïàðàìåòð σ íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì áîëüøèì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìèíèìóì

�óíêöèîíàëà J0 âûðàæàåòñÿ ÷èñëîì, áëèçêèì ê íóëþ, ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå øòðà�íîãî

ïàðàìåòðà óâîäèò ÷èñëåííîå ðåøåíèå â ñòîðîíó îò òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (â îäèí èç

ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ). Ìû áðàëè σ = 21. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïî àðãóìåíòó áûëà çàäàíà êàê

ε = 1.5 · 10−3
; îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî èòåðàöèé � 300.

Âûáîð íà÷àëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿëñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α = ~0 = (0, . . . , 0), β = 0.85 th~1, γ = ~1 = (1, . . . , 1).
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�èñ. 7. Ñëó÷àé 3: ν = 2, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå
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�èñ. 8. Ñëó÷àé 4: ν = 2, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå

Äàëåå ïðèâåäåì ðåøåíèÿ, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ñëó÷àåâ 1�4, ν = 2, 3. Ïðè óâåëè÷å-

íèè ÷èñëà ν òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîâûøàåòñÿ (êàê âèäíî óæå èç ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòà-

òîâ ïðè ν = 2 è ν = 3).

I. Ñëó÷àé ν = 2.

1) ξ =
(
1.9385, 1.5582, 0.4751,−1.8600,−0.5798, 27.9550

)
, J = 0.0445, ñì. ðèñ. 5;

2) ξ =
(
2.5306, 2080272503.9902, 2.4798, 1.6299, 2.1835, 0.0974

)
, J = 0.0520, ñì. ðèñ. 6;

3) ξ =
(
5.9285, 81.1456, 6.5759, 2.0468,−0.3861, 0.4597

)
, J = 0.0437, ñì. ðèñ. 7;

4) ξ =
(
0.3303,−0.1342, 0.4675, 0.4447, 0.5715, 0.0231

)
, J = 0.0443, 126 èòåðàöèé, ñì. ðèñ. 8.

Ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ � ïîðÿäêà 0.008. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (òàì, ãäå

íå óêàçàíî) � 300 (õîòÿ òî÷êà, áëèçêàÿ ê îïòèìóìó, ïîëó÷àåòñÿ óæå ïðèìåðíî íà 40-é èòåðà-

öèè).

II. Ñëó÷àé ν = 3.

1) ξ =
(
1.7439, 1.6416,−0.6445, 0.5257,−0.0633, 1.2513,−0.7447, 6.3273, 0.2834

)
, J = 0.0434,

ñì. ðèñ. 9;
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�èñ. 9. Ñëó÷àé 1: ν = 3, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå
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�èñ. 10. Ñëó÷àé 2: ν = 3, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå

2) ξ =
(
1.2138,−27.4319, 424.0702, 2.2764, 2.3594, 1.8419, 6.3609, 0.7961, 0.3785

)
, J = 0.0431,

ñì. ðèñ. 10;

3) ξ =
(
5.9285, 1.4164,−0.8559, 6.5759, 1.6201, 0.7076,−0.3861, 0.9727, 0.2774

)
, J = 0.0431,

127 èòåðàöèé, ñì. ðèñ. 11;

4) ξ =
(
0.3190,−0.0506,−0.0527, 0.4985, 1.1391, 1.3219, 0.6102,−0.1179, 0.1878

)
, J = 0.0434,

144 èòåðàöèè, ñì. ðèñ. 12.

Ïîãðåøíîñòü âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ � ïîðÿäêà 0.007�0.008. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (òàì,

ãäå íå óêàçàíî) � 300 (õîòÿ òî÷êà, áëèçêàÿ ê îïòèìóìó, ïîëó÷àåòñÿ óæå ïðèìåðíî íà 60-é

èòåðàöèè).

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü è äëÿ äðóãèõ ñïîñîáîâ âû-

áîðà íà÷àëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëåäóþùèõ:

α = cos(π~1), β =
√
γ. · α, γ = 5~1; α = 20~1, β =

1

10ν
(1, 2, . . . , ν), γ = 0.1~1;

α = 0.01~1, β =
1

10ν
(1, 2, . . . , ν), γ = 0.1~1; α = 5~1, β =

1

10ν
(1, 2, . . . , ν), γ = 0.1~1.

�åçóëüòàòû îêàçàëèñü ïðèìåðíî òàêèìè æå, ïðîñòî êàêèå-òî ñïîñîáû âíåøíåé ïàðàìåòðèçàöèè

ðàáîòàëè ÷óòü õóæå, êàêèå-òî � ÷óòü ëó÷øå; ñïîñîá 4 õîðîøî ðàáîòàë âî âñåõ ñëó÷àÿõ.



Î ïðèìåíåíèè êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò 571

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

x

t0 0.4

0.8

0.8 1.2 1.6 2

−0.02

0.18

0.39

0.59

1
трасса
рельеф

u

t0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

−0.3

−0.04

0.22

0.48

0.74

1

управление

�èñ. 11. Ñëó÷àé 3: ν = 3, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå

x

t0 0.4

0.8

0.8 1.2 1.6 2

−0.02

0.18

0.39

0.59

1
трасса
рельеф

u

t0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

−0.28

−0.02

0.23

0.49

0.74

1

управление

�èñ. 12. Ñëó÷àé 4: ν = 3, ñëåâà � òðàåêòîðèÿ, ñïðàâà � óïðàâëåíèå

Èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Îòìåòèì, ÷òî âûøå, ïðåäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, ìû ïðèâîäèëè çíà÷åíèÿ, îêðóãëåí-

íûå äî ÷åòûðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Èñòèííûå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ 4, ν = 3,
ñëåäóþùèå:

ξ =
(
0.3189504928645302,−0.0506285749777399,−0.0527436942692637, 0.4984717320621839,

1.1391482278725054, 1.3218919910639224, 0.6101510149511323,−0.1178740679442345,

0.1878110489159914
)
.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ïîâåäåò ñåáÿ �óíêöèîíàë J{ξ} â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû áóäåì

îñòàâëÿòü ó âåêòîðà ξ ëèøü 4, 8, 12 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé â êàæäîé êîìïîíåíòå? Òàêîå èññëå-

äîâàíèå òîæå áûëî ïðîâåäåíî. Îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà, áóäó÷è îêðóãëåííûì äî

÷åòûðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, îñòàåòñÿ îäíèì è òåì æå. Òàêèì îáðàçîì (â óêàçàííîì ñìûñëå),

îáíàðóæèâàåòñÿ àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþ-

äàåòñÿ è äëÿ ñëó÷àåâ 1�3.

� 6. Çàêëþ÷åíèå

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû (ñì. � 5) ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
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1. Ïîäîáíî îáû÷íîìó ìåòîäó ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ, ïðåäëàãàåìûé â ñòàòüå ïîäõîä

äîñòàòî÷íî ïðîñò è ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó íà ïîäçàäà÷è (â ÷àñòíîñòè, êî-

íå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè è ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé çàäà÷è Êîøè), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ñîáñòâåííûå ðàçðàáîòêè, òàê è ãîòîâûå ïðîãðàììû, âûáèðàÿ òå,

÷òî íàèáîëåå ý��åêòèâíû èëè íàèáîëåå ïðîñòû è äîñòóïíû. Ïðè ýòîì, ïî ñðàâíåíèþ

ñ îáû÷íûì ìåòîäîì ïàðàìåòðèçàöèè, ïðåäëàãàåìûé â ñòàòüå ïîäõîä ïîçâîëÿåò áåç ñó-

ùåñòâåííûõ ïîòåðü â ñìûñëå áëèçîñòè ê îïòèìóìó, ñîêðàùàòü êîëè÷åñòâî óïðàâëÿåìûõ

ïàðàìåòðîâ â ðàçû (â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è î ïðîêëàäêå òðàññû � áîëåå ÷åì â òðè ðàçà

(ν = 3) èëè äàæå â ïÿòü ðàç (ν = 2)).

2. Èñïîëüçîâàíèå âíåøíåé ïàðàìåòðèçàöèè (â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ àðêòàíãåíñà, ñèíó-

ñà, �óíêöèè ñðåçêè è �óíêöèè �àóññà) ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ

óïðàâëåíèÿ, íå òðåáóÿ âêëþ÷åíèÿ èõ â ÷èñëî îãðàíè÷åíèé àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è,

è â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäëàãàåìûì â ñòàòüå ïîäõîäîì îêàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàáîòîñïîñîáíûì

è ý��åêòèâíûì.

3. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå (ïî êðàéíåé ìåðå, ïî

çíà÷åíèþ �óíêöèîíàëà) ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è äàæå ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì êîëè÷åñòâå ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ

âàðèàòèâíîñòü àïïðîêñèìàöèè èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

4. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä õîðîøî ðàáîòàåò è â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå íà-

õîäèòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò îïòèìàëüíîãî è âîîáùå ïðè ðàçëè÷íûõ (íî, ðàçóìååòñÿ,

ðàçóìíûõ) ñïîñîáàõ âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

5. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä õîðîøî ðàáîòàåò è â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ àïïðîêñèìè-

ðóþùåé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Õóêà�Äæèâñà (íóëåâîãî ïîðÿäêà) â ñî÷åòàíèè ñ ìå-

òîäîì øòðà�à â âåñüìà ïðîñòîé è ãðóáîé �îðìå, à äëÿ ðåøåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ïðè òåêóùåì óïðàâëåíèè � ïðîñòåéøèé ìåòîä Ýéëåðà.

6. Çíà÷åíèå öåëåâîãî �óíêöèîíàëà, à òàêæå îãðàíè÷åíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè îêàçûâàþòñÿ

äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûìè ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ îïòèìàëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèè.
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On the example of well known problem of a road 
onstru
tion we study the opportunities of numeri
al

solution for lumped optimal 
ontrol problems by the method of 
ontrol parametrization with the help of

a linear 
ombination of µ Gaussian fun
tions. Re
all that a Gaussian fun
tion (named also as quadrati


exponent) is one de�ned as follows ϕ(x) =
1

σ
√
2π

exp

[
− (x−m)2

2σ2

]
. The method is based on redu
tion of

an original in�nite dimensional optimization problem to �nite dimensional minimization problem of a 
ost

fun
tional with respe
t to 
ontrol approximation parameters. This paper is guided by the former author's

resear
h 
on
erned the opportunities of approximation of one variable fun
tions on a �nite segment by a linear


ombination of µ Gaussian fun
tions, and is to be regarded as its dire
t 
ontinuation. First of all, we prove

an assertion 
on
erning approximation on any �nite segment for mother wavelet Mexi
an hat by a linear


ombination of two Gaussian fun
tions. Hen
e, we obtain theoreti
al justi�
ation of the opportunity of an

e�e
tive approximation for one variable fun
tions on any �nite segment with the help of linear 
ombinations

of Gaussian fun
tions. After that, we give a 
omparison by quality of the approximation under study

with the approximation in the style of Kotelnikov by means of numeri
al experiments. Then we give the

road 
onstru
tion problem formulation and also the results of numeri
al solution for this problem whi
h

demonstrate obviously the advantages of our approa
h, in parti
ular, a stability of numeri
al solution with

respe
t to evaluation error of the approximation parameters for an optimal 
ontrol, even with usage of small


ount of su
h parameters.
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