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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ïåðåìåùåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè è óñëîæíåííûìè �óíêöèÿìè

ñòîèìîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåêòû ïîñåùåíèÿ ñóòü ìåãàïîëèñû (íåïóñòûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà),

ïðè ïîñåùåíèè êîòîðûõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåêîòîðûå ðàáîòû, èìåíóåìûå äàëåå âíóòðåííèìè. Ïî

ïîñòàíîâêå çàäà÷è èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèé

çàâèñèò îò ñïèñêà çàäàíèé, êîòîðûå íå âûïîëíåíû íà ìîìåíò ïåðåìåùåíèÿ. Ñèòóàöèÿ òàêîãî ðîäà âîç-

íèêàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðè àâàðèéíûõ ñèòóàöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàáîòîé ÀÝÑ è ïîäîáíûõ ïðîèñõîäÿùèì

â ×åðíîáûëå è Ôóêóñèìå. �å÷ü èäåò îá óòèëèçàöèè èñòî÷íèêîâ ðàäèîàêòèâíîãî èçëó÷åíèÿ, îñóùåñòâëÿ-

åìîé ïîñëåäîâàòåëüíî âî âðåìåíè; â ýòîì ñëó÷àå èñïîëíèòåëü íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì èñòî÷íèêîâ,

êîòîðûå íå áûëè äåìîíòèðîâàíû íà ìîìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåìåùåíèÿ. Çà ñ÷åò ýòîãî â �óíêöè-

ÿõ ñòîèìîñòè, îöåíèâàþùèõ âîçäåéñòâèå ðàäèàöèè íà èñïîëíèòåëÿ, âîçíèêàåò çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà

íåâûïîëíåííûõ çàäàíèé. Ïîñëåäíèå ñîñòîÿò â òîì èëè èíîì âàðèàíòå âûêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî èñòî÷íèêà. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè èçëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è ïàðàëëåëüíûì

àëãîðèòìîì, ðåàëèçóåìûì íà ñóïåðêîìïüþòåðå ¾Ó�ÀÍ¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìàðøðóò, óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ïàðàëëåëüíûé

àëãîðèòì.

DOI: 10.20537/vm170405

� 1. Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âàæíîãî êëàññà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, à èìåííî: çà-

äà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîêðàòíûìè ïåðåìåùåíèÿìè ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé. Ïðîòîòèïîì ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé íèæå ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (TSP);

ñì. [1, ãë. 3℄. Íàïîìíèì íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè TSP: [2�10℄. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ

âîçíèêàþò, îäíàêî, ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè â ñðàâíåíèè ñ TSP. Ýòî êàñàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,

ïîñòàíîâîê, ñâÿçàííûõ ñî ñíèæåíèåì îáëó÷àåìîñòè ïåðñîíàëà ÀÝÑ ïðè âûïîëíåíèè ðàáîò, ñâÿ-

çàííûõ ñ óòèëèçàöèåé èñòî÷íèêîâ ðàäèîàêòèâíîãî îáëó÷åíèÿ. Òèïè÷íîé îñîáåííîñòüþ çäåñü

ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé, êîòîðûå íå áûëè âûïîëíåíû íà ìîìåíò ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïåðåìåùåíèÿ: ñâåòÿò òå è òîëüêî òå èñòî÷íèêè, êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò íå áûëè

äåìîíòèðîâàíû. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèëîæåíèÿ [11�13℄. Äðóãàÿ îñîáåííîñòü, âîçíèêàþùàÿ,

íàïðèìåð, â èçâåñòíîé çàäà÷å î äåìîíòàæå ýíåðãîáëîêà ÀÝÑ, âûâåäåííîãî èç ýêñïëóàòàöèè,

ñîñòîèò â íàëè÷èè óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, îáÿçûâàþùèõ âûïîëíÿòü îäíè çàäàíèÿ ïîñëå äðó-

ãèõ; íåêîòîðûå çàäàíèÿ ïðè ýòîì ãðóïïèðóþòñÿ â óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (ÓÏ); òðåáóåòñÿ ïðè

ýòîì äëÿ êàæäîé òàêîé ÓÏ ïîñåùàòü ïåðâûé åå ýëåìåíò ðàíåå âòîðîãî. Íàêîíåö, â îòëè÷èå

îò TSP â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ îáúåêòàìè ïîñåùåíèÿ íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ íå ãîðîäà (êàê â TSP),

à ìåãàïîëèñû, ÷òî îòâå÷àåò âîçìîæíîé ìíîãîâàðèàíòíîñòè ñàìèõ ïåðåìåùåíèé. Ïîñëåäíåå îá-

ñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê äâóõóðîâíåâûì ðåøåíèÿì çàäà÷è: âûäåëÿþòñÿ ýòàï íóìåðàöèè ìåãà-

ïîëèñîâ ïîñðåäñòâîì íàçíà÷åíèÿ ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, òî åñòü ñîáñòâåííî ìàðøðóòà, è ýòàï

âûáîðà òðàññû äâèæåíèÿ ïî ìàðøðóòó, òî åñòü âàðèàíòà ïåðåìåùåíèé ïî çàíóìåðîâàííûì ìå-

ãàïîëèñàì. Äàííàÿ ëîãèêà, ïðèâîäÿùàÿ ê äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè, èçëîæåíà â [14℄,

à ïðèìåíåíèå â àòîìíîé ýíåðãåòèêå ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â [14℄, îáñóæäàåòñÿ â [15, 16℄.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÍÔ (ãðàíò 14�11�00109).
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Â ÷èñëå äðóãèõ ïðèëîæåíèé òåîðåòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé [14℄ îòìåòèì çàäà÷è, âîçíèêàþùèå

â ìàøèíîñòðîåíèè è ñâÿçàííûå ñ ëèñòîâîé ðåçêîé äåòàëåé íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ; ñì. [17�21℄.

Ìîæíî óêàçàòü è äðóãèå ïðèëîæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà ïðèìåíåíèå âåñüìà îáùåé ïðîöåäóðû äè-

íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ), êîòîðàÿ ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé. Òåì

íå ìåíåå â [22�24℄ ïðåäëîæåíà è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà ñõåìà íåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé ñëî-

åâ �óíêöèè Áåëëìàíà, îïðåäåëÿþùàÿ ãèïîòåòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ. Â [25℄ äàííàÿ ñõåìà ïðèìåíåíà ïðè ïîñòðîåíèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ÌÂÑ

â çàäà÷å êóðüåðà [4�6℄ (çàäà÷à, â êîòîðîé êàæäûé ìåãàïîëèñ âêëþ÷àåò ðîâíî îäèí ãîðîä);

èññëåäîâàëàñü îáùàÿ ïîñòàíîâêà ñ ìàòðèöåé çàòðàò, äîïóñêàþùåé çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäà-

íèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â äóõå ïîñòðîåíèé [22�24℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü, îðèåíòèðîâàííàÿ

íà ïðèìåíåíèå â àòîìíîé ýíåðãåòèêå è èñïîëüçóþùàÿ ìåãàïîëèñû. �å÷ü èäåò î ïîñëåäîâà-

òåëüíîì äåìîíòàæå èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ âàðèàíòû ïðèáëèæåíèÿ

ê èñòî÷íèêó (äëÿ ïîñëåäóþùåãî åãî äåìîíòàæà) è ïîêèäàíèå çîíû åãî èíòåíñèâíîãî âîçäåé-

ñòâèÿ (áëèæíåé çîíû) îãðàíè÷åíû íåïóñòûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Òî÷êè äàííîãî ìíîæå-

ñòâà îáðàçóþò, â ñâîåé ñîâîêóïíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåãàïîëèñ. Äàííûé ìåãàïîëèñ ìîæíî,

â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàòü â âèäå äèñêðåòèçàöèè ãðàíèöû áëèæíåé çîíû èñòî÷íèêà (ñàìà

äàííàÿ ãðàíèöà � êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî). Óïîìÿíóòàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòü-

ñÿ ïî ñîîáðàæåíèÿì âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò äèñêðåòíî-

íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñëîæíåííàÿ ê òîìó æå îãðàíè÷åíèÿìè

â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ ìåãàïîëèñû, ìîæåò

ïîòðåáîâàòüñÿ â ñâÿçè ñ âîçìîæíûìè çàòðóäíåíèÿìè â ïåðåäâèæåíèè, ñâÿçàííûìè ñ òåìè èëè

èíûìè ðàçðóøåíèÿìè, åñòåñòâåííûìè äëÿ àâàðèéíûõ ñèòóàöèé òèïà ×åðíîáûëÿ è Ôóêóñèìû.

� 2. Ïîñòàíîâêà è îáñóæäåíèå çàäà÷è

Îòìåòèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå îáùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå íèæå. ×åðåç

△
=

îáîçíà÷àåì ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà. ×åðåç R îáîçíà÷àåì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, R+
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ}, N

△
=

△
= {1; 2; . . .} è N0

△
= N ∪ {0} = {0; 1; 2; . . .}, N ⊂ N0 ⊂ R. Äëÿ p ∈ N0 è q ∈ N0 ïîëàãàåì

p, q
△
= {t ∈ N0 | (p 6 t)& (t 6 q)}. Äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ÓÏ z = (a, b) ïðîèçâîëüíûõ

îáúåêòîâ a è b ÷åðåç pr1(z) è pr2(z) îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû z:
pr1(z) = a, pr2(z) = b. Åñëè x � îáúåêò, òî {x} åñòü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå

x. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ a, b è c, êàê îáû÷íî [26, 
. 17℄, ïîëàãàåì (a, b, c)
△
= ((a, b), c),

ïîëó÷àÿ òðèïëåò â âèäå ÓÏ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A,B è C,

ñëåäóÿ [26, 
. 17℄, èìååì A×B×C
△
= (A×B)×C, à ïîòîìó ïðè µ ∈ A×B è ν ∈ C ðåàëèçóåòñÿ

(µ, ν) ∈ A×B × C.
×åðåç R+[S] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, äåéñòâóþùèõ èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà S

â R+, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ (â/ç) �óíêöèé íà S.
Åñëè H � ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç P(H) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) H,

òî åñòü áóëåàí H; P
′

(H)
△
= P(H) \ {∅}, à Fin(H) åñòü ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

èç P
′

(H). Åñëè H � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî Fin(H) = P
′

(H). Íåïóñòîìó êîíå÷íîìó ìíîæå-

ñòâó K ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ìîùíîñòü |K| ∈ N (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) è (íåïóñòîå) ìíîæå-

ñòâî (bi)[K] âñåõ áèåêöèé [27, 
. 87℄ ìíîæåñòâà 1, |K|={j ∈ N | j 6 |K|} íà K; êðîìå òîãî,

|∅|
△
= 0. Ïåðåñòàíîâêîé íåïóñòîãî ìíîæåñòâà T íàçûâàåòñÿ [27, 
. 87℄ âñÿêàÿ áèåêöèÿ T íà

ñåáÿ; åñëè α � ïåðåñòàíîâêà T , òî îïðåäåëåíà ïåðåñòàíîâêà α−1
ìíîæåñòâà T , îáðàòíàÿ ê α:

α(α−1(t)) = α−1(α(t)) = t ∀t ∈ T . Èñïîëüçóåìûå íèæå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ áóäóò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìàðøðóòîâ ïîñåùåíèÿ öåëåâûõ ìíîæåñòâ � ìåãàïîëèñîâ.

Ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, òî÷êó x◦ ∈ X, ÷èñëî N ∈ N, N > 2, (íåïóñòûå êîíå÷íûå)
ìíîæåñòâà M1 ∈ Fin(X), . . . ,MN ∈ Fin(X), à òàêæå îòíîøåíèÿ

M1 ∈ P
′

(M1 ×M1), . . . ,MN ∈ P
′

(MN ×MN ).
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Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî (x◦ /∈ Mj ∀j ∈ 1, N )& (Mp ∩Mq = ∅ ∀p ∈ 1, N ∀q ∈ 1, N \ {p}).
�àññìàòðèâàåì M1, . . . ,MN â êà÷åñòâå ìåãàïîëèñîâ, ïîäëåæàùèõ ïîñåùåíèþ. Ïðè j ∈ 1, N

ÓÏ èç Mj îïðåäåëÿþò �àêòè÷åñêè âîçìîæíûå âàðèàíòû âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïî-

ñåùåíèåì Mj : ïåðâûé ýëåìåíò êàæäîé òàêîé ÓÏ åñòü ïóíêò ïðèáûòèÿ, à âòîðîé ýëåìåíò �

ïóíêò îòïðàâëåíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì äàëåå ïðîöåññû ñëåäóþùåãî âèäà [22, (3.3)℄:

x◦ → (pr1(z1) ∈ Mα(1)  pr2(z1) ∈ Mα(1)) → . . . → (pr1(zN ) ∈ Mα(N)  pr2(zN ) ∈ Mα(N)),
(2.1)

ãäå z1 ∈ Mα(1), . . . , zN ∈ Mα(N) è α � ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ èç 1, N , èìåíóåìàÿ äàëåå ìàðøðó-

òîì. Ïîëàãàåì, ÷òî â (2.1) ïðÿìûå ñòðåëêè îòâå÷àþò âíåøíèì ïåðåìåùåíèÿì, à âîëíèñòûå �

ïåðåìåùåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ âûïîëíåíèåì (âíóòðåííèõ) ðàáîò. Îáúåêòàìè íàøåãî âûáîðà ÿâ-

ëÿþòñÿ α, z1, . . . , zN . Ñëåäóÿ [22, (3.4)℄, èìååì

Mj
△
= {pr2(z) : z ∈ Mj} ∈ Fin(Mj) ∀j ∈ 1, N. (2.2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

X
△
= {x◦} ∪

(
N⋃

i=1

Mi

)
∈ Fin(X), X

△
= {x◦} ∪

(
N⋃

i=1

Mi

)
∈ Fin(X).

Â ñâÿçè ñ (2.1) çàìåòèì, ÷òî âíåøíèå ïåðåìåùåíèÿ è ðàáîòû, âûïîëíÿåìûå ïðè ïîñåùåíèè ìå-

ãàïîëèñîâ è èìåíóåìûå äàëåå âíóòðåííèìè, îöåíèâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì çàäàííûõ �óíêöèé, à ðå-

çóëüòàòû ýòèõ îöåíèâàíèé àãðåãèðóþòñÿ àääèòèâíî, ÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé.

Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî P
△
= (bi)[1, N ] è êîíêðåòíûé âûáîð α ∈ P (ñì. (2.1)) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ââåäåì ìíîæåñòâî K ∈ P(1, N × 1, N ) ;
ÓÏ èç K èìåíóåì àäðåñíûìè. Äîïóñòèìîñòü α ∈ P ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ: ïðè z = (i, j) ∈ K

ïîñåùåíèå Mi äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü ïîñåùåíèþMj . Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî [22, (3.11)℄:

∀K0 ∈ P
′

(K)∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0. (2.3)

Òîãäà ìíîæåñòâî A âñåõ äîïóñòèìûõ (ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ) ìàðøðóòîâ èç P èìååò âèä [22,

(3.12)℄:

A
△
= {α ∈ P|α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} ∈ P

′

(P).

Â ñâÿçè ñ (2.3) îòìåòèì, ÷òî pr1(z) 6= pr2(z) ∀z ∈ K. Êàê âèäíî èç (2.1), âûáîð ìàðøðóòà

α ∈ A åùå íå îïðåäåëÿåò êîíêðåòíóþ ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà; ñëåäóåò åùå ðàññìàòðèâàòü òðàññó

z1, . . . , zN . Âîçìîæíîñòè âûáîðà òðàññû çàâèñÿò îò óêàçàííîãî ìàðøðóòà; ðåøåíèå îïðåäåëÿ-

åòñÿ äàëåå â âèäå ÓÏ ìàðøðóò�òðàññà, ãäå ìàðøðóò äîëæåí áûòü ýëåìåíòîì A. Ïîëåçíî èìåòü

â âèäó, ÷òî ïðè äàííîì òîëêîâàíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî (2.1), íî è ÷àñòè÷íûå ïðî-

öåññû, ñâÿçàííûå ñ ïîñåùåíèåì ìåãàïîëèñîâ Mk, k ∈ K, ãäå K ⊂ 1, N . Òàêîå ðàññìîòðåíèå

ïîëåçíî è â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ); îíî ïðîâåäåíî

â [22, 28, 29℄. Â íàñòîÿùåì èçëîæåíèè ìû îïóñòèì òàêîå ðàññìîòðåíèå, îðèåíòèðóÿñü íà ñîîá-

ðàæåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Â ýòîé ñâÿçè îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ¾ïîëíûõ¿

ìàðøðóòîâ è ¾ïîëíûõ¿ òðàåêòîðèé (òðàññ), ïîäîáíûõ (2.1).

Èòàê, åñëè α ∈ P, òî ÷åðåç Zα îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (zi)i∈0,N : 0, N → X×X,

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

(z0 = (x0, x0))& ( zt ∈ Mα(t) ∀t ∈ 1, N);

Zα � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. B êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (Ä�) áóäåì èñïîëüçîâàòü

ÓÏ (α, (zi)i∈0,N ), ãäå α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈ Zα. Ïóñòü N
△
= P

′

(1, N ).
Ïîëàãàåì çàäàííûìè �óíêöèè ñòîèìîñòè c ∈ R+[X × X × N], c1 ∈ R+[X × X × N], . . . ,

cN ∈ R+[X×X×N], f ∈ R+[X]. Â òåðìèíàõ ýòèõ �óíêöèé îïðåäåëÿåì àääèòèâíûé êðèòåðèé,

ïîëàãàÿ ïðè α ∈ A è (zi)i∈0,N ∈ Zα
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Gα[(zi)i∈0,N ]
△
=

N∑
t=1

[c(pr2(zt−1),pr1(zt), {α(j) : j ∈ t,N}) +

+ cα(t)(zt, {α(j) : j ∈ t,N})] + f(pr2(zN )).

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Gα[(zi)i∈0,N ] → min, α ∈ A, (zi)i∈0,N ∈ Zα; (2.4)

çàäà÷å (2.4) îòâå÷àåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ Ä� è çíà÷åíèå (çàäà÷è) èëè ýêñòðåìóì

V
△
= min

α∈A
min

(zi)i∈0,N
∈Zα

Gα[(zi)i∈0,N ] ∈ R+. (2.5)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè (ãëîáàëüíîãî) ýêñòðåìóìà V (2.5) è êàêîãî�ëèáî îïòè-

ìàëüíîãî Ä� (α0, (z0i )i∈0,N ), ãäå α0 ∈ A è (z0i )i∈0,N ∈ Zα0 ; ïðè ýòîì, êîíå÷íî, Gα0 [(z0i )i∈0,N ] = V .

� 3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: ïîñòðîåíèå ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.4) èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ÄÏ [22,28,29℄, èçëàãàåìûé çäåñü â êðàòêîé

�îðìå. Ìû èñïîëüçóåì ïðèíÿòóþ â [22,28,29℄ êîíñòðóêöèþ íà îñíîâå ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà,

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì íà �óíêöèîíàëüíîì óðîâíå. �àññìîòðèì â ýòîé

ñâÿçè ïîñòðîåíèå ñëîåâ ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð âû÷åðêèâàíèÿ (çàäàíèé èç

ñïèñêà) [14, ÷àñòü 2℄

I : N → N, (3.1)

à èìåííî: ïîëàãàåì ïðè K ∈ N, ÷òî Ξ(K)
△
= {z ∈ K | (pr1(z) ∈ K)& (pr2(z) ∈ K)} è

I(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ(K)}. (3.2)

Ìû èñïîëüçóåì îïåðàòîð (3.1), (3.2) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé. Â ýòîé ñâÿçè

ââåäåì (íåïóñòîå) ìíîæåñòâî

G
△
= {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}, (3.3)

ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàåì ñóùåñòâåííûìè ñïèñêàìè çàäàíèé; ÿñíî, ÷òî 1, N ∈ G. Óïîìÿíó-

òûå ñïèñêè ðàíæèðóåì ïî ìîùíîñòè, ïîëàãàÿ

Gs
△
= {K ∈ G | s = |K|} ∀s ∈ 1, N. (3.4)

Òîãäà ñåìåéñòâî {Gj : j ∈ 1, N} (ñì. (3.4)) îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà (3.3).

Ïðè ýòîì

G1
△
= {{t} : t ∈ 1, N \K1},

ãäå K1
△
= {pr1(z) : z ∈ K}. Êðîìå òîãî [22, 28, 29℄,

Gs−1 = {K \ {j} : K ∈ Gs, j ∈ I(K)} ∀s ∈ 2, N. (3.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ó íàñ ðåàëèçóåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà

GN → GN−1 → . . . → G1. (3.6)

Íà îñíîâå ýòîé ïðîöåäóðû êîíñòðóèðóþòñÿ ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç

D0,D1, . . . , DN . Ïðè ýòîì

D0 = {(x,∅) : x ∈ M}, (3.7)
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ãäå M åñòü def îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ Mi, i ∈ 1, N \ K1. Êðîìå òîãî, DN
△
= {(x0, 1, N )}

(ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé ÓÏ (x0, 1, N )). Åñëè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs, òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëà-

ãàåì, ÷òî [28℄

Js(K)
△
= {t ∈ 1, N \K | {t} ∪K ∈ Gs+1},Ms[K]

△
=

⋃

j∈Js(K)

Mj , Ds[K]
△
=

△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]} ∈ P

′

(X×Gs).

Òîãäà ïðè s ∈ 1, N − 1 ñëîé Ds îïðåäåëÿåì ïðàâèëîì

Ds
△
=

⋃

K∈Gs

Ds[K]. (3.8)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî D0 6= ∅,D1 6= ∅, . . . ,DN 6= ∅. Åñëè s ∈ 1, N, (x,K) ∈ Ds, j ∈ I(K) è z ∈ Mj ,

òî

(pr2(z),K \ {j}) ∈ Ds−1. (3.9)

Ïîñðåäñòâîì (3.7)�(3.9) îïðåäåëåíà êîíñòðóêöèÿ ñëîåâ, ëîãè÷åñêè ñâÿçàííàÿ ñ ïðîöåäóðîé (3.6).

�åêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà. Îïðåäåëÿåì ñè-

ñòåìó �óíêöèé v0 ∈ R+[D0], v1 ∈ R+[D1], . . . , vN ∈ R+[DN ].

Ïîëàãàåì ñíà÷àëà, ÷òî v0 ∈ R+[D0] îïðåäåëÿåòñÿ (ñì. (3.7)) óñëîâèåì

v0(x,∅)
△
= f(x) ∀x ∈ M. (3.10)

Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ñõåìîé: åñëè s ∈ 1, N è vs−1 ∈ R+[Ds−1]
óæå ïîñòðîåíà, òî ïîëàãàåì ñ ó÷åòîì (3.9), ÷òî vs ∈ R+[Ds] îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

vs(x,K)
△
= min

j∈I(K)
min
z∈Mj

[c(x,pr1(z),K) + cj(z,K) + vs−1(pr2(z),K \ {j})| ∀(x,K) ∈ Ds. (3.11)

Ïîñëå ýòîãî ïðè s < N ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ çàìåíà vs−1 �óíêöèåé vs â ïàìÿòè âû÷èñëè-

òåëÿ, ò. å. ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïåðåçàïèñü òåêóùåãî ñëîÿ. Åñëè æå s = N , òî îñóùåñòâëÿåì

îñòàíîâêó ïðîöåäóðû, ïîëó÷àÿ vN (x0, 1, N ), ÷òî îòâå÷àåò ïðåäñòàâëåíèþ DN .

Èç îáùèõ ïîñòðîåíèé [22, 28, 29℄ âûòåêàåò ðàâåíñòâî

V = vN (x0, 1, N ), (3.12)

îïðåäåëÿþùåå ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì (ñì. 2.6)). Ïðîöåäóðó

v0 → v1 → . . . → V, (3.13)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåìóþ ïîñðåäñòâîì (3.10), (3.11) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãîðèòì îïðå-

äåëåíèÿ V , ïðè êîòîðîì â ïàìÿòè âû÷èñëèòåëÿ íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèí ñëîé �óíêöèè Áåëëìàíà

(ïîäðîáíåå ñì. â [30℄).

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà.

�àññìîòðèì âàðèàíò, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîñòðîåíèé [28, § 7℄. Çäåñü òðåáóåòñÿ

ñîõðàíåíèå â ïàìÿòè âñåõ �óíêöèé v0, v1, . . . , vN . Ïîëàãàåì z(0)
△
= (x0, x0), z(0) ∈ X × X. Ìû

êîíñòðóèðóåì ðåøåíèå â âèäå íåêîòîðîé ÓÏ (α, z), ãäå α ∈ A è z : 0, N → X × X. Ïðè

ýòîì z(0) èãðàåò ðîëü ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ z(0). Ïîñêîëüêó (x0, 1, N ) ∈ DN , òî â ñèëó (3.9)

ïðè j ∈ I(1, N ) è z ∈ Mj èìååì (pr2(z), 1, N \ {j}) ∈ DN−1, à ïîòîìó îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

vN−1(pr2(z), 1, N \ {j}) ∈ R+. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (3.11) è (3.12)

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

[c(x0,pr1(z), 1, N ) + cj(z, 1, N ) + vN−1(pr2(z), 1, N \ {j})] (3.14)
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Ñ ó÷åòîì (3.14) íàõîäèì (â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, ñâÿçàííîé

ñ (3.14)) j1 ∈ I(1, N) è z(1) ∈ Mj1 , äëÿ êîòîðûõ

V = c(x0,pr1(z
(1)), 1, N ) + cj1(z

(1), 1, N ) + vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}), (3.15)

ãäå (pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}) ∈ DN−1. Òîãäà â ñèëó (3.11)

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}) = min

j∈I(1,N\{j1})
min
z∈Mj

[c(pr2(z
(1)),pr1(z), 1, N \ {j1}) +

+ cj(z, 1, N \ {j1}) + vN−2(pr2(z), 1, N \ {j1; j})].
(3.16)

Ñ ó÷åòîì (3.16) íàõîäèì j2 ∈ I(1, N \ {j1}) è z(2) ∈ Mj2 ñî ñâîéñòâîì

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {j1}) = c(pr2(z

(1)),pr1(z
(2))), 1, N \ {j1}) +

+ cj2(z
(2), 1, N \ {j1}) + vN−2(pr2(z

(2)), 1, N \ {j1; j2}),
(3.17)

ãäå ñîãëàñíî (3.9) (pr2(z
(2)), 1, N \ {j1; j2}) ∈ DN−2. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.15) è (3.17)

V = c(pr2(z
(0)),pr1(z

(1)), 1, N ) + c(pr2(z
(1)),pr1(z

(2)), 1, N \ {j1}) +

+ cj1(z
(1), 1, N ) + cj2(z

(2), 1, N \ {j1}) + vN−2(pr2(z
(2)), 1, N \ {j1; j2})

(3.18)

(ïðè N = 2 èìååì â ñèëó (3.10) è (3.18), ÷òî êîðòåæè

(jk)k∈1,2 : 1, 2 → 1, N, (z(k))k∈0,2 : 0, 2 → X×X

îáðàçóþò îïòèìàëüíîå Ä�). Ïðè N > 2 ïðîöåäóðó íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé, ïîäîáíûõ (3.15),

(3.17), ñëåäóåò ïðîäîëæàòü âïëîòü äî èñ÷åðïûâàíèÿ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà 1, N . Â ðåçóëüòàòå

áóäóò ïîëó÷åíû êîðòåæè Z
△
= (jk)k∈1,N , (z(k))k∈0,N ,

Z : 1, N → 1, N, (z(k))k∈0,N : 0, N → X×X,

äëÿ êîòîðûõ Z ∈ A, (z(k))k∈0,N ∈ ZZ è ïðè ýòîì

GZ[(z
(k))k∈0,N ] = V. (3.19)

Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (3.19)), â âèäå (Z, (z(k))k∈0,N ) èìååì îïòèìàëüíîå Ä�.

� 4. Ñõåìà íåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà (àëãîðèòì

íà �óíêöèîíàëüíîì óðîâíå)

Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò îáùåé êîíñòðóêöèè [23, 24, 28℄, ñâÿçàí-

íîé ñ îðãàíèçàöèåé íåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàïîìíèì (3.14), ãäå ïðèâåäåíà

¾îêîíå÷íàÿ¿ �îðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ V â òåðìèíàõ vN−1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî äëÿ äàëüíåéøèõ

ïîñòðîåíèé ñóùåñòâåííî îïðåäåëåíèå vN−1, ÷òî è ðåàëèçóåòñÿ â èçëàãàåìîé íèæå ïðîöåäó-

ðå (âû÷èñëåíèå V (3.14) ïðè èçâåñòíîé �óíêöèè vN−1 çàòðóäíåíèé íå âûçûâàåò). Ôóíêöèÿ

vN−1 îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå DN−1, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ GN−1

(ñì. (3.8)). Ïîëàãàÿ â äàëüíåéøåì N > 3, èìååì èç (3.5) ðàâåíñòâî

GN−1 = {1, N \ {j} : j ∈ I(1, N )} (4.1)

(ó÷èòûâàåì, ÷òî GN = {1, N}, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü GN−1).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñòðîåíèå âñåõ �óíêöèé-ñëîåâ áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ n óçëàìè, ãäå

(çäåñü è íèæå) n
△
= |GN−1| = |I(1, N )| ∈ N. Ñ ýòîé öåëüþ ìíîæåñòâà � ñëîè D0,D1, . . . ,DN �

áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàæäîå â âèäå îáúåäèíåíèÿ n ï/ì; êàæäîå èç ýòèõ ï/ì áóäåò âûäåëÿòüñÿ
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ñîîòâåòñòâóþùåìó óçëó äëÿ ïîñòðîåíèÿ �ðàãìåíòîâ �óíêöèé-ñëîåâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïîìÿ-

íóòûõ ï/ì ìíîæåñòâ-ñëîåâ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû (ÄÄÑ), òðàåêòîðèè êîòîðûõ áóäóò îïðåäåëåíû ïîñðåäñòâîì ñèñòåìû âêëþ÷åíèé.

Ïðè äàííîì ïîñòðîåíèè êàæäîìó óçëó âûäåëÿåòñÿ åãî ñèñòåìà ñëîåâ ïðîñòðàíñòâà ïîçè-

öèé. Äàííûå (÷àñòíûå) ñëîè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî óçëà ñîçäàåòñÿ ñâîÿ

ñèñòåìà (÷àñòíûõ) ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà. Â òî æå âðåìÿ âîçíèêàåò ñîâîêóïíàÿ ¾ãîðèçîí-

òàëüíàÿ¿ ñòðóêòóðà, êîòîðóþ ñîñòàâëÿþò óïîìÿíóòûå �óíêöèè-ñëîè ïðè �èêñàöèè ìîùíîñòè

ìíîæåñòâ, îòâå÷àþùèõ ñïèñêàì çàäàíèé äàííîãî óðîâíÿ. Óïîìÿíóòûé óðîâåíü êàê ðàç è çà-

äàåòñÿ èíäåêñîì, îïðåäåëÿþùèì èñïîëüçóåìûå ñïèñêè çàäàííîé ìîùíîñòè.

Èòàê, ïóñòü K ∈ GN−1 è T[K] åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé

(Kt)t∈0,N−2 : 0, N − 2 → G (4.2)

òàêèõ, ÷òî (K0
△
= K) & (∀τ ∈ 1, N − 2 ∃s ∈ I(Kτ−1) : Kτ = Kτ−1 \{s}). Êîðòåæè (4.2) � òðàåê-

òîðèè ñèñòåìû � îïðåäåëÿþòñÿ ïðè çàäàííîì K íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì, à ïîòîìó êàæäîìó

¾ìîìåíòó âðåìåíè¿ t ∈ 0, N − 2 ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü äîñòèæèìîñòè (ÎÄ) T̃[K; t], îïðåäåëÿ-
åìàÿ â âèäå ìíîæåñòâà âñåõ ñïèñêîâ Kt (ñì. (4.2)) ïðè óñëîâèè, ÷òî (Kτ )τ∈0,N−2 ïðîáåãàåò

ìíîæåñòâî T[K]:

T̃[K; t]
△
= {Kt : (Ki)i∈0,N−2 ∈ T[K]},

ïðè ýòîì [23, 24℄ T̃[K; t] ∈ P
′

(GN−(t+1)). Êàê ëåãêî âèäåòü, äëÿ âñÿêîãî K ∈ GN−1

(T̃[K; 0] = {K}) & (T̃[K;N − 2] ⊂ G1).

Â òåðìèíàõ óïîìÿíóòûõ ÎÄ îïðåäåëÿþòñÿ ñåìåéñòâà ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ çàäàííîé ìîùíî-

ñòè, à èìåííî

GN−(t+1) =
⋃

K∈GN−1

T̃[K; t] ∀t ∈ 0, N − 2 ∀K ∈ GN−1.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî âûøåóïîìÿíóòûå ÎÄ ìîæíî [24, ïðåäëîæåíèå 16℄, ïðè �èêñèðîâàííîì

íà÷àëüíîì óñëîâèè, ñòðîèòü ðåêóððåíòíî: åñëè K ∈ GN−1 è t ∈ 0, N − 3, òî

T̃[K; t+ 1] = {P \ {h} : P ∈ T̃[K; t], h ∈ I(P )}. (4.3)

Â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ÎÄ; òðàåêòîðèè (4.2), èõ îïðåäåëÿþùèå,

äàëåå íå èñïîëüçóþòñÿ. Èòàê, íà îñíîâå (4.3) îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîøàãîâàÿ ïðîöåäóðà.

Ñ ïîìîùüþ ÎÄ êîíñòðóèðóþòñÿ ¾èíäèâèäóàëüíûå¿ (äëÿ êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà ñâîè)

ñëîè ïðîñòðàíñòâà ïîçèöèé: ïðè K ∈ GN−1 è s ∈ 1, N − 1 ïîëàãàåì ñ ó÷åòîì (3.8)

Ds[K]
△
=

⋃

P∈T̃[K;N−(s+1)]

Ds[P ] ∈ P
′

(Ds). (4.4)

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ (4.4) èí�îðìàöèÿ îá ÎÄ óäàëÿåòñÿ èç ïàìÿòè êàæäîãî âû÷èñëèòåëü-

íîãî óçëà êëàñòåðà; òàêèì îáðàçîì, ðîëü ÎÄ â ïîñòðîåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîöå-

äóðå (4.4). Äàííûå ñëîè (4.4) îáëàäàþò ñâîéñòâîì, ïîäîáíûì â èäåéíîì îòíîøåíèè (3.9):

(pr2(z), Q\{s}) ∈ Dl[K] ∀K ∈ GN−1 ∀l ∈ 1, N − 2 ∀(x,Q) ∈ Dl+1[K] ∀s ∈ I(Q) ∀z ∈ Ms. (4.5)

Íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ (4.4) çàäàåòñÿ ñâîÿ (÷àñòíàÿ) �óíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóæåíèåì �óíê-

öèè Áåëëìàíà. Òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå êëþ÷åâîãî ýòàïà ðåøåíèÿ ïî ìåòî-

äó ÄÏ.

Èòàê, ñ ó÷åòîì (4.4) ïîëàãàåì, ÷òî ïðè K ∈ GN−1 è s ∈ 1, N − 1

Ws[K]
△
= (vs(x, P ))(x,P )∈Ds[K] = (v(x, P ))(x,P )∈Ds[K] ∈ R+[Ds[K]]. (4.6)
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè K ∈ GN−1 îïðåäåëåíû D1[K] ∈ P
′

(D1) è W1[K] ∈ R+[D1[K]]. Äëÿ öåëåé

êîíêðåòèçàöèè D1[K] ïðè K ∈ GN−1 çàìåòèì ñíà÷àëà â ñâÿçè ñ (4.4), ÷òî T̃[K;N − 2] ⊂ G1,

à ïîòîìó

∀P ∈ T̃[K;N − 2] ∃t ∈ 1, N \K1 : P = {t}.

Êàê ñëåäñòâèå, ðåàëèçóåòñÿ [22, (10.4)℄ ñâîéñòâî ∀K ∈ GN−1 ∀(x, P ) ∈ D1[K] ∃t ∈ 1, N \K1 :
P = {t}. Ñ ó÷åòîì (3.10), (3.11) è (4.6) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè K ∈ GN−1 è (x, P ) ∈ D1[K]

W1[K](x, P ) = v1(x, P ) = min
j∈I(P )

min
z∈Mj

[c(x,pr1(z), P ) + cj(z, P ) + v0(pr2(z), P \ {j})],

ãäå P = {t} äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ 1, N \K1 è, êàê ñëåäñòâèå [22, çàìå÷àíèå 3.2℄, I(P ) = I({t}) =
= {t} = P ; òîãäà

W1[K](x, P ) = min
j∈P

min
z∈Mj

[c(x,pr1(z), P ) + cj(z, P ) + f(pr2(z))] (4.7)

(â (4.7) ó÷èòûâàåì, ÷òî Mt ⊂ M è pr2(z) ∈ Mt ïðè z ∈ Mt, ïîñêîëüêó ïðè j ∈ P íåïðåìåííî

j = t; ñì. òàêæå (2.2)). Êîëü ñêîðî â (4.7) P � ñèíãëåòîí, òî äàííóþ �îðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü:

ñëåäóÿ [25, (9.7)℄ ââåäåì ïðè K ∈ GN−1 (ñì. [24, (62), ïðåäëîæåíèå 7℄) íåïóñòîå ìíîæåñòâî

M0[K]
△
= {h ∈ 1, N \K1|{h} ∈ T̃[K;N − 2]}

ïðè K ∈ GN−1. Ñ ó÷åòîì (4.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

D1[K] =
⋃

P∈T̃[K;N−2]

D1[P ] =
⋃

P∈T̃[K;N−2]

{(x, P ) : x ∈ M1[P ]}, (4.8)

ãäå T̃[K;N − 2] = {{h} : h ∈ M0[K]} [25, çàìå÷àíèå 5.1℄; ïîýòîìó èç (4.8) èìååì

D1[K] =
⋃

h∈M0[K]

{(x, {h}) : x ∈ M1[{h}]} = {(x, {h}) : h ∈ M0[K], x ∈ M1[{h}]}. (4.9)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè K ∈ GN−1 è h ∈ M0[K] èìååì {h} ∈ T̃[K;N − 2], ãäå h ∈ 1, N \K1;

òîãäà {h} ∈ G1 è

J1({h}) = {t ∈ 1, N \ {h}|{t;h} ∈ G2}, (4.10)

M1[{h}] =
⋃

j∈J1({h})

Mj . (4.11)

Ñ ó÷åòîì (4.7) è (4.9) èìååì ïðè K ∈ GN−1, h ∈ M0[K] è x ∈ M1[{h}] ñâîéñòâî

(x, {h}) ∈ D1[K] è

W1[K](x, {h}) = min
z∈Mh

[c(x,pr1(z), {h}) + ch(z, {h}) + f(pr2(z))]. (4.12)

Â ñèëó (4.9) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñðåäñòâîì (4.12) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà �óíêöèÿ W1[K].
Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ïðèìåíåíèÿ (4.12) ìû äîëæíû, ðàñïîëàãàÿ K ∈ GN−1 è h ∈ M0[K], ïî-
ñòðîèòü J1({h}) ñ èñïîëüçîâàíèåì (4.10), à çàòåì îïðåäåëèòü M1[{h}] ïîñðåäñòâîì (4.11), ïîñëå

÷åãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (4.12) äëÿ x ∈ M1[{h}]. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþòñÿ

âñå �óíêöèè W1[K], K ∈ GN−1. Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåíèòåëüíî

ê îäíîìó îòäåëüíî âçÿòîìó âû÷èñëèòåëüíîìó óçëó.

Ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè Wl[K] â Wl+1[K], ãäå K ∈ GN−1 è l ∈ 1, N − 2, îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì, ïîäîáíûì (3.11) è èñïîëüçóþùèì (4.5); â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî (4.5) è (4.6) ïðè

(x,Q) ∈ Dl+1[K], s ∈ I(Q) è z ∈ Ms îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

Wl[K](pr2(z), Q \ {s}) ∈ R+,
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êîòîðîå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîäñ÷åòå Wl+1[K](x,Q). Èòàê (ñì. (3.11), (4.6)), ïðè K ∈
∈ GN−1, l ∈ 1, N − 2 è (x,Q) ∈ Dl+1[K] èìååì [22, (10.17)℄

Wl+1[K](x,Q) = min
j∈I(Q)

min
z∈Mj

[c(x,pr1(z), Q) + cj(z,Q) +Wl[K](pr2(z), Q \ {j})]. (4.13)

Èòàê, �èêñèðóåì K ∈ GN−1. Äàííîìó ìíîæåñòâó îòâå÷àþò ñëîè Ds[K] (4.4), s ∈ 1, N − 1,
ÿâëÿþùèåñÿ êàæäûé íåïóñòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé. Ïðè s ∈ 1, N − 1 îïðå-

äåëåíà �óíêöèÿ Ws[K] ∈ R+[Ds[K]]. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíà �óíêöèÿ W1[K] ∈ R+[D1[K]],
äëÿ êîíêðåòíîãî ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü (4.12) è ó÷èòûâàòü ïðè ýòîì ïðåä-

ñòàâëåíèå D1[K], îïðåäåëÿåìîå (4.9). Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå �óíêöèéW1[K], . . . ,WN−1[K] îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû íà îñíîâå (4.13). À èìåííî: ïðè l ∈ 1, N − 2
ïðåîáðàçîâàíèå Wl[K] â Wl+1[K] îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèÿ

Wl+1[K](x,Q) = min
j∈I(Q)

min
z∈Mj

[c(x,pr1(z), Q) + cj(z,Q) +Wl[K](pr2(z), Q \ {j})]

∀(x,Q) ∈ Dl+1[K].
(4.14)

Ïðàâèëî (4.14) ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòèçàöèåé (4.13). Èòàê, ïîñðåäñòâîì (4.14) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðå-

îáðàçîâàíèå

Wl[K] → Wl+1[K].

Ïîñêîëüêó l âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, ìû ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó

W1[K] → W2[K] → . . . → WN−1[K]. (4.15)

Îñóùåñòâëåíèå âñåõ ðàñ÷åòîâ, ñâÿçàííûõ ñ (4.15), âîçëàãàåòñÿ íà îäèí âû÷èñëèòåëüíûé óçåë

è ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò âû÷èñëåíèé, âûïîëíÿåìûõ äðóãèìè óçëàìè. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî

êàæäûé èç óçëîâ ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèÿ ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé (4.15).

� 5. Ïîñòðîåíèå ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà

Âîçâðàùàÿñü ê (3.13), ñëåäóåò ó÷åñòü ïîëîæåíèÿ [24, ðàçäåë 7℄. Â ÷àñòíîñòè, èç [24, ïðåä-

ëîæåíèÿ 17℄ âûòåêàþò ðàâåíñòâà

Ds =
⋃

K∈GN−1

Ds[K] ∀s ∈ 1, N − 1. (5.1)

�àâåíñòâà (5.1) ïîçâîëÿþò ¾îáúåäèíèòü¿ ïðîöåññû, ðåàëèçóåìûå îòäåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíû-

ìè óçëàìè. Ìû ñòðåìèìñÿ ïðè ýòîì ê ïîñòðîåíèþ ñëîåâ v1, . . . , vN−1. Ïðè êàæäîì s ∈ 1, N − 1
ìû ðàñïîëàãàåì �óíêöèÿìè

Ws[K], K ∈ GN−1, (5.2)

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ (òî åñòü ìíîæåñòâà Ds[K], K ∈ GN−1) îáðàçóþò â ñèëó (5.1) ïî-

êðûòèå Ds. Ñ ó÷åòîì (4.6) èìååì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: �óíêöèÿ vs ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íà-

áîðîì (5.2). Ôóíêöèè ýòîãî íàáîðà îêàçûâàþòñÿ â ñèëó (4.6) ñîãëàñîâàííûìè: ïðè K1 ∈ GN−1,

K2 ∈ GN−1, (x, P ) ∈ Ds[K1] ∩Ds[K2] íåïðåìåííî

Ws[K1](x, P ) = vs(x, P ) = Ws[K2](x, P ). (5.3)

Ñ ó÷åòîì (5.1), (5.3) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðàâèëî îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè vs, ãäå
s ∈ 1, N − 1.

Èòàê, ðàñïîëàãàÿ ¾÷àñòíûìè¿ �óíêöèÿìè (5.2), ìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ vs(x0,K0),
ãäå (x0,K0) ∈ Ds, îòûñêèâàåì ñíà÷àëà ñ ó÷åòîì (5.1) ìíîæåñòâî K0 ∈ GN−1 ñî ñâîéñòâîì

(x0,K0) ∈ Ds[K0]. Òîãäà ñîãëàñíî (4.6)

vs(x0,K0) = Ws[K0](x0,K0). (5.4)



Îá îäíîé çàäà÷å ìàðøðóòèçàöèè, ìîäåëèðóþùåé ïåðåìåùåíèÿ â ðàäèàöèîííûõ ïîëÿõ 549

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

Ñâîéñòâî (5.3) ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîíêðåòíûé âûáîð K0 ∈ GN−1 ñî ñâîéñòâîì (x0,K0) ∈ Ds[K0]
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Íà îñíîâå ïðàâèëà, èñïîëüçóþùåãî (5.4), íàõîäÿòñÿ âñå çíà÷åíèÿ

�óíêöèè vs, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìà ýòà �óíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïîëàãàÿ �óíêöèÿìè (4.6), ìû íàõîäèì âñå ñëîè v0, v1, . . . , vN �óíêöèè

Áåëëìàíà. Íà îñíîâå äàííûõ ñëîåâ, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ çàäà÷, ïîäîá-

íûå (3.15) è (3.17), îïðåäåëÿåì îïòèìàëüíîå Ä�; äëÿ ïîñòðîåíèÿ äàííîãî Ä� â ïàìÿòè âû÷èñëè-

òåëÿ ñëåäóåò ñîõðàíÿòü âñå ñëîè v1, . . . , vN �óíêöèè Áåëëìàíà, ÷òî âèäíî óæå èç (3.15), (3.17).

Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. �àññìîòðèì ïðîöåäóðó îïðåäåëå-

íèÿ V (3.12), ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîé â ïàìÿòè êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà íàõîäÿòñÿ

âñåãäà îäíà ¾÷àñòíàÿ¿ �óíêöèÿ âèäà (4.6), òî åñòü îäèí ¾èíäèâèäóàëüíûé¿ ñëîé �óíêöèè

Áåëëìàíà.

�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàáîòó îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà, îòâå÷àþùåãî ìíî-

æåñòâó K0 ∈ GN−1. Êîíå÷íîé öåëüþ ïðîöåäóðû, âûïîëíÿåìîé äàííûì óçëîì, îáúÿâëÿåòñÿ

ïîñòðîåíèå �óíêöèè

WN−1[K] ∈ R+[DN−1[K]].

Îñíîâíûå ýòàïû èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû.

1. Îïðåäåëÿåì W1[K] ∈ R+[D1[K]], èñïîëüçóÿ (4.9), (4.12).

2. Ïóñòü s ∈ 1, N − 2 è ¾÷àñòíàÿ¿ �óíêöèÿWs[K] ∈ R+[Ds[K]] óæå ïîñòðîåíà. Òîãäà ïîñðåä-
ñòâîì (4.13) îñóùåñòâëÿåòñÿ íàñ÷èòûâàíèå çíà÷åíèé �óíêöèè Ws+1[K], èñïîëüçóþùåå òîëüêî
çíà÷åíèÿ �óíêöèè Ws[K] (â (4.13) ñëåäóåò ïðè ýòîì ïîëàãàòü l = s). Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçóåòñÿ

¾÷àñòíàÿ¿ �óíêöèÿ

Ws+1[K] ∈ R+[Ds+1[K]].

Ïîñëå ýòîãî ìàññèâ çíà÷åíèéWs[K] óíè÷òîæàåòñÿ è çàìåíÿåòñÿ ìàññèâîì çíà÷åíèéWs+1[K]:
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåçàïèñü ¾÷àñòíûõ¿ �óíêöèé.

3. Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîâòîðåíèÿ ýòàïîâ âèäà 2 ïîëó÷àåì ÷àñòíóþ �óíêöèþWN−1[K].
Ïóñòü ýòàïû 1�3 çàâåðøåíû êàæäûì èç âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàéäåíû

âñå �óíêöèè

WN−1[K], K ∈ GN−1. (5.5)

4. Òåïåðü êîíñòðóèðóåì vN−1, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

DN−1 =
⋃

K∈GN−1

DN−1[K]. (5.6)

Äëÿ ýòîãî ïðè êàæäîì âûáðàííîì çíà÷åíèè (x̂, P̂ ) ∈ DN−1 îïðåäåëÿåì, èñïîëüçóÿ (5.6), ìíî-

æåñòâî K̂ ∈ GN−1 ñî ñâîéñòâîì (x̂, P̂ ) ∈ DN−1[K̂]. Òîãäà (ñì. (5.5)) ìû ðàñïîëàãàåì çíà÷åíèåì

WN−1[K̂](x̂, P̂ ) ∈ R+, äëÿ êîòîðîãî â ñèëó (4.6) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

vN−1(x̂, P̂ ) = WN−1[K̂](x̂, P̂ ). (5.7)

Èòàê, ìû íàõîäèì âñå çíà÷åíèÿ �óíêöèè vN−1 (ëîãèêà ðàññóæäåíèé çäåñü ïîäîáíà èñïîëüçóå-

ìîé â ñëó÷àå (5.4)).

Òåïåðü, ðàñïîëàãàÿ �óíêöèåé vN−1 (ñëîé �óíêöèè Áåëëìàíà), ìû ïîñðåäñòâîì (3.14) îïðå-

äåëÿåì ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì V . Â ñâÿçè ñ äàííîé ïðîöåäóðîé îòìåòèì ðàáîòó [30℄, ãäå ïîêà-

çàíî, ÷òî îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ V áåç ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî Ä� ìîæåò îñóùåñòâëÿòñÿ äëÿ

çàäà÷è ñóùåñòâåííî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

� 6. Ìîäåëèðîâàíèå è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

�àññìîòðèì îäèí êîíêðåòíûé âàðèàíò îáùåé çàäà÷è, ïîëàãàÿ X = R × R (ïëîñêèé ñëó÷àé).

Áóäåì èññëåäîâàòü ïîñòàíîâêó, êîãäà ìåãàïîëèñû èìåþò (âñÿêèé ðàç) ñìûñë ñèñòåìû âõîäîâ-

âûõîäîâ â íåêîòîðóþ çîíó ñ ïîâûøåííîé èíòåíñèâíîñòüþ äåéñòâèÿ âðåäíûõ �àêòîðîâ (â ÷àñò-

íîñòè, ðàäèàöèè). Ïóñòü äàííîå äåéñòâèå ñîçäàåòñÿ òî÷å÷íûì îáúåêòîì, íàõîäÿùèìñÿ â çîíå.
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Öåëü ðàáîòû, âûïîëíÿåìîé â ìåãàïîëèñå, ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè îò òî÷êè âõîäà ê äàííîìó èç-

ëó÷àþùåìó îáúåêòó, äåìîíòèðîâàíèþ ïîñëåäíåãî è ïîñëåäóþùåãî ïåðåìåùåíèÿ ê âûõîäó. Ïî-

ëàãàåì, ÷òî ïîñëå äåìîíòàæà òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà åãî âëèÿíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èòàê, ïî

ñìûñëó ìåãàïîëèñ ñâÿçàí ñ áëèæíåé çîíîé èñòî÷íèêà. Âîçäåéñòâèå äðóãèõ èñòî÷íèêîâ íà ýòà-

ïàõ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó ìåãàïîëèñàìè è íà ýòàïå ðàáîòû â áëèæíåé çîíå òàêæå èìåþò ìåñòî.

Ýòî êàñàåòñÿ, îäíàêî, òîëüêî òåõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå íå äåìîíòèðîâàíû íà äàííûé

ìîìåíò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîçäåéñòâèå ðàäèàöèè ñóììèðóåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àääèòèâ-

íîìó ñïîñîáó àãðåãèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîìó â äàííîé ðàáîòå. Îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìîìåíò, ñâÿçàííûé ñ (âíóòðåííèìè) ðàáîòàìè: â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ

â áëèæíåé çîíå íà ýòàïå ïðèáëèæåíèÿ ê äåìîíòèðóåìîìó èñòî÷íèêó èñïîëíèòåëü íàõîäèòñÿ

ïîä åãî âîçäåéñòâèåì, à íà ýòàïå ïåðåìåùåíèÿ ê âûõîäó èç çîíû � íåò. Ïðè ýòîì ñòåïåíü

âîçäåéñòâèÿ (äîçà) íà ïåðâîì ýòàïå çàâèñèò îò åãî äëèòåëüíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèò

îò ðàññòîÿíèÿ îò âûáðàííîãî âõîäà äî èñòî÷íèêà. Íà ýòàïàõ âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé âîçäåé-

ñòâèå îòäåëüíî âçÿòîãî èñòî÷íèêà óæå íå ñòîëü ñóùåñòâåííî, îäíàêî ñîâîêóïíîå âîçäåéñòâèå

çíà÷èòåëüíîãî èõ ÷èñëà óæå íå ìîæåò èãíîðèðîâàòüñÿ.

Ïðîõîæäåíèå ìèìî èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ s äëÿ äåìîíòàæà äðóãîãî èñòî÷íèêà
èçëó÷åíèÿ.

Ïóñòü ñèñòåìå ìåãàïîëèñîâ ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìà òî÷å÷íûõ èçëó÷àþùèõ îáú-

åêòîâ (zi)i∈1,N : 1, N → X ñî ñâîéñòâîì: zi /∈ Mi ∀i ∈ 1, N . Äåìîíòàæ îáúåêòîâ z1, . . . , zN
ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ïîñåùåíèÿ ìåãàïîëèñîâ, à èìåííî: ïðè ïîñåùåíèè ìåãàïîëèñà Mα(i) òðåáóåòñÿ

ïðèäòè â òî÷êó âõîäà pr1(zi), ïåðåìåñòèòüñÿ â òî÷êó zα(i), âûïîëíèòü ðàáîòû ïî äåìîíòàæó

èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ñ íîìåðîì α(i) è çàòåì ïåðåìåñòèòüñÿ â òî÷êó âûõîäà pr2(zi). Òåì ñàìûì

ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà (2.1). Â íàñòîÿùåì èçëîæåíèè îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì îïèñàíèåì âîçäåéñòâèÿ

îäíîãî èñòî÷íèêà â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ èç çàäàííîé òî÷êè ïëîñêîñòè ê äðóãîé òî÷êå (êàê

óæå îòìå÷àëîñü, àãðåãèðîâàíèå òàêèõ âîçäåéñòâèé ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèè c ñâîäèòñÿ ê ñóì-

ìèðîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ âîçäåéñòâèé) â ¾ðåãóëÿðíîì¿ ñëó÷àå, îòâå÷àþùåì ñèòóàöèè, êîãäà

íà òðàåêòîðèè ïåðåìåùåíèÿ îòñóòñòâóåò óïîìÿíóòûé (àêòèâíûé) èñòî÷íèê. Èòàê, ïðè ïåðåìå-

ùåíèè èç ïóíêòà i â ïóíêò j âåëè÷èíà çàòðàò (â òîé ìîäåëè, êîòîðîé ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ),

à, òî÷íåå, äîçà îáëó÷åíèÿ, ïîëó÷àåìàÿ ïðè äàííîì ïåðåìåùåíèè çà ñ÷åò íå äåìîíòèðîâàííîãî

èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ s, ðàâíà

ci,j[{s}] =

∫ T

0

γs
ρ2s,t(t)

dt =

= 2ρi,j
γs
v

∫ ρi,j

0

dρ
(
4ρ2i,jρ+ ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j

)2
+
(
4ρ2i,jρ

2
i,s − (ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j)

2
) , (6.1)

ãäå ρ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ (ïðè íåîáõîäèìîñòè óïîìÿíóòûå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ñíàáæàþòñÿ èíäåêñàìè); γs îïðåäåëÿåò èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà s,

à v ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ èñïîëíèòåëÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè ρ ∈ [0, ρi,j ] R(ρ)
△
= 2ρi,jρ + ρ2j,s−

−ρ2i,s − ρ2i,j . Äëÿ ðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ �îðìóë:

∫
dR

A2 +R2
=

1

A
arctg

R

A
+C,

∫
dR

R2 −A2
=

1

2A
ln

∣∣∣∣
R−A

R+A

∣∣∣∣+C, (6.2)

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âûðàæåíèÿ 4ρ2i,jρ
2
i,s − (ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j)

2
. Èìåííî, âîçìîæåí îäèí èç

ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ:

1. Ïóñòü 4ρ2i,jρ
2
i,s − (ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j)

2 > 0. Òîãäà ïîëàãàåì, ÷òî

A =
√

4ρ2i,jρ
2
i,s − (ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j)

2,

ïîëó÷àÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

ci,j [{s}] =
2ρi,jγs

v

∫ R(ρi,j)

R(0)

dR

R2 +A2
=

2ρi,jγs
vA

arctg
R

A

∣∣∣∣
R(ρi,j )

R(0)

=
2ρi,jγs
vA

(
arctg

R(ρi,j)

A
− arctg

R(0)

A

)
.
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2. Ïóñòü 4ρ2i,jρ
2
i,s − (ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j)

2 < 0. Òîãäà ïîëàãàåì, ÷òî

A =
√

(ρ2j,s − ρ2i,s − ρ2i,j)
2 − 4ρ2i,jρ

2
i,s;

ïîëó÷àåì, ÷òî A > 0. Èñïîëüçóÿ âòîðóþ â (6.2) òàáëè÷íóþ �îðìóëó, ïîëó÷àåì, ÷òî ci,j [{s}] =

=
2ρi,jγs

v

∫ R(ρi,j )

R(0)

dR

R2 −A2
=

ρi,jγs
vA

ln

∣∣∣∣
R−A

R+A

∣∣∣∣
∣∣∣∣
R(ρi,j )

R(0)

=
ρi,jγs
vA

(
ln

∣∣∣∣
R(ρi,j)−A

R(ρi,j) +A

∣∣∣∣−ln

∣∣∣∣
R(0)−A

R(0) +A

∣∣∣∣
)
.

Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñåé÷àñ ðàññìîòðåíèåì òàêèõ âàðèàíòîâ çàäà÷è (2.4), äëÿ êîòîðûõ ïðè

âñÿêîì âûáîðå ïóíêòîâ i, j, s âûøåóïîìÿíóòîãî òèïà çíà÷åíèÿ

ln

∣∣∣∣
R(ρi,j)−A

R(ρi,j) +A

∣∣∣∣, ln

∣∣∣∣
R(0)−A

R(0) +A

∣∣∣∣

êîíå÷íû, ò. å. îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Åñëè æå èñòî÷íèê s ëåæèò íà
òðàåêòîðèè ïåðåìåùåíèÿ èç ïóíêòà i â ïóíêò j, òî ci,j [{s}] îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ î÷åíü áîëüøèì

÷èñëîì (ãðóáî ãîâîðÿ, â ýòîì ñëó÷àå ci,j[{s}] = ∞; íà ñàìîì æå äåëå â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöå-

äóðå äîñòàòî÷íî ÷èñëà, êîòîðîå çàâåäîìî áîëüøå â ðàçû, ÷åì ñàìîå ¾çàòðàòíîå¿ ïåðåìåùåíèå).

Ïðîõîæäåíèå ê èñòî÷íèêó èçëó÷åíèÿ s äëÿ åãî äåìîíòàæà (îöåíèâàíèå âíóò-

ðåííèõ ðàáîò).

Â äàííîì ñëó÷àå ïîëàãàåì, ÷òî ïóíêò j ñîâïàäàåò ñ s è íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü äîçà îáëó÷å-
íèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èñïîëíèòåëåì â ïðîöåññå ïðèáëèæåíèÿ ê èñòî÷íèêó èçëó÷åíèÿ, ïîäëåæàùåìó

äåìîíòàæó.

Çäåñü ìû ïî ïðåæíåìó ïðèäåðæèâàåìñÿ ìîäåëè, â êîòîðîé ïîëó÷àåìàÿ äîçà îáðàòíî ïðî-

ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ äî èñòî÷íèêà, íî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåêîððåêòíîñòè â ìîìåíò

ïðèõîäà â èñòî÷íèê, ñïîñîáíîé ïðèâåñòè ê äåëåíèþ íà 0, ìû çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî

âûðàæåíèÿ â (6.1) óâåëè÷èâàåì íà åäèíèöó. Äëÿ ó÷åòà áîëåå èíòåíñèâíîãî ðàäèàöèîííîãî âîç-

äåéñòâèÿ â áëèæíåé çîíå èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 3 (ñîäåðæàòåëüíî ýòî ìîæåò

îòâå÷àòü ñëó÷àþ, êîãäà äåéñòâèå èñòî÷íèêà íå îñëàáëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèÿìè, ÷òî ìîæåò èìåòü

ìåñòî íà ýòàïå âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé). Âåëè÷èíà çàòðàò (äîçû îáëó÷åíèÿ) â äàííîì ñëó÷àå

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

ci,j [{s}] = ci,s[{s}] = 3
(γs
v

) ∫ ρi,j

0

dρ

ρ2 + 1
= 3
(γs
v

)
arctg(ρi,j).

Áàçîâûé àëãîðèòì.

1. �ëàâíûé ïðîöåññîð �îðìèðóåò ñåìåéñòâî GN−1 (4.1), ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

ìíîæåñòâà ìîùíîñòüþ N − 1. Ìíîæåñòâà GN−1 ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî óçëàì ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðîòîêîëà MPI. Êàæäûé óçåë èìååò k âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð ñ îáùåé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ.

Íà óçëå, ñâÿçàííîì ñî ñïèñêîì K ∈ GN−1, ¾èíäèâèäóàëüíûå¿ ñëîè �óíêöèè Áåëëìàíà Ws[K],
s ∈ 1, N − 1, ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî âû÷èñëèòåëüíûì ÿäðàì ðàâíîìåðíî. Äëÿ ïîëó÷åííûõ �ðàã-

ìåíòîâ âûøåóïîìÿíóòûõ ñëîåâ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè Áåëëìàíà. Ïîñêîëüêó îïåðà-

òèâíàÿ ïàìÿòü äëÿ êàæäîãî óçëà ÿâëÿåòñÿ îáùåé, òî îáìåíà äàííûìè ìåæäó óçëàìè íå ïðî-

èñõîäèò. Êðîìå òîãî, îïåðàöèè ñ �ðàãìåíòàìè ¾èíäèâèäóàëüíûõ¿ ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà

âûïîëíÿþòñÿ ïðè ïîìîùè áèáëèîòåêè OpenMP.

2. Ñëîè çíà÷åíèé �óíêöèè Áåëëìàíà, ïîëó÷åííûå íà ýòàïå 1, ïåðåäàþòñÿ ñ óçëîâ, ñâÿçàííûõ
ñî ñïèñêàìè K ∈ GN−1 è ñîáèðàþòñÿ íà ãëàâíîì óçëå. Ïîñëå ýòîãî ñëîé vN−1, íàõîäèòñÿ
ïîñðåäñòâîì (5.6) è (5.7). Íàêîíåö, çíà÷åíèå V îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì(3.12).

3. �ëàâíûé ïðîöåññîð ðåàëèçóåò ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà ïóòåì ðåøåíèÿ ëî-

êàëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.14) è (3.16).

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.

�àññìîòðèì ìîäåëüíûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèèè ïðîöåññà äåìîíòàæà ðà-

äèîàêòèâíîãî îáîðóäîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü ìåãàïîëèñû, èìèòèðóþùèå âîçìîæíûå âõî-

äû/âûõîäû ïîìåùåíèé ñ èñòî÷íèêàìè èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷åíû äèñêðåòèçàöèåé îêðóæíîñòåé: íà
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êàæäîé îêðóæíîñòè íà ðàâíîì óãëîâîì ðàññòîÿíèè, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè ñ 0-é óãëîâîé êîîðäèíàòîé,

ðàñïîëàãàþòñÿ 12 òî÷åê. Êàæäîìó ìåãàïîëèñó ñîîòâåòñòâóåò òî÷å÷íûé îáúåêò, èìèòèðóþùèé

èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ â ïîìåùåíèè. Ïóñòü èñõîäíàÿ òî÷êà (îíà æå áàçà) ïðîöåññà äåìîíòàæà

ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ò. å. x0 = (0, 0); ïî çàâåðøåíèè äåìîíòàæà âñåãî îáîðóäîâàíèÿ

òðåáóåòñÿ âîçâðàò íà áàçó. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ ρ � ñóòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèÿ. Ïóñòü

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ èñïîëíèòåëÿ, âûïîëíÿþùåãî äåìîíòàæ, âíå ïîìåùåíèé â 4 ðàçà áîëüøå,

÷åì âíóòðè, ÷òî ïðèçâàíî ìîäåëèðîâàòü ñëîæíîñòü ïåðåìåùåíèÿ âíóòðè êàæäîãî ìåãàïîëè-

ñà, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷èåì òåõ èëè èíûõ êîíñòðóêöèé è ìåõàíèçìîâ, ìåøàþùèõ áûñòðîìó

ïåðåìåùåíèþ âíóòðè ïîìåùåíèÿ.
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�èñ. 1. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà 30 ìåãàïîëèñîâ

Äàëåå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàñ÷åòîâ íà ñóïåðâû÷èñëèòåëå Ó�ÀÍ.

Äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà, çàäàííîãî 30 ìåãàïîëèñàìè è 30 àäðåñíûìè ïàðàìè (51 ïàðà â òðàí-

çèòèâíîì çàìûêàíèè [31℄), ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ, áûëè ïîëó÷åíû ñëå-

äóþùèå ðåçóëüòàòû: ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà äîçû îáëó÷åíèÿ � 222.9, îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé

ñîñòàâèëî 17 ìèí. 46 ñåê. �ðà�èê îáõîäà 30 ìåãàïîëèñîâ ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Äëÿ ïðèìåðà ðåøåíèÿ çàäà÷è îáõîäà 31 ìåãàïîëèñà ïðè íàëè÷èè 34 àäðåñíûõ ïàð (63 ïàðû

â òðàíçèòèâíîì çàìûêàíèè [31℄), ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà äî-

çû îáëó÷åíèÿ � 226.5, âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 15 ìèí. 56 ñåê. �ðà�èê îáõîäà 31 ìåãàïîëèñîâ
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ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Òàêæå, ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàäà÷ ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè íà ÏÊ. Äëÿ ìîäåëè

ñ 30 ìåãàïîëèñàìè è 30 àäðåñíûìè ïàðàìè, ïîëó÷åí ðåçóëüòàò: âåëè÷èíà ïîëó÷åííîé äîçû

îáëó÷åíèÿ � 222.9, âðåìÿ âû÷èñëåíèé ñîñòàâèëî 7 ÷àñ. 26 ìèí. 7 ñåê. Äëÿ ïðèìåðà çàäà÷è

ñ 31 ìåãàïîëèñîì è 34 àäðåñíûìè ïàðàìè, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû: âåëè÷èíà ïîëó÷åííîé äîçû

îáëó÷åíèÿ � 226.5, âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî 6 ÷àñ. 29 ìèí. 55 ñåê.

Ñíèæåíèå âðåìåíè ñ÷åòà ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ìåãàïîëèñîâ îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì

áîëüøåãî êîëè÷åñòâà óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü îáúåì

âû÷èñëåíèé ïðè ðàññ÷èòûâàíèè ìàññèâà çíà÷åíèé �óíêöèè Áåëëìàíà è îáúåì íåîáõîäèìîé äëÿ
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�èñ. 2. Ìàðøðóò è òðàññà îáõîäà 31 ìåãàïîëèñà

åãî õðàíåíèÿ ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î âëèÿíèè óñëîâèé ïðåäøåñòâîâà-

íèÿ íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé è èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòè â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ñì. â [32℄.

� 7. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïîñòðîåíî ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè, îðèåíòèðîâàííîé íà ïðèìåíå-

íèå â àòîìíîé ýíåðãåòèêå: ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåìîíòàæà èñòî÷íèêîâ

ðàäèàöèè. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìàëèçàöèè âîçíèêàåò ïîñòàíîâêà ñ �óíêöèÿìè ñòîèìîñòè,
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çàâèñÿùèìè îò ñïèñêà çàäàíèé, íå âûïîëíåííûõ íà òåêóùèé ìîìåíò (¾ñâåòÿò¿ òîëüêî òå èñ-

òî÷íèêè, êîòîðûå íå äåìîíòèðîâàíû íà äàííûé ìîìåíò). Äàííàÿ ïîñòàíîâêà ìîæåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü èíæåíåðíîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ îðãàíèçàöèåé ðàáîò â óñëîâèÿõ àâàðèéíûõ ñèòóàöèé.

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó ÄÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÂÑ

íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà; äàííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ñóïåðêîìïüþ-

òåðå ¾Ó�ÀÍ¿.
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onstraints and 
ompli
ated 
ost fun
tions. The visited obje
ts are

assumed to be 
lusters, or megalopolises (nonempty �nite sets), and the visit to ea
h of them entails 
er-

tain tasks, whi
h we 
all interior jobs. The order of visits is subje
t to pre
eden
e 
onstraints. The 
osts
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of movements depend on the set of pending tasks (not yet 
omplete at the time of the movement), whi
h

is also referred to as �sequen
e dependen
e�, �position dependen
e�, and �state dependen
e�. Su
h a de-

penden
e arises, in parti
ular, in routing problems 
on
erning emergen
ies at nu
lear power plants, similar

to the Chernobyl and Fukushima Daii
hi in
idents. For example, one 
ould 
onsider a disaster re
overy

problem 
on
erned with sequential dismantlement of radiation sour
es; in this 
ase, the 
rew 
ondu
ting

the dismantlement is exposed to radiation from the sour
es that have not yet been dealt with. This gives

rise to dependen
e on pending tasks in the 
ost fun
tions that measure the 
rew's radiation exposure. The

latter dependen
e re�e
ts the �shutdown� operations for the 
orresponding radiation sour
es. This paper sets

forth an approa
h to a parallel solution for this problem, whi
h was implemented and run on the URAN

super
omputer.
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