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Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê àïïðîêñèìàöèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîä-

íûìè äðîáíîãî ïîðÿäêà (òàê íàçûâàåìûõ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé) äè��åðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè ñ ïðîèçâîäíûìè öåëîãî ïîðÿäêà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîðÿäîê äðîáíîãî äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ áëèçîê ê öåëîìó ÷èñëó. Äëÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî ïîëó÷åíû ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, âûäåëÿåìîìó èç ïîðÿäêà äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïåð-

âûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íûé ðÿä è çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ âñåõ öåëûõ

ïîðÿäêîâ. Ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðèáëèçèòü îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ ýòîãî òèïà îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ îïðå-

äåëåííîìó êëàññó, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü òîëüêî ïðîèçâîäíûå

êîíå÷íîãî öåëîãî ïîðÿäêà. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ èñïîëüçî-

âàíèåì èçâåñòíûõ ìåòîäîâ âîçìóùåíèé. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä èëëþñòðèðóåòñÿ ðÿäîì ïðèìåðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìàëûé ïàðàìåòð, àïïðîêñèìà-

öèÿ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

DOI: 10.20537/vm170403

Ââåäåíèå

Óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ [1�4℄ (íàçûâàåìûå òàê-

æå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè) â ïîñëåäíèå ãîäû âñå àêòèâíåå èñïîëüçóþòñÿ

â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, íàáëþäàåìûõ â íåóïîðÿäî÷åííûõ

ñëîæíûõ ñðåäàõ è ñèñòåìàõ [5�7℄. Äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îáðàçóþò îñîáûé

êëàññ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòî-

ðà èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ ðàçíîñòíûì ñòåïåííûì ÿäðîì, îáëàäàþùèì

èíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ. Íàõîæäåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé äàæå â ëèíåéíîì

ñëó÷àå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé [2, 4℄. Èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ

íåëèíåéíûõ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòîäàìè ñîâðåìåííî-

ãî ãðóïïîâîãî àíàëèçà, ðàçâèòûìè äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé â ðàáîòàõ [8�10℄. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî

â ýòèõ ðàáîòàõ, äîïóñêàåìàÿ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ãðóïïà òî÷å÷íûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áåäíåå ãðóïïû ïðåäåëüíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè öåëîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîå ïåðåõîäèò äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ïðè ñòðåìëåíèè ïîðÿäêà äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ê áëèæàéøåìó ñâåðõó öåëîìó ÷èñëó.

Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ òî÷-

íûõ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû íå òîëüêî òî÷íûå, íî è ïðèáëè-

æåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ïðåäëîæåí öåëûé ðÿä ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé: ìåòîä

äåêîìïîçèöèè Àäîìèàíà [11,12℄, ìåòîä ãîìîòîïè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ Õå [13�15℄, âàðèàöèîííûé

èòåðàöèîííûé ìåòîä [15, 16℄ è íåêîòîðûå äðóãèå [17, 18℄. Âñå ýòè ìåòîäû íå òðåáóåò ââåäåíèÿ

â óðàâíåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà, ÷òî âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èõ ïðåèìóùåñòâî. Îäíàêî ýòî

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �îñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè �Ô (ïðîåêò � 1.3103.2017/4.6).
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íå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå ïðèáëèæåííûõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òàêèõ óðàâíåíèé,

â ÷àñòíîñòè èññëåäîâàòü èõ ïðèáëèæåííûå ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäîê äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ó âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ïðî-

èçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà îêàçûâàåòñÿ áëèçîê ê öåëîìó, âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ïî-

ðÿäêà â âèäå ñóììû èëè ðàçíîñòè öåëîãî ÷èñëà è ìàëîãî ïàðàìåòðà. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå

äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿä ïî ýòîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó, à äðîáíî-

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèáëèæåíî óðàâíåíèåì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, ÿâëÿþùèìñÿ

â íóëåâîì ïîðÿäêå êëàññè÷åñêèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïðîèçâîäíûìè öåëîãî ïî-

ðÿäêà. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò îäíîâðåìåííî ÿâëÿòüñÿ è ïðèáëèæåííûì

ðåøåíèåì èñõîäíîãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Â [19℄ îïèñàííûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ëè-

íåéíûõ è íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëåâîñòîðîííèìè

äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî, ÿâëÿþùèõñÿ ìîäåëÿìè äðîáíîãî îñöèëëÿòîðà, à òàêæå äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îäíîãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ

�èíçáóðãà�Ëàíäàó. �àçëîæåíèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ñîäåðæàëî ïðè ýòîì â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ñ ðàçíîñòíûì ëîãàðè�ìè÷åñêèì ÿäðîì. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àþùååñÿ ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì îñòàâàëîñü èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíûì. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí â [20, 21℄.

Íåäàâíî â ðàáîòå [22℄ àâòîðîì áûë ïðåäëîæåí äðóãîé ñïîñîá ðàçëîæåíèÿ ëåâîñòîðîííåé

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ, ïîðÿäîê êîòîðîé áëèçîê ê åäèíèöå, è íà ïðèìå-

ðå óðàâíåíèÿ ñóáäè��óçèè ïîêàçàíî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå ïðèáëèæåí-

íûõ ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â äàí-

íîé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä îáîáùàåòñÿ íà ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå �èìàíà�

Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî, ïîðÿäîê êîòîðûõ áëèçîê ê ïðîèçâîëüíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó. Ïîêàçàíî,

÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ðàçëîæåíèÿ îáûêíîâåííîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì (à íå èíòåãðî-äè��å-

ðåíöèàëüíûì) óðàâíåíèåì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùå-

íèé [23℄. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä èëëþñòðèðóåòñÿ ðÿäîì ïðèìåðîâ.

� 1. �àçëîæåíèå ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

�àññìîòðèì, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîñòîðîííþþ è ïðàâîñòîðîííþþ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå �è-

ìàíà�Ëèóâèëëÿ âåùåñòâåííîãî ïîðÿäêà α > 0 îò �óíêöèè f(x), çàäàííîé íà êîíå÷íîì îòðåçêå

[a, b] (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄):

aD
α
xf ≡

1

Γ(m− α)

(
d

dx

)m ∫ x

a

f(s)

(x− s)α−m+1
ds, (1.1)

xD
α
b f ≡

(−1)m

Γ(m− α)

(
d

dx

)m ∫ b

x

f(s)

(s− x)α−m+1
ds. (1.2)

Çäåñü m = [α] + 1 è Γ(z) � ãàììà-�óíêöèÿ.

Ïîðÿäîê äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ α ïðåäñòàâèì â âèäå

α =

{
m− ε, {α} > 0.5,
m− 1 + ε, {α} < 0.5,

(1.3)

ãäå ε ∈ (0, 0.5] è {α} = α − [α]. Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (1.1) è (1.2) ìîãóò

áûòü ðàçëîæåíû â ñòåïåííîé ðÿä ïî ïàðàìåòðó ε. Åñëè α îêàçûâàåòñÿ áëèçêèì ê öåëîìó ÷èñ-

ëó, òî ïàðàìåòð ε áóäåò ìàëûì, è äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî îãðàíè÷èòñÿ

ðàññìîòðåíèåì ëèøü ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ òàêèõ ðàçëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî äàåò âîç-

ìîæíîñòü ïðèáëèçèòü äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, ñîäåðæàùèì ïðîèçâîäíûå òîëüêî öåëîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) àíàëèòè÷íà â èíòåðâàëå (a, b) è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò

ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (1.1). Òîãäà åñëè ïàðàìåòð ε ñâÿçàí
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ñ ïîðÿäêîì äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ α > 0 ñîîòíîøåíèåì (1.3), òî ïðè ε → 0 â êàæäîé

òî÷êå x ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

aD
α
xf ≡ aD

n±ε
x f = f (n)(x)± ε

{
[ψ(n + 1)− ln(x− a)] f (n)(x)−

−
∞∑

k=0
k 6=n

(−1)k−n

(k − n)

n!

k!
(x− a)k−nf (k)(x)

}
+ o(ε), (1.4)

ãäå

n =

{
m, {α} > 0.5,
m− 1, {α} < 0.5,

ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z) � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè (äèãàììà-�óíêöèÿ).
Àíàëîãè÷íî: åñëè äëÿ àíàëèòè÷åñêîé â èíòåðâàëå (a, b) �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò ïðà-

âîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (1.2), òî ïðè ε → 0 â êàæäîé òî÷êå

x ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

xD
α
b f ≡ xD

n±ε
b f = f (n)(x)± ε

{
[ψ(n+ 1)− ln(b− x)] f (n)(x)−

−

∞∑

k=0
k 6=n

(−1)k−n

(k − n)

n!

k!
(b− x)k−nf (k)(x)

}
+ o(ε). (1.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó èçâåñòíîé ëåììû äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ

(ñì. ëåììó 15.3 â [1℄) äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé àíàëèòè÷åñêîé â (a, b) �óíêöèè f(x) ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå

aD
α
xf =

∞∑

k=0

(
α

k

)
(x− a)k−α

Γ(1− α+ k)
f (k)(x),

ãäå (
α

k

)
=

Γ(α+ 1)

Γ(α− k + 1)k!

� áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà ãàììà-�óíêöèè Γ(z + 1) =
= zΓ(z) è Γ(z)Γ(1 − z) = π/ sin(πz), ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî

ê ñëåäóþùåìó âèäó:

aD
α
xf = Γ(1 + α)

∞∑

k=0

sin(π(α− k))

π(α − k)

(x− a)k−α

k!
f (k)(x). (1.6)

Âûïîëíèì ïðè α = n±ε ðàçëîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ðÿäà â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó ε
â îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0. Èìååì

Γ(1 + α) ≡ Γ(1 + n± ε) = Γ(1 + n)± Γ′(1 + n)ε+ o(ε) = n! [1± εψ(n + 1)] + o(ε),

sin(π(α − k))

π(α− k)
≡

sin(π(n − k ± ε))

π(n− k ± ε)
=

sin(π(n− k))± πε cos(π(n− k))

π(n − k ± ε)
+ o(ε) =

= ±
(−1)n−kε

n− k ± ε
+ o(ε) =





1 + o(ε), n = k,

±
(−1)n−k

n− k
ε+ o(ε), n 6= k,
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(x− a)k−α ≡ (x− a)k−n∓ε = (x− a)k−n[1∓ ε ln(x− a)] + o(ε).

Ïîäñòàâëÿÿ âñå íàéäåííûå ðàçëîæåíèÿ â (1.6), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõî-

äèì ê ðàçëîæåíèþ (1.4). Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ðÿäà, âõîäÿùåãî â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàçëî-

æåíèÿ, ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäà â (1.6). Äåéñòâèòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî íå çàâèñÿùåãî îò k
ìíîæèòåëÿ k-e ÷ëåíû ýòèõ ðÿäîâ îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì

vk ≡
k − α

k − n
= 1∓

ε

k − n
, k = n+ 1, n+ 2, . . . .

Òàê êàê vk îáðàçóþò ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è |vk| 6 1 ∓ ε äëÿ ëþáîãî k > n + 1,
òî ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ èç ñõîäèìîñòè ðÿäà â (1.6) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà èç ïðàâîé ÷àñòè

ðàçëîæåíèÿ (1.4).

�àçëîæåíèå (1.5) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ïðàâîñòîðîííåé

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé (1.2) â ðÿä ïî ïðîèçâîäíûì öåëîãî ïîðÿäêà. �

Çàìå÷àíèå 1. �àçëîæåíèå (1.4) ñïðàâåäëèâî ïðè ε → 0 äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî

x ∈ (a, b). Îäíàêî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì ε ýòî ðàçëîæåíèå íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

â ïðàâîé îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íîé òî÷êè x = a, òàê êàê ïðè åãî âûâîäå áûëî èñïîëüçîâàíî ðàçëî-
æåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ïî ε �óíêöèè (x−a)±ε

, ñïðàâåäëèâîå òîëüêî ïðè óñëîâèè ε ln(x−a) → 0.

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ðàçëîæåíèÿ (1.5) â îêðåñòíîñòè ïðàâîé ãðàíèöû

x = b.
Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî âìåñòî äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ �èìàíà�Ëèó-

âèëëÿ èñïîëüçóþòñÿ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Êàïóòî [2℄ (íàçûâàåìûå òàêæå ðåãóëÿðèçîâàííû-

ìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè). Ëåâîñòîðîííÿÿ è ïðàâîñòîðîííÿÿ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Êàïóòî

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿìè

C
aD

α
xf =

1

Γ(m− α)

∫ x

a

f (m)(s)

(x− s)α−m+1
ds, (1.7)

C
xD

α
b f =

(−1)m

Γ(m− α)

∫ b

x

f (m)(s)

(s− x)α−m+1
ds, (1.8)

ãäå m = [α] + 1.
Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýòîãî òèïà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 �óíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò ëåâîñòî-

ðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî (1.7). Òîãäà ïðè ε→ 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæå-

íèÿ:

C
aD

α
xf ≡ C

aD
n−ε
x f = f (n)(x)− ε

{
[ψ(n + 1)− ln(x− a)] f (n)(x) +

+

n−1∑

k=0

(−1)k−n(n− k − 1)!(x − a)k−n

[(
n

k

)
f (k)(x)− f (k)(a)

]
−

−

∞∑

k=n+1

(−1)k−n

(k − n)

n!

k!
(x− a)k−nf (k)(x)

}
+ o(ε), {α} > 0.5; (1.9)

C
aD

α
xf ≡ C

aD
n+ε
x f = f (n)(x)− f (n)(a) +

+ ε

{
[ψ(n + 1)− ln(x− a)] f (n)(x)− [ψ(1) − ln(x− a)]f (n)(a) +

+

n−1∑

k=0

(−1)k−n(n− k − 1)!(x− a)k−n

[(
n

k

)
f (k)(x)− f (k)(a)

]
−
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−
∞∑

k=n+1

(−1)k−n

(k − n)

n!

k!
(x− a)k−nf (k)(x)

}
+ o(ε), {α} < 0.5. (1.10)

Àíàëîãè÷íî: åñëè îò àíàëèòè÷åñêîé â (a, b) �óíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò ïðàâîñòîðîííÿÿ

äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî (1.8), òî åå ðàçëîæåíèÿ ïðè ε→ 0 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (1.9)

è (1.10) �îðìàëüíîé çàìåíîé (x− a) íà (b− x) è f (k)(a) íà f (k)(b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ Êàïóòî ñâÿçàíà ñ ëåâîñòîðîííåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ñîîòíîøåíèåì

C
aD

α
xf = aD

α
xf −

m−1∑

k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(x− a)k−α

(1.11)

(ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íîãî âèäà ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðàâîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ). Ïîñêîëüêó

ðàçëîæåíèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ èçâåñòíî è äàåòñÿ òåîðåìîé 1, îñòàåòñÿ

ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå ïî ε âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (1.11). Âèä ýòîãî ðàçëîæåíèÿ

áóäåò çàâèñåòü îò âåëè÷èíû {α}. Â ñèëó (1.3) ïðè {α} > 0.5 èìååì α = n− ε è n = m. Òîãäà

m−1∑

k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(x− a)k−α ≡

n−1∑

k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − n+ ε)
(x− a)k−n+ε =

=

n−1∑

k=0

sin(π(n − k − ε))

π
Γ(n− k − ε)f (k)(a)(x− a)k−n+ε =

= −ε

n−1∑

k=0

(−1)k−n(n− k − 1)!f (k)(a)(x − a)k−n + o(ε). (1.12)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå âìåñòå ñ (1.4) â (1.11), ïðèõîäèì ê (1.9).

Ïðè {α} < 0.5 â ñèëó (1.3) èìååì α = n+ ε è n = m− 1. Òîãäà

m−1∑

k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(x− a)k−α =

n−1∑

k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − n− ε)
(x− a)k−n−ε +

f (n)(a)

Γ(1− ε)
(x− a)−ε.

Äëÿ ïåðâîé ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (1.12) ñ çà-

ìåíîé ε íà −ε. Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååì

f (n)(a)

Γ(1− ε)
(x− a)−ε = f (n)(a) + ε[ψ(1) − ln(x− a)]f (n)(a) + o(ε).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ âìåñòå ñ (1.4) â (1.11), ïðèõîäèì ê (1.10).

�àçëîæåíèÿ äëÿ ïðàâîñòîðîííèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì. �

Ñðàâíåíèå òåîðåì 1 è 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ

�èìàíà�Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâûå îêàçûâà-

þòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, â òî âðåìÿ êàê ó âòîðûõ

ïåðåõîä îò −ε ê ε ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ýòî îáóñëîâëåíî �óí-

äàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñàìèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ: â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ

α → m è α → m − 1 äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ aD
α
xf (m = [α] + 1) ïåðåõîäèò

ñîîòâåòñòâåííî â ïðîèçâîäíûå öåëîãî ïîðÿäêà Dm
x f è Dm−1

x f , â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðîáíîé

ïðîèçâîäíîé Êàïóòî

C
aD

α
xf òàêîé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ ëèøü ïðè α → m, ÷òî è ïðèâîäèò ê íà-

ðóøåíèþ ñèììåòðè÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ.
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� 2. Ïðèáëèæåíèå îáûêíîâåííûõ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

�åçóëüòàòû òåîðåì 1 è 2 ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé äðîáíî-

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùèõ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå �èìàíà�Ëèóâèëëÿ è Êà-

ïóòî, äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì.

�àññìîòðèì �óíêöèþ

F = F (x, y, y′, . . . , y(m−1),Dα−m+1
x y, . . . ,Dα

xy), x ∈ (a, b), m = [α] + 1, (2.1)

â êîòîðîé â êà÷åñòâå äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Dα−m+j
x y (j = 1, 2, . . . ,m) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê

ëåâîñòðîííÿÿ, òàê è ïðàâîñòîðîííÿÿ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (1.1), (1.2) èëè

Êàïóòî (1.7), (1.8). Ôóíêöèÿ y(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â èíòåðâàëå (a, b) è òàêîé, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â (2.1), ñóùåñòâóþò. Ïóñòü α = m−ε è �óíê-
öèÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé ïî âñåì ñâîèì äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûì

ïåðåìåííûì âèäà Dα−m+j
x y (j = 1, 2, . . . ,m). Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ

èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1 è 2, è âûïîëíÿÿ ðàçëîæåíèå �óíê-

öèè F â ñòåïåííîé ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

F = F (0)(x, y, y′, . . . , y(m)) + εF (1)(x, y, y′, . . . , y(m), . . .) + o(ε). (2.2)

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáûêíîâåííîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

F = 0

ñ �óíêöèåé F âèäà (2.1) ïðèáëèæàåòñÿ ïðè α = m − ε ñ òî÷íîñòüþ o(ε) îáûêíîâåííûì

äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â öåëûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε âèäà

F (0) + εF (1) = o(ε),

åñëè �óíêöèè F (0)
è F (1)

ñâÿçàíû ñ �óíêöèåé F ñîîòíîøåíèåì (2.2).

�ëàâíîé îñîáåííîñòüþ (2.2) ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü �óíêöèè F (1)
îò ïðîèçâîäíûõ, âîîáùå

ãîâîðÿ, âñåõ öåëûõ ïîðÿäêîâ îò �óíêöèè y(x). Òåì íå ìåíåå ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ

íà âèä �óíêöèè F ýòó çàâèñèìîñòü óäàåòñÿ óïðîñòèòü.

�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè îáûêíîâåííîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðàç-

ðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé:

Dα
xy = f(x, y, y′, . . . , y(m−1),Dα−m+1

x y, . . . ,Dα−1
x y), m = [α] + 1. (2.3)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (2.3) �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-

ðåì 1 è 2, à �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé âñåõ ñâîèõ àðãóìåí-

òîâ. Òîãäà ïðè α = n− ε (n = m) è ε≪ 1 (ε > 0) óðàâíåíèå (2.3) ìîæåò áûòü ñ òî÷íîñòüþ

äî o(ε) ïðèáëèæåíî îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïà-

ðàìåòðîì ε ñëåäóþùåãî âèäà:

y(n) = f (0)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) + εf (1)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) + o(ε). (2.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåì 1 è 2, ðàçëîæåíèÿ âõîäÿùèõ â óðàâ-

íåíèå (2.3) äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäå êàê

Dα−n+j
x y = y(j) + εϕn−j(x, y, y

′, . . .) + o(ε), j = 1, 2, . . . , n, (2.5)

ãäå

ϕn−j(x, y, y
′, . . .) =

∞∑

k=0

an−j,k(x)y
(k), (2.6)
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à �óíêöèè an−j,k(x) îïðåäåëÿþòñÿ âèäîì äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-

ëîæåíèé âèäà (1.4), (1.5), (1.9), (1.10). Ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ (2.6) äëÿ êàæäîãî

âèäà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò èç òåîðåì 1 è 2.

Ïîäñòàâëÿÿ (2.5) â óðàâíåíèå (2.3) è âûïîëíÿÿ ðàçëîæåíèå �óíêöèè èç ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä

ïî ε, ñ ó÷åòîì m = n ïîëó÷àåì

y(n) = f (0)(x, y, y′, . . . , y(n−1))− εϕ0(x, y, y
′, . . .) +

+ ε

n−1∑

j=1

Φα−n+j(x, y, y
′, . . . , y(n−1))ϕn−j(x, y, y

′, . . .) + o(ε), (2.7)

ãäå

f (0)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1), y′, . . . , y(n−1)),

Φα−n+j(x, y, y
′, . . . , y(n−1)) =

∂f

∂Dα−n+j
x y

∣∣∣∣∣
{Dα−n+k

x y=y(k), k=1,2,...,n−1}

.

Èç óðàâíåíèÿ (2.7) èìååì

εy(n) = εf (0)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) + o(ε).

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî x, íàõîäèì

εy(n+1) = ε

[
∂f (0)

∂x
+

n−2∑

k=0

∂f (0)

∂y(k)
y(k+1) +

∂f (0)

∂y(n−1)
y(n)

]
+ o(ε) =

= ε

[
∂f (0)

∂x
+

n−2∑

k=0

∂f (0)

∂y(k)
y(k+1) +

∂f (0)

∂y(n−1)
f (0)

]
+ o(ε).

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäíàÿ εy(n+1)
îêàçûâàåòñÿ âûðàæåíà êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ x, y, y′,

y′′, . . . , y(n−1)
, òî åñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

εy(n+1) = εGn+1(x, y, y
′, . . . , y(n−1)) + o(ε).

Àíàëîãè÷íàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü �îðìàëüíî âûïîëíåíà äëÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ εy(n+k)

(k = 1, 2, . . .), ÷òî äàåò

εy(n+k) = εGn+k(x, y, y
′, . . . , y(n−1)) + o(ε), k = 1, 2, . . . .

Òàê êàê �óíêöèè ϕn−j èç (2.6) çàâèñÿò îò âñåõ ïðîèçâîäíûõ y(k) ëèíåéíî, òî ñ ó÷åòîì

ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü

εϕn−j(x, y, y
′, . . .) = ε

[
n−1∑

k=0

am−j,k(x)y
(k) + am−j,n(x)f

(0)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) +

+
∞∑

k=1

am−j,n+k(x)Gn+k(x, y, y
′, . . . , y(n−1))

]
+ o(ε) ≡

≡ εHn−j(x, y, y
′, . . . , y(n−1)) + o(ε).

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â óðàâíåíèå (2.7) ïðèâîäèò ïîñëåäíåå ê èñêîìîìó âèäó (2.4),

â êîòîðîì

f (1)(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = −H0(x, y, y
′, . . . , y(n−1)) +

+

n−1∑

j=1

Φα−n+j(x, y, y
′, . . . , y(n−1))Hn−j(x, y, y

′, . . . , y(n−1)),
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Áåçóñëîâíî, èñïîëüçîâàííûé â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ïîäõîä íîñèò �îðìàëüíûé õà-

ðàêòåð, è íà ïðàêòèêå äàëåêî íå äëÿ êàæäîé �óíêöèè f óðàâíåíèå (2.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî

ÿâíî. Òåì íå ìåíåå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ

äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.3) ñâîäèòñÿ ê áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ

îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðà-

ìåòðîì âèäà (2.4).

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

0D
2−ε
x y − yσ = 0, σ 6= 0, 1. (2.8)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ (1.4) â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ íà-

õîäèì

y′′ − yσ + ε

[(
lnx+ γ −

3

2

)
yσ −

y

x2
+

2y′

x
+ 2

∞∑

k=1

(−x)k

k(k + 2)!
y(k+2)

]
≈ 0 (2.9)

(çäåñü è äàëåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî âèäà f ≈ g îçíà÷àåò f = g + o(ε)).
Èç óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà y′′ − yσ = O(ε) äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ εy(k) (k > 2)

ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç y è y′:

εy(2k) ≈ ε

k∑

m=1

A2k
2k−2my

mσ+m−2k+1(y′)2k−2m,

εy(2k+1) ≈ ε
k∑

m=1

A2k+1
2k−2m+1y

mσ+m−2k(y′)2k−2m+1,

ãäå

Ak+2
k =

Γ(σ + 1)

Γ(σ − k + 1)
, Ak+2m

k =

k+1∑

l=1

lAl+2m−2
l

Γ(mσ −m− l + 3)

Γ(mσ −m− k + 2)
, k = 1, 2, . . . .

Òîãäà óðàâíåíèå (2.9) ïåðåõîäèò â îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå öåëîãî ïî-

ðÿäêà

y′′ − yσ + ε

[(
lnx+ γ −

3

2

)
yσ −

y

x2
+

2y′

x
+

∞∑

m=2

A2m
0

(m− 1)(2m)!
x2m−2ymσ−m+1 +

+
∞∑

k=1

∞∑

m=1

Ak+2m
k (−x)kx2m−2

(k+2m−2)(k+2m)!
ymσ−m−k+1(y′)k

]
≈ 0. (2.10)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óðàâíåíèÿ (2.8) ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (2.10) âèäà (2.4).

Íåñìîòðÿ íà åãî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé âèä, ïðèáëèæåííûé àíàëèç íåêîòîðûõ åãî êà÷åñòâåí-

íûõ ñâîéñòâ âîçìîæåí. Â ÷àñòíîñòè, çàìêíóòîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà òàê

íàçûâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ y, y′, y′′ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê íåìó, áåç êàêèõ-
ëèáî ìîäè�èêàöèé, ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ãðóïïîâîãî àíàëèçà [24, 25℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ äî-

ïóñêàåìîé ýòèì óðàâíåíèåì ïðèáëèæåííîé ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïîñòðîåíèÿ

ïðèáëèæåííûõ èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûõ ðåøåíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè α = n + ε (n = m − 1) óðàâíåíèå (2.3) òàêæå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî

óðàâíåíèåì âèäà (2.4). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó-

÷àþùèõñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2.4), â îáùåì ñëó÷àå áóäåò íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ó èñ-

õîäíîãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.3). Äëÿ ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà ïîñòîÿííûõ

èíòåãðèðîâàíèÿ, îò êîòîðûõ áóäåò çàâèñåòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, óðàâíåíèå (2.3) äîëæíî

ïðèáëèæàòüñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà

εy(n+1) = F̃ (0)(x, y, y′, . . . , y(n)) + εF̃ (1)(x, y, y′, . . . , y(n)) + o(ε)

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.
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� 3. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

Ïðèáëèæåíèå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.3) óðàâíåíèåì (2.4) äàåò â ðÿäå

ñëó÷àåâ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Îäíàêî ýòè ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ áóäóò íåïðèãîäíû â îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê x = a è/èëè x = b
â ñèëó íåïðèãîäíîñòè â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê ïîñòðîåííûõ â � 1 ðàçëîæåíèé ñîîòâåòñòâó-

þùèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî íå ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé

ïîäõîä äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ èëè çàäà÷ òèïà Êîøè, ïîñòàâëåííûõ äëÿ

äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè æå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü,

òî âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à î åãî ñîîòâåòñòâèè óñëîâèÿì îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè

èñõîäíîãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.3), çàäàííûì íà ãðàíèöàõ. Îñîáåííî ñëîæ-

íîé äàííàÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè �èìàíà�Ëèóâèëëÿ,

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ îáû÷íî ñòàâÿòñÿ â âèäå çàäàííûõ â ãðàíè÷íûõ òî÷-

êàõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ äðîáíîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ó ðåøåíèé òàêèõ

óðàâíåíèé èíòåãðèðóåìûõ îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöàõ. Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ëèíåéíîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

0D
α
xy = y, α ∈ (1, 2). (3.1)

Ïðè α > 1.5 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (1.4) ñ n = 2 è ε = 2 − α. Òîãäà óðàâíåíèå (3.1)

ñ òî÷íîñòüþ äî o(ε) ïðèáëèæàåòñÿ óðàâíåíèåì

y′′ − y − ε

[
(ψ(3) − lnx)y′′ +

y

x2
−

2y′

x
−

2

x2

∞∑

k=3

(−1)kxk

(k − 2)k!
y(k)

]
≈ 0. (3.2)

Èç óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà y′′ − y = O(ε) ñëåäóþò äè��åðåíöèàëüíûå ñâÿçè εy′′ ≈ εy,
εy′′′ ≈ εy′, ïîñëåäîâàòåëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå êîòîðûõ äàåò ñîîòíîøåíèÿ

εy(2k) ≈ εy, εy(2k+1) ≈ εy′, k > 1.

Òîãäà âñå ïðîèçâîäíûå εy(k) ïðè k > 3, âõîäÿùèå â ðÿä èç (3.2), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç εy èëè εy′.
Ïðåäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçäåëåíèåì èñõîäíîãî ðÿäà ïî

÷åòíûì è íå÷åòíûì èíäåêñàì, èìååì

ε
2

x2

∞∑

k=3

(−1)kxk

(k − 2)k!
y(k) =

2

x2

∞∑

n=2

(−1)2nx2n

(2n− 2)(2n)!
εy(2n) +

2

x2

∞∑

m=1

(−1)2m+1x2m+1

(2m− 1)(2m + 1)!
εy(2m+1) =

= εy

∞∑

m=1

x2m

m(2m+ 2)!
− 2εy′

∞∑

m=1

x2m−1

(2m− 1)(2m + 1)!
.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (3.2) ñâîäèòñÿ ê âèäó (2.4):

y′′ − y + ε

[(
lnx+ γ −

3

2

)
y −

y

x2
+ y

∞∑

m=1

x2m

m(2m+ 2)!
− 2y′

∞∑

m=0

x2m−1

(2m− 1)(2m + 1)!

]
≈ 0. (3.3)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ψ(3) = 3/2 − γ, ãäå γ = 0.577215 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.

Âõîäÿùèå â (3.3) áåñêîíå÷íûå ðÿäû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç ñïåöèàëüíûå �óíêöèè:

∞∑

m=1

x2m

m(2m+ 2)!
= Chi(x) +

1− ch(x)− x sh(x)

x2
− lnx− γ +

3

2
,

∞∑

m=0

2x2m−1

(2m− 1)(2m+ 1)!
= Shi(x)−

sh(x) + x ch(x)

x2
,



524 Ñ.Þ. Ëóêàùóê

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

ãäå

Shi(x) =

∫ x

0

sh t

t
dt, Chi(x) = γ + lnx+

∫ x

0

ch t− 1

t
dt.

Òîãäà óðàâíåíèå (3.3) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

y′′ − y + ε

[(
Chi(x)−

ch(x) + x sh(x)

x2

)
y −

(
Shi(x)−

sh(x) + x ch(x)

x2

)
y′
]
≈ 0. (3.4)

Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áóäåì èñêàòü â âèäå y(x) =
= y(0)(x) + εy(1)(x) + o(ε). Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (3.4) ñ äàëü-

íåéøèì ðàñùåïëåíèåì ïî ñòåïåíÿì ε ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíûõ �óíêöèé y(0)(x) è y(1)(x):

y′′(0) − y(0) = 0,

y′′(1) − y(1) =

(
ch(x) + x sh(x)

x2
− Chi(x)

)
y(0) −

(
sh(x) + x ch(x)

x2
− Shi(x)

)
y′(0).

�åøåíèå äàííîé ñèñòåìû íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé. �åøåíèå ïåðâî-

ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìååò âèä y(0)(x) = C1(0)e
x + C2(0)e

−x
, ãäå C1(0), C2(0) � ïîñòîÿííûå

èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàíîâêà äàííîãî ðåøåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

ïðèâîäèò åãî ê âèäó

y′′(1) − y(1) = C1(0)

[
1− x

x2
− exEi(−x)

]
+ C2(0)

[
1 + x

x2
− e−x

Ei(x)

]
,

ãäå

Ei(x) =

∫ x

−∞

et

t
dt, x ∈ R.

Äàííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå

y(1)(x) = C1(1)e
x + C2(1)e

−x − C1(0)

(
2x+ 3

4
exEi(−x) +

1

4
e−x

Ei(x) +
1

2

)
+

+C2(0)

(
2x− 3

4
e−x

Ei(x)−
1

4
exEi(−x)−

1

2

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4):

y(x) = C1e
x + C2e

−x − εC1

(
2x+ 3

4
exEi(−x) +

1

4
e−x

Ei(x) +
1

2

)
+

+ εC2

(
2x− 3

4
e−x

Ei(x)−
1

4
exEi(−x)−

1

2

)
+ o(ε). (3.5)

Çäåñü C1 ≡ C1(ε) = C1(0) + εC1(1) + o(ε), C2 ≡ C2(ε) = C2(0) + εC2(1) + o(ε) � ïðîèçâîëüíûå

ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε.

Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ x è ε ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (3.5) ìîæåò áûòü ïðèíÿòî

çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.1).

Òî÷íîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) èçâåñòíî è èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [1℄)

y(x) = A1x
α−1

Eα,α(x
α) +A2x

α−2
Eα,α−1(x

α), (3.6)

ãäå A1 è A2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β, z ∈ C (3.7)
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� �óíêöèÿ òèïà Ìèòòàã-Ëå��ëåðà [1, 2℄.

Ïðè ñðàâíåíèè ðåøåíèé (3.5) è (3.6) âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîñòîÿííû-

ìè A1, A2 è C1, C2. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïîñòîÿííûìè ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà èñõîäÿ èç ðàñ-

ñìîòðåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáîèõ ðåøåíèé ïðè x → +∞ è x → +0. Çàìåòèì, ÷òî
è òî÷íîå ðåøåíèå (3.6), è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (3.5) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè

ïðè x ∈ (0,∞), ïðè ýòîì

lim
x→+0

|y(x)| = lim
x→+∞

|y(x)| = ∞, lim
x→+0

|y(x)| = lim
x→+∞

|y(x)| = ∞.

�àññìîòðèì ïîâåäåíèå îáîèõ ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ

òî÷íîãî ðåøåíèÿ (3.6) âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì �óíêöèè òèïà Ìèòòàã-

Ëå��ëåðà (ñì. ëåììó 3.4 â [26℄), êîòîðîå ïðè x→ +∞ èìååò âèä

Eα,β(x) =
1

α
x

1−β

α exp
(
x

1
α

)
−

p∑

n=1

x−n

Γ(β − αn)
+O

(
1

x1+p

)
.

Äëÿ �óíêöèè Ei(x), âõîäÿùåé â ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (3.5), ïðè |x| → ∞ ñïðàâåäëèâî ñëåäó-

þùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (ñì., íàïðèìåð, [27℄):

Ei(x) =
ex

x

(
1 +

p−1∑

n=1

(−1)nn!

xn

)
+O

(
1

x1+p

)
.

Òîãäà èç (3.6) è (3.5) ïðè x→ +∞ ïîëó÷àåì

y(x) =
A1 +A2

α
ex −

A1

Γ(−α)

1

x1+α
−

A2

Γ(−1− α)

1

x2+α
+O

(
1

x1+2α

)
,

y(x) = C1e
x + ε

[
C1 − C2

x
+O

(
1

x2

)]
+ o(ε).

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ýòèõ ðàçëîæåíèé íàõîäèì

C1 = (A1 +A2)/α. (3.8)

Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé, ñ ó÷åòîì α = 2 − ε, ïðè x → +∞
è ε→ 0 ïîëó÷àåì îöåíêó

|y(x)− y(x)| = ε

[
|C1 − C2|

x
+O

(
1

x2

)]
+O

(
1

x3−ε

)
+ o(ε) = O

( ε
x

)
.

Äëÿ âñåõ x > ε−β (β > 0) äàííàÿ îöåíêà ïðèîáðåòàåò âèä |y(x)−y(x)| = o(ε), òî åñòü ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå (3.5) ñ ïîñòîÿííîé C1 èç (3.8) ïðèáëèæàåò òî÷íîå ðåøåíèå (3.6) ñ òî÷íîñòüþ o(ε).

Òåïåðü èññëåäóåì ïîâåäåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

x = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè òèïà Ìèòòàã-Ëå��ëåðà (3.7) èìååì

Eα,β(x
α) =

1

Γ(β)
+

xα

Γ(α+ β)
+O(x2α).

Òàêæå èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà íàõîäèì

e−x
Ei(x) = γ + lnx+ (1− γ − lnx)x+O(x2),

exEi(−x) = γ + lnx− (1− γ − lnx)x+O(x2).

Òîãäà èç (3.6) è (3.5) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x→ +0 ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

y(x) =
A2

Γ(α− 1)
xα−2 +

A1

Γ(α)
xα−1 +O

(
x2α−2

)
, (3.9)
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y(x) = (C1 + C2)

[
1− ε

(
γ +

1

2
+ lnx

)]
+ (C1 −C2)

[
1− ε

(
γ −

1

2
+ lnx

)]
x+ o(ε, x). (3.10)

Ïîäñòàâèì â ïåðâîå ðàçëîæåíèå

A1 =
α

2
(C1 − C2), A2 =

α

2
(C1 + C2)

(ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ (3.8)), α = 2 − ε, è âûïîëíèì äîïîëíèòåëüíîå ðàçëîæåíèå ïî ε äëÿ ëþáîãî

�èêñèðîâàííîãî x. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå y(x) ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (3.10), òî åñòü |y(x) − y(x)| = o(ε) è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òàêæå

ïðèáëèæàåò òî÷íîå ïðè ε→ 0.
Îäíàêî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ìàëîãî ε ïðè x→ +0 ïðèáëèæåííîå è òî÷íîå ðåøåíèÿ

ðàñõîäÿòñÿ ñêîëü óãîäíî ñèëüíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå, êàê ýòî ñëåäóåò èç (3.9) è (3.10),

ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé èìåþò âèä

y ∼ A2x
−ε, y ∼ A2(1− ε lnx).

Âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ε ïåðâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî |y(x)−y(x)| = o(ε) ïðè x→ 0 è ε→ 0 òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ ε lnx→ 0.

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (3.5) ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε êàê ïðèáëèæåííîå îáùåå ðåøåíèå äðîáíî-äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x > 0, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x = 0, ãðàíèöà êîòîðîé ïðè ε → 0 è x → 0 îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíîøåíè-

åì ε ln x→ 0.

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì íåëèíåéíîå äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

0D
α
xy = y2, α ∈ (0, 1) (3.11)

ïðè óñëîâèè α = 1 − ε (ε ≪ 1). Íåñìîòðÿ íà âåñüìà ïðîñòîé âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ, åãî òî÷íîå

ðåøåíèå íå èçâåñòíî.

C èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ (1.4), èç (3.11) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå óðàâíå-

íèå:

y′ + ε

[
(lnx+ γ − 1) y′ +

y

x
+

∞∑

k=1

(−x)k

k(k + 1)!
y(k+1)

]
≈ y2. (3.12)

Èç ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ εy′ ≈ εy2 ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ εy(k) ≈ εk!yk+1

(k = 1, 2, . . .). Òîãäà óðàâíåíèå (3.12) çàïèøåòñÿ â âèäå

y′ + εy2

[
lnx+ γ − 1 +

1

xy
+

∞∑

k=1

(−xy)k

k

]
≈ y2. (3.13)

Âõîäÿùèé â ýòî óðàâíåíèå ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ −1 < xy 6 1.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.13) ïðèíèìàåò âèä

y′ + εy2
[
lnx+ γ − 1 +

1

xy
− ln(1 + xy)

]
≈ y2, (3.14)

ñîîòâåòñòâóþùèé (2.4).

Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14), êîòîðîå, êàê è ðàíåå, áóäåì èñêàòü

â âèäå y(x) = y(0)(x)+εy(1)(x)+o(ε). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (3.14),
â ðåçóëüòàòå ðàñùåïëåíèÿ ïî ε ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

y′(0) = y2(0),

y′(1) − 2y(0)y(1) = −y2(0)

[
lnx+ γ − 1 +

1

xy(0)
− ln(1 + xy(0))

]
.
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Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

y(0) =
(
C(0) − x

)−1

ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C(0). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàõî-

äèì åãî ðåøåíèå â âèäå

y(1)(x) =
C(1)

(C(0) − x)2
+

ln(C(0) − x)− 1

C(0) − x
−

C(0) + x

(C(0) − x)2
lnx+

3− γ + lnC(0)

(C(0) − x)2
x.

Ýòî ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ −1 < xy(0) 6 1, èç êîòî-
ðîãî ïîëó÷àåì C(0) > 0 è 0 < x 6 C(0)/2.

Ââîäÿ ïîñòîÿííóþ C ≡ C(ε) ≈ C(0)− εC(1), ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14) ìîæåì

çàïèñàòü â âèäå

y(x) ≈
1

C − x
+ ε

[
ln(C − x)− 1

C − x
−

C + x

(C − x)2
lnx+

3− γ + lnC

(C − x)2
x

]
. (3.15)

Òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (3.15) ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíà ïó-

òåì ñðàâíåíèÿ ñ ïðèáëèæåííûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì èñõîäíîãî äðîáíî-äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ (3.11), ïîñòðîåííûì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Ïîñòàâèì äëÿ óðàâíåíèÿ (3.11) çàäà÷ó òèïà Êîøè, çàäàâ íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå

0I
1−α
x y

∣∣
x=0

= A, A 6= 0, (3.16)

ãäå

0I
1−α
x y =

1

Γ(1− α)

∫ x

0

y(s)

(x− s)α
ds

� èíòåãðàë äðîáíîãî ïîðÿäêà 1− α îò �óíêöèè y(x).
Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.11) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (3.16) äàåò

0I
1−α
x y −A =

∫ x

0
y2(s)ds.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ðàâåíñòâó îïåðàòîð äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ 0D
1−α
x , â ñèëó èçâåñòíûõ

ñâîéñòâ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

y = A
xα−1

Γ(α)
+ 0I

α
x y

2.

�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü �îðìàëüíî íàéäåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé, âîçìîæíîñòü ïðèìåíèìîñòè êîòîðîãî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñëåäóåò èç òåîðå-

ìû 42.1 [1℄. Èìååì

y0 = A
xα−1

Γ(α)
, yn+1 = A

xα−1

Γ(α)
+ 0I

α
x y

2
n, n = 0, 1, . . . . (3.17)

Âèä ñâÿçè ïîñòîÿííîé A ñ ïîñòîÿííîé C èç (3.15) íàõîäèòñÿ èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà ãëàâíûõ

÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé ïî x è ε = 1 − α ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïî (3.17), è ðåøå-

íèÿ (3.15). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå AC = Γ(1 + α). Âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ

ïðîâîäèëèñü ïðè C = 1, ïðè ýòîì 0 < x 6 1/2 è A = Γ(1 + α).
Âûïîëíèòü âñå èòåðàöèè ïðîöåññà (3.17) äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíûì

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple àíàëèòè÷åñêè áûëè âû-

ïîëíåíû ïåðâûå âîñåìü èòåðàöèé è íàéäåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå y8 çàäà-

÷è (3.11), (3.16). Ïðè ýòîì â çàäàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà x âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî |y8 − y7| ≪ ε. Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ε = 1−α
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�èñ. 1. Ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ y, îïðåäåëÿåìîãî (3.15): a) ðåøåíèå y8, ïîëó÷åííîå íà
âîñüìîé èòåðàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé; á) îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü δy = |y − y8|/y8

ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, à. Íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå y8 ñðàâíèâàëîñü ñ ïðèáëèæåííûì ðå-

øåíèåì y, îïðåäåëÿåìûì (3.15). Íà ðèñóíêå 1, á ïîêàçàíû ãðà�èêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

δy = |y − y8|/y8 ñðàâíèâàåìûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåííûå â ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Èç ïðèâåäåííûõ ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðåøåíèé ñ óâåëè÷åíèåì ε ðàñòåò
áûñòðåå, ÷åì ε. Îäíàêî ïðè ðàññìàòðèâàìûõ ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ∈ (0, 0.1) ïðè x ∈ (0.0005, 0.5)
îòêëîíåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò ïî ïîðÿäêó ε, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðè-

ãîäíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (3.15) â äàííîé îáëàñòè.
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expansions for the Riemann�Liouville and Caputo fra
tional derivatives are derived in terms of a suitable

small parameter extra
ted from the order of fra
tional di�erentiation. The �rst-order term of these expan-

sions is represented by series depending on integer-order derivatives of all integer orders. The expansions

obtained permit one to approximate ordinary fra
tional di�erential equations, involving su
h types of fra
-

tional derivatives, by integer-order di�erential equations with a small parameter. It is proved that, for

fra
tional di�erential equations belonging to a 
ertain 
lass, 
orresponding approximate equations 
ontain

only a �nite number of integer-order derivatives. Approximate solutions to su
h equations 
an be obtained

using well-known perturbation te
hniques. The proposed approa
h is illustrated by several examples.
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