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�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìà x(m + 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
n, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé

ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ, åñëè îíà èìååò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé x1(·), . . . , xn(·)
òàêóþ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ γ > 0, a > 1 è âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s, i 6 n− 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖xi+1(m)‖

‖xi+1(s)‖
> γam−s

‖xi(m)‖

‖xi(s)‖
.

Ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì áûëî ââåäåíî Á.Ô. Áûëîâûì

â 1965 ãîäó. Äîêàçàíû êðèòåðèè èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì: ïðèâî-

äèìîñòü ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîé äèàãîíàëüþ; óñòîé÷èâîñòü è íåêðàòíîñòü

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíî òàêæå ñâîéñòâî äèàãîíàëèçèðóåìîñòè ñèñòåì ñ äèñêðåò-

íûì âðåìåíåì. Äîêàçàòåëüñòâà ó÷èòûâàþò ñïåöè�èêó ýòèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, èíòåãðàëüíàÿ ðàç-

äåëåííîñòü, äèàãîíàëèçèðóåìîñòü.
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Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì áûëî ââåäåíî

Á.Ô. Áûëîâûì â [1℄ â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè î ïðèâåäåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó è î ïî÷òè ïðèâîäèìîñòè. Â äàëüíåéøåì ýòî ïîíÿòèå èíòåíñèâíî èñïîëüçîâàëîñü äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà [2, 3℄ (ñì. òàêæå [4℄).

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàíî ñâîéñòâî èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì âèäà

x(m+ 1) = A(m)x(m), x ∈ R
n, m ∈ N.

Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ ñèñòåì èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî

(ñì., íàïðèìåð, [5℄), íî ñâîéñòâî èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ çàòðîíóòî

íå áûëî. Â ðàáîòå äîêàçàíû ñâîéñòâà èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííûõ ñèñòåì è êðèòåðèè èíòåãðàëü-

íîé ðàçäåëåííîñòè. Äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû áóäóò â äàëüíåéøåì ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

óïðàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì [6, 7℄.

� 1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü R
n
� åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ñ �èêñèðîâàííûì îðòîíîðìèðîâàííûì

áàçèñîì e1, . . . , en è ñòàíäàðòíîé íîðìîé ‖ · ‖. ×åðåç Mn(R) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî

âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n × n ñî ñïåêòðàëüíîé íîðìîé, ò. å. îïåðàòîðíîé íîðìîé,

èíäóöèðóåìîé â Mn(R) åâêëèäîâîé íîðìîé â R
n
; [h1, h2, . . . , hn] ∈Mn(R) � ìàòðèöà, èìåþùàÿ

ñâîèìè ñòîëáöàìè âåêòîðû h1, h2, . . . , hn ∈ R
n
; E = [e1, . . . , en] ∈Mn(R) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîé íîðìû. Ïóñòü σn > . . . > σ1 > 0 � ñèíãóëÿðíûå

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 16�01�00346).

http://dx.doi.org/10.20537/vm170401
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÷èñëà îáðàòèìîé ìàòðèöû A ∈ Mn(R) [8, ñ. 493℄. Òîãäà ‖A‖ = σn, ‖A
−1‖ = σ−1

1 , |detA| =
= σ1 · . . . · σn, ïîýòîìó

|detA| > σn1 =
1

‖A−1‖n
,

|detA| 6 σ1σ
n−1
n =

‖A‖n−1

‖A−1‖
,

îòêóäà

‖A−1‖ 6
‖A‖n−1

|detA|
.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì

x(m+ 1) = A(m)x(m), (1)

ãäå àðãóìåíò m ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé; íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ x ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ â R
n
; êîý��èöèåíò A(m) ïðè êàæäîì m ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Mn(R).

Âñþäó íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ A(·) âïîëíå îãðàíè÷åíà [9℄, òî åñòü ïðè êàæ-

äîì m ñóùåñòâóåò A−1(m), è íàéäåòñÿ òàêîå a0, ÷òî

sup
m∈N

‖A(m)‖ 6 a0, sup
m∈N

‖A−1(m)‖ 6 a0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ m âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

2a0 > ‖A(m)‖ + ‖A−1(m)‖ > ‖A(m)‖ + ‖A(m)‖−1
> 2,

ïîýòîìó a0 > 1.

Îïðåäåëåíèå 1 (ñì. [10, ñ. 13�15℄). Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ñèñòåìû (1) íà-

çûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû. Åñëè x1(·), . . . , xn(·) �
�óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (1), òî ñîîòâåòñòâóþùåé �óíäàìåíòàëüíîé ìàò-

ðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Φ(m) = [x1(m), . . . , xn(m)], m ∈ N.

Ïóñòü X(m, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (1), òî åñòü òàêîå îòîáðàæåíèå X : N×N →Mn(R),
÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(·) ýòîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(m) = X(m, s)x(s) äëÿ âñåõ m ∈ N, s ∈ N.

Òîãäà [10, ñ. 13�14℄

X(m, s) =





m−1∏
l=s

A(l) ïðè m > s,

E ïðè m = s,
X−1(s,m) ïðè m < s.

Çäåñü è âñþäó íèæå ïîëàãàåì

m−1∏

l=s

A(l) = A(m− 1)A(m − 2) · . . . · A(s), òî åñòü ìàòðèöû ïåðå-

ìíîæàþòñÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èíäåêñà. Çàìåòèì [10, ñ. 14℄, ÷òî ìàòðèöà X(m, 1) ÿâëÿåòñÿ
�óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1).

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [10, ñ. 49�51℄). Ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ïðîèçâîëüíîãî íåòðèâèàëüíî-

ãî ðåøåíèÿ x(·) ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

λ[x]
.
= lim

m→∞
m−1 ln ‖x(m)‖.

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëàãàåì ðàâíûì −∞. Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë λ ∈ R, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x(·) ñèñòåìû (1) ñ ïîêàçàòåëåì λ.
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Èçâåñòíî [10, ñ. 51�52℄, ÷òî ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì

èç n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë è ðàñïîëîæåí íà îòðåçêå [− ln a0, ln a0].

Ïóñòü ñïåêòð ñèñòåìû (1) ñîñòîèò èç ÷èñåë Λ1(A) < . . . < Λp(A), ãäå p 6 n. Äëÿ êàæäîãî

i ∈ {1, . . . , p} ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ei(·) ðåøåíèé ñèñòåìû (1), ñîñòîÿùåå èç

òåõ ðåøåíèé, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò Λi(A), è ïîëîæèì E0(·) ñîñòîÿ-
ùèì èç òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), dim E0

.
= 0. Òîãäà êðàòíîñòüþ ïîêàçàòåëÿ Λi(A)

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ni
.
= dimEi − dimEi−1. Îòìåòèì, ÷òî n1 + . . .+ np = n.

Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. [10, ñ. 57℄). Ïîëíûì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) íà-

çûâàåòñÿ íàáîð n ÷èñåë

Λ1(A), . . . ,Λ1(A), . . . ,Λp(A), . . . ,Λp(A),

ãäå êàæäûé ïîêàçàòåëü Λi(A) ïîâòîðÿåòñÿ ni ðàç. Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òàê:

λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λn(A).

Îïðåäåëåíèå 4 (ñì. [10, ñ. 53, 57℄). Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (1) íàçû-

âàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè îíà ðåàëèçóåò ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ýòîé ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå 1. �àññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó

y(m+ 1) = diag
(
b1(m), . . . , bn(m)

)
y(m), m ∈ N, y ∈ R

n, (2)

ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé B(·) = diag
(
b1(·), . . . , bn(·)

)
. Ïóñòü Y (m, s) � ìàòðèöà Êîøè

ñèñòåìû (2). Òîãäà ïðè âñåõ m > 1

Y (m, 1) =
m−1∏

l=1

B(l) = diag
(m−1∏

l=1

b1(l), . . . ,
m−1∏

l=1

bn(l)
)
,

òî åñòü Y (m, 1) =
[
y1(m), . . . , yn(m)

]
, ãäå

yi(m) = ei
m−1∏

l=1

bi(l), i = 1, . . . , n. (3)

Ìàòðèöà Y (m, 1) ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (2). Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå íåñæè-

ìàåìîñòè [10, ñ. 55℄, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðå-

øåíèé

{
y1(·), . . . , yn(·)

}
íîðìàëüíà.

Îïðåäåëåíèå 5 (ñì. [10, ñ. 100℄). Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà

x(m) = L(m)y(m), (4)

ãäå ìàòðèöà L : N →Mn(R) âïîëíå îãðàíè÷åíà. Ìàòðèöà L(·) ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé

Ëÿïóíîâà.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå (4) ê ñèñòåìå (1), ïîëó÷èì ñèñòåìó

y(m+ 1) = L−1(m+ 1)x(m+ 1) = L−1(m+ 1)A(m)x(m) = L−1(m+ 1)A(m)L(m)y(m).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå (4) ïåðåâîäèò (1) â ñèñòåìó

y(m+ 1) = B(m)y(m), (5)

ãäå

B(m) = L−1(m+ 1)A(m)L(m).
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà A(·) ñèñòåìû (1) âïîëíå îãðàíè÷åíà, òî ìàòðèöà B(·) ñèñòåìû (5)

òàêæå âïîëíå îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñâîéñòâî ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû èí-

âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà. Èçâåñòíî òàêæå [10, ñ. 125℄, ÷òî ïîëíûé

ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðçîâàíèé Ëÿïóíîâà. Êðîìå

òîãî, åñëè x1(·), . . . , xn(·) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (1), òî ñîâîêóïíîñòü

�óíêöèé y1(·), . . . , yn(·), ãäå yj(m)
.
= L−1(m)xj(m), îáðàçóåò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-

íèé ñèñòåìû (5).

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé ê ñèñòåìå (5), åñëè ñóùåñòâóåò ïðå-

îáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (4), ñâÿçûâàþùåå ýòè ñèñòåìû.

� 2. Èíòåãðàëüíàÿ ðàçäåëåííîñòü

Ââåäåì ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ, åñëè

îíà èìååò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé x1(·), . . . , xn(·) òàêóþ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ γ > 0,
a > 1 è âñåõ íàòóðàëüíûõ j < m, i ∈ {1, . . . , n − 1} âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖xi+1(m)‖

‖xi+1(j)‖
> γam−j ‖x

i(m)‖

‖xi(j)‖
. (6)

Ïðèâåäåì (ñ äîêàçàòåëüñòâàìè) äâà ñâîéñòâà èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííûõ ñèñòåì, àíàëîãè÷-

íûå ñâîéñòâàì èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (ñì., íàïðèìåð, [11℄).

Ëåììà 1. Åñëè (1) � ñèñòåìà ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ, òî åå ïîëíûé ñïåêòð ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé x1(·), . . . , xn(·)
ñèñòåìû (1), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (6). Ïîëàãàÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ j = 1 < m
è ëîãàðè�ìèðóÿ, ïîëó÷èì

ln
‖xi+1(m)‖

‖xi+1(1)‖
> ln

(
γam−1 ‖x

i(m)‖

‖xi(1)‖

)
,

îòñþäà

lim
m→∞

1

m

(
ln ‖xi+1(m)‖ − ln ‖xi(m)‖

)
> ln a.

Â òî æå âðåìÿ

lim
m→∞

1

m

(
ln ‖xi+1(m)‖ − ln ‖xi(m)‖

)
= lim

m→∞

(
ln ‖xi+1(m)‖

m
+

ln ‖xi(m)‖−1

m

)
6

6 lim
m→∞

1

m
ln ‖xi+1(m)‖+ lim

m→∞

(
−

1

m
ln ‖xi(m)‖

)
=

= lim
m→∞

1

m
ln ‖xi+1(m)‖ − lim

m→∞

1

m
ln ‖xi(m)‖ = λ[xi+1]− λ[xi],

ïîýòîìó λ[xi+1] − λ[xi] > ln a > 0 ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , n − 1}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî n ðàçëè÷íûõ

÷èñåë λ[x1], . . . , λ[xn] îáðàçóþò ïîëíûé ñïåêòð ñèñòåìû (1). �

Ñëåäñòâèå 1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (1), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà (6), íîðìàëüíà.

Ëåììà 2. Èíòåãðàëüíàÿ ðàçäåëåííîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëÿïóíîâñêèõ ïðåîáðà-

çîâàíèé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííàÿ ñèñòåìà (1) ëÿïóíîâñêèì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì (4) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (5). Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà òàêæå èíòåãðàëüíî ðàçäå-

ëåíà. �àññìîòðèì åå �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

Y (·) =
{
L−1(·)x1(·), L−1(·)x2(·), . . . , L−1(·)xn(·)

}
,

ãäå x1(·), . . . , xn(·) � òà �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû (1), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåä-

ëèâû íåðàâåíñòâà (6). Ïóñòü ïîñòîÿííàÿ ℓ > 1 òàêîâà, ÷òî ‖L(m)‖ 6 ℓ, ‖L−1(m)‖ 6 ℓ ïðè âñåõ

íàòóðàëüíûõ m. Òîãäà

‖L−1(m)x(m)‖ 6 ‖L−1(m)‖ ‖x(m)‖ 6 ℓ‖x(m)‖

è

‖x(m)‖ = ‖L(m)L−1(m)x(m)‖ 6 ‖L(m)‖ ‖L−1(m)x(m)‖ 6 ℓ‖L−1(m)x(m)‖,

îòêóäà

‖L−1(m)x(m)‖ >
‖x(m)‖

ℓ
.

Òåïåðü ïðîâåðèì íåïîñðåäñòâåííî íåðàâåíñòâà (6) äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé

Y (·):
‖L−1(m)xi+1(m)‖ ‖L−1(j)xi(j)‖

‖L−1(j)xi+1(j)‖ ‖L−1(m)xi(m)‖
>

>
‖xi+1(m)‖

ℓ
·
‖xi(j)‖

ℓ
·

1

ℓ‖xi+1(j)‖ ℓ‖xi(m)‖
=

=
‖xi+1(m)‖ ‖xi(j)‖

ℓ4‖xi+1(j)‖ ‖xi(m)‖
>

1

ℓ4
γam−j .

= γ̃am−j .

�

Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèÿ c2 : N → R íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíî îòäåëåííîé îò �óíêöèè

c1 : N → R, åñëè ïðè íåêîòîðûõ γ > 0, a > 1 è âñåõ íàòóðàëüíûõ s < m âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

m−1∏

l=s

|c2(l)|

|c1(l)|
> γam−s.

Ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé b1, . . . , bn : N → R íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîé, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (i1, . . . , in) èíäåêñîâ (1, . . . , n) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , n − 1}
�óíêöèÿ bij+1

(·) èíòåãðàëüíî îòäåëåíà îò �óíêöèè bij(·).

Ëåììà 3. Åñëè äèàãîíàëü b1(·), . . . , bn(·) ñèñòåìû (2) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà, òî ýòà ñè-

ñòåìà èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (i1, . . . , in) � òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ (1, . . . , n), ÷òî

m−1∏

l=s

|bij+1
(l)|

|bij (l)|
> γam−s

(7)

ïðè íåêîòîðûõ γ > 0, a > 1 è âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s è j 6 n− 1. �àññìîòðèì �óíäàìåíòàëü-

íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé Ψ(·) =
{
yi1(·), . . . , yin(·)

}
, ãäå yi(·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (3). Òàê êàê

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s è j 6 n

‖yij (m)‖

‖yij (s)‖
=

m−1∏

l=s

|bij (l)|,
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òî èç íåðàâåíñòâà (7) âûòåêàåò

‖yij+1(m)‖

‖yij+1(s)‖
> γam−s ‖y

ij (m)‖

‖yij (s)‖

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s è j 6 n−1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (2) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà.
�

� 3. Ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ïðèâåäåíèè ñèñòåìû (1) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Óñëîâèÿ äèà-

ãîíàëèçèðóåìîñòè ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì áûëè ïîëó÷åíû Á.Ô. Áûëîâûì â [1, 12℄.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (1) ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå (2) ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé B(·) = diag
(
b1(·), . . . , bn(·)

)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò �óíäàìåíòàëü-

íóþ ìàòðèöó Φ(·) = [x1(·), . . . , xn(·)] òàêóþ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ρ > 0 è âñåõ íàòóðàëüíûõ m
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|detΦ(m)| > ρ

n∏

j=1

‖xj(m)‖. (8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (4) ïðè-

âîäèò ñèñòåìó (1) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (2). Ñèñòåìà (2) èìååò íîðìàëüíóþ �óíäàìåíòàëüíóþ

ìàòðèöó Ψ(m) =
[
y1(m)e1, . . . , yn(m)en

]
, ãäå yj(m) =

m−1∏
l=1

bj(l). Ïîëîæèì

Φ(m)
.
=

[
x1(m), . . . , xn(m)

]
= L(m)Ψ(m).

Ýòî �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1). Ïóñòü L(m) =
[
l1(m), . . . , ln(m)

]
. Òîãäà

xj(m) = lj(m)yj(m),

ïîýòîìó

|detΦ(m)|
n∏

j=1
‖xj(m)‖

=
|detL(m)| |det Ψ(m)|
n∏

j=1
‖lj(m)‖ ·

n∏
j=1

|yj(m)|

=
|detL(m)|
n∏

j=1
‖lj(m)‖

.

Òàê êàê ìàòðèöà L(·) âïîëíå îãðàíè÷åíà íà N, òî ïðè íåêîòîðîì ℓ > 1 è âñåõ m ∈ N âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà ‖L(m)‖ 6 ℓ, ‖L−1(m)‖ 6 ℓ, ïîýòîìó

‖lj(m)‖ = ‖L(m)ej‖ 6 ‖L(m)‖ 6 ℓ,

|detL(m)| >
1

‖L−1(m)‖n
>

1

ℓn
,

ñëåäîâàòåëüíî,

|detL(m)|
n∏

j=1
‖lj(m)‖

>
1

ℓ2n
.
= ρ,

è íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü Φ(m) =
[
x1(m), . . . , xn(m)

]
� �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà,

äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå (8). Ïîëîæèì

lj(m) =
xj(m)

‖xj(m)‖
, j = 1, . . . , n, m ∈ N,

è ïîñòðîèì ìàòðèöó L(m) =
[
l1(m), . . . , ln(m)

]
. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû

D(m)
.
= diag

(
‖x1(m)‖, . . . , ‖xn(m)‖

)
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ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ(m) = L(m)D(m), m ∈ N. (9)

Äîêàæåì, ÷òî L(·) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà. Äåéñòâèòåëüíî,

‖L(m)‖ = sup
‖h‖=1

‖L(m)h‖ 6

n∑

j=1

‖lj(m)‖ = n,

|detL(m)| =
|detΦ(m)|

|detD(m)|
>

ρ
n∏

j=1
‖xj(m)‖

n∏
j=1

‖xj(m)‖

= ρ,

ïîýòîìó

‖L−1(m)‖ 6
‖L(m)‖n−1

|detL(m)|
6
nn−1

ρ
.

Ê ñèñòåìå (1) ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (4) ñ ïîñòðîåííîé ìàòðèöåé L(·). Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) â ñèñòåìó (5), êîòîðàÿ èìååò �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

Ψ(m) = L−1(m)Φ(m), òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Φ(m) = L(m)Ψ(m). Ñðàâíèâàÿ åãî ñ (9),

ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

Ψ(m) = D(m), m ∈ N.

Òàê êàê �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû îáðàùàåò â òîæäåñòâî ýòó

ñèñòåìó, ïîëó÷àåì Ψ(m+ 1) = B(m)Ψ(m), îòêóäà

B(m) = Ψ(m+ 1)Ψ−1(m) = D(m+ 1)D−1(m) = diag
(‖x1(m+ 1)‖

‖x1(m)‖
, . . . ,

‖xn(m+ 1)‖

‖xn(m)‖

)
,

òî åñòü B(m) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëíàÿ îãðàíè÷åííîñòü B(·) âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 2.
�

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé Φ(·) =
{
x1(·), . . . , xn(·)

}
ñèñòåìû (1)

îáîçíà÷èì ÷åðåç Li(m) ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà R
n
, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû

x1(m), . . . , xi(m), è ÷åðåç βi(m) ∈ (0, π/2] � óãîë ìåæäó Li(m) è âåêòîðîì xi+1(m) (òî åñòü

óãîë ìåæäó âåêòîðîì xi+1(m) è åãî ïðîåêöèåé íà Li(m)), i ∈ {1, . . . , n − 1}, m ∈ N. Â ñëó÷àå

íåîáõîäèìîñòè íèæå áóäåì ïîä÷åðêèâàòü çàâèñèìîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ è óãëîâ îò âûáîðà Φ(·)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Li(m) = Li(m; Φ), βi(m) = βi(m; Φ).

Ñëåäñòâèå 2. Ñèñòåìà (1) ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå (2) ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé äèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöåé B(·) = diag
(
b1(·), . . . , bn(·)

)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò �óíäà-

ìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Φ(·) = [x1(·), . . . , xn(·)] òàêóþ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì β ∈ (0, π/2] è âñåõ

i ∈ {1, . . . , n − 1} äëÿ óãëîâ βi(·) = βi(·; Φ) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

inf
m∈N

βi(m) > β. (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [12, �îðìóëà (3)℄), ÷òî

|detΦ(m)| = ‖x1(m)‖ . . . ‖xn(m)‖ sin β1(m) . . . sin βn−1(m),

ïîýòîìó óñëîâèå (8) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

sin β1(m) . . . sinβn−1(m) > ρ, m ∈ N. (11)

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , n− 1}

βi(m) > sin βi(m) >
ρ∏

j 6=i

sinβj(m)
> ρ,
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òî åñòü îöåíêà (10) ñïðàâåäëèâà äëÿ β = ρ.
Îáðàòíî, åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå (10), òî

sinβi(m) >
2

π
βi(m) >

2

π
β,

ïîýòîìó

sinβ1(m) . . . sin βn−1(m) >
(
2β/π

)n−1
, m ∈ N,

è îöåíêà (11) âûïîëíåíà ïðè ρ =
(
2β/π

)n−1
. �

Ëåììà 4. Ïóñòü Φ(·) =
{
x1(·), . . . , xn(·)

}
� �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòå-

ìû (1) òàêàÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì j ∈ {1, . . . , n− 1} è âñåõ íàòóðàëüíûõ i 6 j − 1 âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà (6) è (10). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå Cj > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ z(·) ∈ Lj(·)
è âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖z(m)‖

‖z(s)‖
6 Cj

‖xj(m)‖

‖xj(s)‖
. (12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå z(·) ∈ Lj(·) è çà-

�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè s ∈ N. Ïðîíîðìèðóåì x1(·), . . . , xj(·)
òàê, ÷òîáû ‖xl(s)‖ = 1 ïðè âñåõ l ∈ {1, . . . , j}, òî åñòü âìåñòî x1(·), . . . , xj(·) ðàññìîòðèì

x̃1(·), . . . , x̃j(·), ãäå

x̃l(·)
.
=

xl(·)

‖xl(s)‖
, l = 1, . . . , j.

Îòìåòèì, ÷òî x̃1(m), . . . , x̃j(m) îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Lj(m), è íîðìèðîâ-
êà ðåøåíèé íå âëèÿåò íà óãëû βi(·). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ

z̃(·)
.
=

z(·)

‖z(s)‖
∈ Lj(·)

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

z̃(m) =

j∑

l=1

clx̃
l(m), m ∈ N,

ñ íå çàâèñÿùèìè îò m êîíñòàíòàìè c1, . . . , cj . Â ðàâåíñòâå

z̃(s) =

j∑

l=1

clx̃
l(s)

âñå âåêòîðû ïî íîðìå ðàâíû 1, ïðè ýòîì äëÿ âñåõ 1 6 l < j ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà βl(s) > β.
Îòñþäà ñëåäóåò [1, ëåììà 1℄, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà z(·) ∈ Lj(·) è s ∈ N

âåëè÷èíà C > 0, ÷òî |cl| 6 C. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäûõ z(·) ∈ Lj(·) è m > s ∈ N

‖z(m)‖

‖z(s)‖
= ‖z̃(m)‖ 6

j∑

l=1

|cl| ‖x̃
l(m)‖ =

j∑

l=1

|cl|
‖xl(m)‖

‖xl(s)‖
6

j∑

l=1

C
‖xl(m)‖

‖xl(s)‖
. (13)

Èç íåðàâåíñòâ (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî l ∈ {1, . . . , j − 1}

‖xl(m)‖

‖xl(s)‖
6 γ−1a−(m−s) ‖x

l+1(m)‖

‖xl+1(s)‖
6 . . . 6 γl−ja−(j−l)(m−s)‖x

j(m)‖

‖xj(s)‖
6 γl−j ‖x

j(m)‖

‖xj(s)‖
.

Ïðîäîëæàÿ îöåíêó (13), ïîëó÷èì

‖z(m)‖

‖z(s)‖
6 C ·

( 1

γj−1
+

1

γj−2
+ . . .+ 1

)‖xj(m)‖

‖xj(s)‖
=: Cj

‖xj(m)‖

‖xj(s)‖
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîå Cj > 0, ÷òî ïðè âñåõ z(·) ∈ Lj(·) è m > s ∈ N èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî (12). �
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Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà (1) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèâî-

äèìà ê èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîé äèàãîíàëüíîé ñèñòåìå (2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 2.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü Φ(·) =
{
x1(·), . . . , xn(·)

}
��óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

ñèñòåìû (1), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ óãëîâ βi(m) = βi(m; Φ)
ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (10).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ïóñòü i ∈ {1, . . . , n − 1} � íàèìåíüøèé íîìåð, äëÿ êîòî-

ðîãî óñëîâèå (10) íå âûïîëíåíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìîìåíòîâ âðåìåíè

(
mk

)
k∈N

⊂ N è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé

(
zk(·)

)
k∈N

⊂ Li(·) òàêèå, ÷òî

βi(mk) = ∢
(
zk(mk), x

i+1(mk)
)
<

1

k
.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖zk(mk)‖ = ‖xi+1(mk)‖ = 1. Òîãäà

0 6 ‖zk(mk)− xi+1(mk)‖ = 2 sin
(
βi(mk)/2

)
6 βi(mk) < 1/k,

ïîýòîìó

lim
k→∞

‖zk(mk)− xi+1(mk)‖ = 0.

Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî M ∈ N èìååì îöåíêè

‖zk(mk +M)− xi+1(mk +M)‖ = ‖X(mk +M,mk)z
k(mk)−X(mk +M,mk)x

i+1(mk)‖ 6

6 ‖X(mk +M,mk)‖ ‖z
k(mk)− xi+1(mk)‖ 6

mk+M−1∏

l=mk

‖A(l)‖ · ‖zk(mk)− xi+1(mk)‖ 6

6 aM0 ‖zk(mk)− xi+1(mk)‖,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî M ∈ N

lim
k→∞

‖zk(mk +M)− xi+1(mk +M)‖ = 0. (14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ìèíèìàëüíîñòè íîìåðà i, äëÿ êîòîðîãî

íå âûïîëíåíî óñëîâèå (10), èç ëåììû 4 ìû èìååì îöåíêó

‖zk(mk +M)‖ =
‖zk(mk +M)‖

‖zk(mk)‖
6 Ci

‖xi(mk +M)‖

‖xi(mk)‖
,

èç êîòîðîé

‖zk(mk +M)− xi+1(mk +M)‖ > ‖xi+1(mk +M)‖ − ‖zk(mk +M)‖ >

> ‖xi+1(mk +M)‖ − Ci

‖xi(mk +M)‖

‖xi(mk)‖
=

‖xi+1(mk +M)‖

‖xi+1(mk)‖
− Ci

‖xi(mk +M)‖

‖xi(mk)‖
>

> γaM
‖xi(mk +M)‖

‖xi(mk)‖
− Ci

‖xi(mk +M)‖

‖xi(mk)‖
=

=
(
γaM − Ci

)‖xi(mk +M)‖

‖xi(mk)‖
>

(
γaM − Ci

)
a−M
0 .

Òàê êàê a > 1, à Ci íå çàâèñèò îò M , òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M ∈ N âåëè÷èíà â ïðà-

âîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è íå çàâèñèò îò k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ðàâåíñòâó (14).

Èç ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (1) ïðèâîäèìà ê äèàãîíàëüíîé ñèñòåìå (2). Èíòå-

ãðàëüíàÿ ðàçäåëåííîñòü ýòîé ñèñòåìû âûòåêàåò èç ëåììû 2. �
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� 4. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííûõ ñèñòåì

Òåîðåìà 3. Åñëè (1) � ñèñòåìà ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ, òî äëÿ âñÿêîé íîðìàëü-

íîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé Ψ(·) =
{
y1(·), . . . , yn(·)

}
ýòîé ñèñòåìû, óïîðÿäî÷åí-

íîé ïî âîçðàñòàíèþ ïîêàçàòåëåé, íàéäóòñÿ òàêèå γ1 > 0 è a > 1, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ
m > s è i 6 n− 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖yi+1(m)‖

‖yi+1(s)‖
> γ1a

m−s ‖y
i(m)‖

‖yi(s)‖
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Φ(·) =
{
x1(·), . . . , xn(·)

}
� �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðå-

øåíèé ñèñòåìû (1), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 7. Òîãäà Φ(·) íîðìàëüíà

è, ñëåäîâàòåëüíî, íåñæèìàåìà [10, ñ. 55℄, òî åñòü äëÿ ëþáîé íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè y(·) =
n∑

k=1

ckx
k(·) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî λ[y] = max

ck 6=0
λ[xk].

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå s ∈ N. Âìåñòî �óíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì Φ(·) è Ψ(·) áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü �óíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû Φ̃(·) è Ψ̃(·), ñîñòîÿùèå èç ðåøåíèé x̃j(·) = xj(·)/‖xj(s)‖
è ỹj(·) = yj(·)/‖yj(s)‖ ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü ïðîíîðìèðóåì âñå ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè s.
Î÷åâèäíî, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà Φ̃(·) íåñæèìàåìà, ïîýòîìó

ỹj(·) =

j∑

k=1

cjkx̃
k(·), j = 1, . . . , n,

ãäå cjj 6= 0. Òî÷íî òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4, èç [1, ëåììà 1℄ ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå

òàêîãî C > 0, ÷òî |cj
k
| 6 C ïðè âñåõ j ∈ {1, . . . , n} è k ∈ {1, . . . , j}.

Äîêàæåì äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , n} ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî Bj > 0, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëü-

íûõ m > s

‖ỹj(m)‖ > Bj‖x̃
j(m)‖. (15)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè j = 1 èëè åñëè c1j = . . . = cjj−1 = 0 ïðè j > 1, òî èç óñëîâèÿ ‖ỹj(s)‖ =

= ‖x̃j(s)‖ = 1 ïîëó÷àåì

ỹj(m) =

j∑

k=1

cj
k
x̃k(m) = cjj x̃

j(m) = ±x̃j(m),

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (15) âûïîëíåíî ïðè Bj = 1.

Ïóñòü òåïåðü j > 1 è íå âñå êîý��èöèåíòû cj1, . . . , c
j
j−1 ðàâíû íóëþ. Ïîëîæèì

zj(·) =

j−1∑

k=1

cjkx̃
k(·).

Òîãäà zj(·) ∈ Lj−1(·; Φ̃), ïðè÷åì zj(·) � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Òàê êàê íîðìèðîâêà ðåøå-

íèé íå âëèÿåò íà âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (6), òî èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 2

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ óãëîâ βi(·) = βi(·; Φ̃) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (10), à èç ëåììû 4 �

ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî Cj−1 > 0, ÷òî ïðè âñåõ m > s

‖zj(m)‖

‖zj(s)‖
6 Cj−1

‖x̃j−1(m)‖

‖x̃j−1(s)‖
= Cj−1‖x̃

j−1(m)‖ =

= Cj−1
‖xj−1(m)‖

‖xj−1(s)‖
6

Cj−1

γam−s

‖xj(m)‖

‖xj(s)‖
=

Cj−1

γam−s
‖x̃j(m)‖.
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Ïîýòîìó

‖zj(m)‖ 6
Cj−1

γam−s
‖zj(s)‖ · ‖x̃j(m)‖ 6

6
Cj−1

γam−s
·
(j−1∑

k=1

|cjk| ‖x̃
k(s)‖

)
· ‖x̃j(m)‖ 6

Cj−1Cn

γam−s
‖x̃j(m)‖.

Èç ðàâåíñòâà

ỹj(m) =

j∑

k=1

cj
k
x̃k(m) = zj(m) + cjj x̃

j(m)

ïîëó÷àåì îöåíêó

‖ỹj(m)‖ > |cjj | ‖x̃
j(m)‖ − ‖zj(m)‖ >

(
|cjj | −

Cj−1Cn

γam−s

)
‖x̃j(m)‖.

Òàê êàê a > 1, òî íàéäåòñÿ òàêîå M ∈ N, ÷òî ïðè âñåõ m > s+M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖ỹj(m)‖ >
|cjj |

2
‖x̃j(m)‖.

Ïîëîæèì

Dj = min
{‖ỹj(m)‖

‖x̃j(m)‖
: m = s, s+ 1, . . . , s+M − 1

}
.

Òîãäà ïðè âñåõ m ∈ {s, s+ 1, . . . , s+M − 1}

‖ỹj(m)‖ > Dj‖x̃
j(m)‖.

Íàêîíåö, ïóñòü Bj
.
= min

{
Dj , |c

j
j |/2

}
. Òîãäà íåðàâåíñòâî (15) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ íàòóðàëü-

íûõ m > s.

Çàìåòèì, ÷òî yi(·) ∈ Li(·; Φ), ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 4 ïðè âñåõ m > s èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî

‖yi(m)‖

‖yi(s)‖
6 Ci

‖xi(m)‖

‖xi(s)‖
, i = 1, . . . , n− 1.

Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî è îöåíêó (15), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s è i 6 n−1

‖yi+1(m)‖

‖yi+1(s)‖
= ‖ỹi+1(m)‖ > Bi+1‖x̃

i+1(m)‖ = Bi+1
‖xi+1(m)‖

‖xi+1(s)‖
>

> Bi+1γa
m−s ‖x

i(m)‖

‖xi(s)‖
>
Bi+1

Ci

γam−s ‖y
i(m)‖

‖yi(s)‖
=: γ1a

m−s ‖y
i(m)‖

‖yi(s)‖
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ âñÿêîé íîðìàëüíîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé Φ(·) ñèñòåìû
ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ (1), óïîðÿäî÷åííîé ïî âîçðàñòàíèþ ïîêàçàòåëåé, äëÿ óãëîâ

βi(·) = βi(·; Φ) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà (10) ïðè íåêîòîðîì β ∈ (0, π/2] è âñåõ íàòóðàëüíûõ
i 6 n− 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 è èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè òåî-

ðåìû 2. �



492 È.Í. Áàíùèêîâà, Ñ.Í. Ïîïîâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

Ñëåäñòâèå 4. Äèàãîíàëüíàÿ ñèñòåìà (2) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åå äèàãîíàëü èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óòâåðæäåíèå ëåììû 3.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìà (2) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà. �àññìîòðèì åå �óíäà-

ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé Ψ(·) =
{
y1(·), . . . , yn(·)

}
, ãäå yi(·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (3).

Òîãäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1, Ψ(·) íîðìàëüíà. Ïóñòü (i1, . . . , in) � òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ

(1, . . . , n), ÷òî

λ[yij+1
] > λ[yij ], j = 1, . . . , n− 1.

Òîãäà èç òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ γ > 0, a > 1 è âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s
è j 6 n− 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖yij+1(m)‖

‖yij+1(s)‖
> γam−s ‖y

ij (m)‖

‖yij (s)‖
.

Íî

‖yij (m)‖

‖yij (s)‖
=

m−1∏

l=s

|bij (l)|,

ïîýòîìó

m−1∏

l=s

|bij+1
(l)| > γam−s

m−1∏

l=s

|bij (l)|,

òî åñòü ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s è j 6 n− 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

m−1∏

l=s

|bij+1
(l)|

|bij (l)|
> γam−s.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèàãîíàëü ñèñòåìû (2) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà. �

Ñëåäñòâèå 5. Ñèñòåìà (1) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðè-

âîäèìà ê äèàãîíàëüíîé ñèñòåìå (2) ñ èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîé äèàãîíàëüþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ 4.

Îïðåäåëåíèå 9 (ñì. [10, ñ. 64℄). Ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé ê ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìå (1) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà

ψ(m+ 1) = ψ(m)A−1(m), ψT ∈ R
n. (16)

Òåîðåìà 4. Åñëè (1) � ñèñòåìà ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ, òî ñîïðÿæåííàÿ ñèñòå-

ìà (16) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (4) ïðèâîäèò ñèñòåìó (1)

ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (2) ñ èíòåãðàëüíî îòäåëåííûìè �óíêöèÿìè bi(·), bi+1(·), i = 1, . . . , n− 1.
Òîãäà, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

A(m) = L(m+ 1)B(m)L−1(m),

ïîýòîìó

L(m+ 1) = A(m)L(m)B−1(m).
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Ïðèìåíèì ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå η(m) = ψ(m)L(m) ê ñèñòåìå (2), ïîëó÷èì

η(m+ 1) = ψ(m+ 1)L(m+ 1) = ψ(m)A−1(m)A(m)L(m)B−1(m) =

= ψ(m)L(m)B−1(m) = η(m)B−1(m).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå η(m) = ψ(m)L(m) ïðèâîäèò ñèñòåìó (16) ê äèàãîíàëüíîé ñè-

ñòåìå

η(m+ 1) = η(m)H(m), ηT ∈ R
n, (17)

ãäå

H(m) = diag(h1(m), . . . , hn(m)) = B−1(m),

ñëåäîâàòåëüíî,

hi(m) =
(
bi(m)

)−1
, i = 1, . . . , n.

Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s è i 6 n− 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

m−1∏
l=s

|hi(l)|

m−1∏
l=s

|hi+1(l)|

=

m−1∏
l=s

|bi(l)|
−1

m−1∏
l=s

|bi+1(l)|−1

=

m−1∏
l=s

|bi+1(l)|

m−1∏
l=s

|bi(l)|

> γam−s,

òî åñòü �óíêöèÿ hi(·) ïðè êàæäîì i ∈ {1, . . . , n− 1} èíòåãðàëüíî îòäåëåíà îò �óíêöèè hi+1(·).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (17) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà, à ïîòîìó è (16) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

� 5. Óñòîé÷èâîñòü ïîêàçàòåëåé è èíòåãðàëüíàÿ ðàçäåëåííîñòü

Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

ñèñòåìû (1) è èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ ýòîé ñèñòåìû. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâî-

ñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Îïðåäåëåíèå 10 (ñì. [13℄). Ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîé âîçìóùåííîé

ñèñòåìû âèäà

y(m+ 1) = A(m)R(m)y(m), m ∈ N, y ∈ R
n,

ñ âïîëíå îãðàíè÷åííûì íà N ìóëüòèïëèêàòèâíûì âîçìóùåíèåì R(·) òàêèì, ÷òî

sup
m∈N

‖R(m)− E‖ < δ,

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|λi(A)− λi(AR)| < ε, i = 1, . . . , n.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (ñì. [13℄). Äëÿ

ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì îí áûë óñòàíîâëåí Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâûì â ðàáîòå [2℄

è Á.Ô. Áûëîâûì, Í.À. Èçîáîâûì â ðàáîòå [3℄.

Òåîðåìà 5. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà (4), ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó (1) ê ñèñòåìå

y(m+ 1) = D(m)y(m), m ∈ N, y ∈ R
n, (18)

ñ âïîëíå îãðàíè÷åííîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé D(m) = diag
(
D1(m), . . . ,Dp(m)

)
, îáëà-

äàþùåé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , p} ìàòðèöà Dj(m) íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ðàçìåðîì nj × nj;
2) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Ω(Dj) = ω(Dj) = Λj(A), j = 1, . . . , p;
3) áëîêè D1(·), . . . ,Dp(·) èíòåãðàëüíî îòäåëåíû, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå a > 1 è γ > 0,
÷òî ïðè âñåõ m > s è j ∈ {1, . . . , p − 1} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥∥∥
(m−1∏

l=s

Dj+1(l)
)−1

∥∥∥
−1

> γam−s
∥∥∥
m−1∏

l=s

Dj(l)
∥∥∥.

Çäåñü âåëè÷èíû Ω(Dj) è ω(Dj) � ýòî âåðõíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü Âèíîãðàäà è ìëàä-

øèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü Ìèëëèîíùèêîâà ìàòðèöû Dj(·), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

Ω(Dj) = lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln
∥∥∥

kT∏

l=(k−1)T+1

Dj(l)
∥∥∥,

ω(Dj) = lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln
∥∥∥
( kT∏

l=(k−1)T+1

Dj(l)
)−1

∥∥∥
−1
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàâåðøàþùåé òåîðåìû íàøåé ðàáîòû íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà ëåììà.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà ïðèâåäåíî â [11, ñ. 51�52℄.

Ëåììà 5. Ïóñòü �óíêöèÿ f : N → R âïîëíå îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå

M > 1, ÷òî sup
m∈N

|f(m)| 6M , sup
m∈N

|f(m)|−1 6M . Òîãäà äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî T ∈ N

lim
m→∞

1

m

m∑

l=1

ln |f(l)| = lim
k→∞

1

kT

kT∑

l=1

ln |f(l)|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ëþáîå íàòóðàëüíîå T . Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

lim
m→∞

1

m

m∑

l=1

ln |f(l)| > lim
k→∞

1

kT

kT∑

l=1

ln |f(l)|.

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ m ∈ N

ln |f(m)| 6 lnM, − ln |f(m)| = ln |f(m)|−1
6 lnM,

ïîýòîìó

∣∣ln |f(m)|
∣∣ 6 lnM ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m.

Ïóñòü

(
mj

)
j∈N

� ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà êîòî-

ðîé ðåàëèçóåòñÿ lim
m→∞

1

m

m∑
l=1

ln |f(l)|. Ïîëîæèì kj
.
=

[
mj/T

]
. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî kj > 1. Òàê êàê mj ∈
[
kjT, (kj + 1)T

)
, òî mj − kjT < T è 1 6

mj

kjT
< 1 +

1

kj
. Òîãäà

1

kjT

kjT∑

l=1

ln |f(l)| =
1

kjT

(mj∑

l=1

ln |f(l)| −

mj∑

l=kjT+1

ln |f(l)|
)
=

=
mj

kjT
·
1

mj

mj∑

l=1

ln |f(l)| −
1

kjT

mj∑

l=kjT+1

ln |f(l)| >

>
mj

kjT
·

1

mj

mj∑

l=1

ln |f(l)| −
1

kjT

mj∑

l=kjT+1

∣∣ln |f(l)|
∣∣ > mj

kjT
·

1

mj

mj∑

l=1

ln |f(l)| −
T lnM

kjT
.
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Òàê êàê kj → ∞ ïðè j → ∞, òî lim
j→∞

mj

kjT
= 1 è lim

j→∞

T lnM

kjT
= 0, ïîýòîìó

lim
k→∞

1

kT

kT∑

l=1

ln |f(l)| > lim
j→∞

1

kjT

kjT∑

l=1

ln |f(l)| > lim
j→∞

1

mj

mj∑

l=1

ln |f(l)| = lim
m→∞

1

m

m∑

l=1

ln |f(l)|,

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà (1) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïîëíûé

ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà óñòîé÷èâ è ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ñïåêòð

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Λ1(A) < . . . < Λn(A), è êðàò-
íîñòü êàæäîãî ïîêàçàòåëÿ ðàâíà 1. Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå p = n è ni = 1 ïðè

âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Èç ñëåäñòâèÿ 5 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà (4),

ïðèâîäÿùåãî ñèñòåìó (1) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (2) ñ èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîé äèàãîíàëüþ

b1(·), . . . , bn(·). Ïîëàãàÿ Dj(m) = bj(m) ∈ M1(R), ïîëó÷èì, ÷òî ñâîéñòâî 1 òåîðåìû 5 âûïîëíå-

íî.

Äàëåå, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 íîðìàëüíîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ñèñòåìû (2)

ÿâëÿåòñÿ Φ(·) =
{
y1(·), . . . , yn(·)

}
, ãäå yi(·) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3). Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Λi(A) = λ[yi], i = 1, . . . , n. Òîãäà

Λi(A) = lim
m→∞

m−1 ln ‖yi(m)‖ = lim
m→∞

m−1 ln
∣∣∣
m−1∏

l=1

bi(l)
∣∣∣ = lim

m→∞
m−1

m−1∑

l=1

ln |bi(l)|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Ω(Dj) = lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln
∥∥∥

kT∏

l=(k−1)T+1

Dj(l)
∥∥∥ = lim

T→∞
lim

m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln
∣∣∣

kT∏

l=(k−1)T+1

bj(l)
∣∣∣ =

= lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

mT∑

l=1

ln |bj(l)| = lim
m→∞

1

m

m∑

l=1

ln |bj(l)|,

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çäåñü âûòåêàåò èç ëåììû 5. Ñëåäîâàòåëüíî, Ω(Dj) = Λj(A) ïðè êàæäîì

j ∈ {1, . . . , n}. Àíàëîãè÷íî:

ω(Dj) = lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln
∥∥∥
( kT∏

l=(k−1)T+1

Dj(l)
)−1

∥∥∥
−1
= lim

T→∞
lim

m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln
∣∣∣

kT∏

l=(k−1)T+1

bj(l)
∣∣∣ =

= lim
T→∞

lim
m→∞

1

mT

mT∑

l=1

ln |bj(l)| = lim
m→∞

1

m

m∑

l=1

ln |bj(l)| = Λj(A).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 2 òåîðåìû 5 òàêæå âûïîëíåíî.

Íàêîíåö, â ñèëó èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè �óíêöèé b1(·), . . . , bn(·) ïðè íåêîòîðûõ a > 1,
γ > 0 è âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s, j 6 n− 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥∥∥
(m−1∏

l=s

Dj+1(l)
)−1

∥∥∥
−1

=

m−1∏

l=s

|bj+1(l)| > γam−s

m−1∏

l=s

|bj(l)| = γam−s
∥∥∥
m−1∏

l=s

Dj(l)
∥∥∥.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ñâîéñòâî 3 òåîðåìû 5 âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçà-

òåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâ.
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Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (1) ñîñòîèò èç n
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë è óñòîé÷èâ. Òîãäà p = n, è èç ñâîéñòâà 1 òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (1)

íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà (4) ïðèâîäèìà ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó (18), ãäå

D(m) = diag
(
D1(m), . . . ,Dn(m)

) .
= diag

(
b1(m), . . . , bn(m)

)

ñ îäíîìåðíûìè áëîêàìè Dj(·) = bj(·), òî åñòü ñèñòåìà (1) ïðèâîäèìà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (2).
Èç ñâîéñòâà 3 òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ a > 1, γ > 0 è âñåõ íàòóðàëüíûõ m > s,
j 6 n− 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

m−1∏

l=s

|bj+1(l)| =
∥∥∥
(m−1∏

l=s

Dj+1(l)
)−1

∥∥∥
−1

> γam−s
∥∥∥
m−1∏

l=s

Dj(l)
∥∥∥ = γam−s

m−1∏

l=s

|bj(l)|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèàãîíàëü ñèñòåìû (2) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâà-

íèå (4) ïðèâîäèò ñèñòåìó (1) ê äèàãîíàëüíîé ñèñòåìå ñ èíòåãðàëüíî ðàçäåëåííîé äèàãîíàëüþ.

Èç ñëåäñòâèÿ 5 ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (1) èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíà. �
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This paper is devoted to the study of the property of an integral separation of dis
rete time-varying linear

systems. By de�nition, the system x(m + 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
n, is 
alled a system with integral

separation if it has a basis of solutions x1(·), . . . , xn(·) su
h that for some γ > 0, a > 1 and all natural m > s,
i 6 n− 1 the inequalities

‖xi+1(m)‖

‖xi+1(s)‖
> γam−s

‖xi(m)‖

‖xi(s)‖
.

are satis�ed. The 
on
ept of integral separation of systems with 
ontinuous time was introdu
ed by B. F. Bylov

in 1965. The 
riteria for the integral separation of systems with dis
rete time are proved: redu
ibility to

diagonal form with an integrally separated diagonal; stability and nonmultipli
ity of Lyapunov exponents.

The property of diagonalizability of dis
rete-time systems is also studied in detail. The eviden
e takes into

a

ount the spe
i�
s of these systems.

REFERENCES

1. Bylov B.F. On redu
tion of a system of linear equations to a diagonal form, Mat. sb. (N.S.), 1965,

vol. 67 (109), no. 3, pp. 338�344 (in Russian).

2. Millionsh
hikov V.M. Stru
turally stable properties of linear systems of di�erential equations, Di�er.

Uravn., 1969, vol. 5, no. 10, pp. 1775�1784 (in Russian).

3. Bylov B.F., Izobov N.A. Ne
essary and su�
ient 
onditions for the stability of the 
hara
teristi


exponents of a linear system, Di�er. Uravn., 1969, vol. 5, no. 10, pp. 1794�1803 (in Russian).

4. Bylov B.F., Vinograd R.E., Grobman D.M., Nemytskii V.V. Teoriya pokazatelei Lyapunova i ee prilozhe-

niya k voprosam ustoi
hivosti (Theory of Lyapunov exponents and its appli
ation to problems of stability),

Mos
ow: Nauka, 1966, 576 p.

5. Czornik A. Perturbation theory for Lyapunov exponents of dis
rete linear systems, Krak�ow: AGH Uni-

versity of S
ien
e and Te
hnology Press, 2012, 110 p.

6. Babiarz A., Czornik A., Makarov E., Niezabitowski M., Popova S. Pole pla
ement theorem for dis
rete

time-varying linear systems, SIAM Journal on Control and Optimization, 2017, vol. 55, no. 2, pp. 671�692.

DOI: 10.1137/15M1033666

7. Babiarz A., Bansh
hikova I., Czornik A., Makarov E., Niezabitowski M., Popova S. On assignability of

Lyapunov spe
trum of dis
rete linear time-varying system with 
ontrol, 21st International Conferen
e

on Methods and Models in Automation and Roboti
s (MMAR), 2016, pp. 697�701.

DOI: 10.1109/MMAR.2016.7575221

8. Horn R.A., Johnson C.R. Matrix analysis, Cambridge: Cambridge University Press, 1986. Translated

under the title Matri
hnyi analiz, Mos
ow: Mir, 1989, 655 p.

9. Demidovi
h V.B. A 
ertain 
riterion for the stability of di�eren
e equations, Di�er. Uravn., 1969, vol. 5,

no. 7, pp. 1247�1255 (in Russian).

mailto:banshhikova.irina@mail.ru
mailto:ps@uni.udm.ru
http://dx.doi.org/10.20537/vm170401
http://dx.doi.org/10.1137/15M1033666
http://dx.doi.org/10.1109/MMAR.2016.7575221


498 È.Í. Áàíùèêîâà, Ñ.Í. Ïîïîâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 4

10. Gaishun I.V. Sistemy s diskretnym vremenem (Dis
rete-time systems), Minsk: Institute of Mathemati
s

of the National A
ademy of S
ien
es of Belarus, 2001, 400 p.

11. Adrianova L.Ya. Vvedenie v teoriyu lineinykh sistem di�erentsial'nykh uravnenii (Introdu
tion to the

theory of linear systems of di�erential equations), Saint Petersburg: Saint Petersburg State University,

1992, 240 p.

12. Bylov B.F. Redu
tion of a linear system to blo
k-triangular form, Di�er. Uravn., 1987, vol. 23, no. 12,

pp. 2027�2031 (in Russian).

13. Bansh
hikova I.N., Popova S.N. On the spe
tral set of a linear dis
rete system with stable Lyapunov

exponents, Vestnik Udmurtskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. Komp'yuternye Nauki, 2016,

vol. 26, issue 1, pp. 15�26 (in Russian). DOI: 10.20537/vm160102

Re
eived 01.09.2017

Bansh
hikova Irina Nikolaevna, Post-Graduate Student, Senior Le
turer, Department of Di�erential Equa-

tions, Udmurt State University, ul. Universitetskaya, 1, Izhevsk, 426034, Russia.

E-mail: banshhikova.irina�mail.ru

Popova Svetlana Nikolaevna, Do
tor of Physi
s and Mathemati
s, Head of the Department of Di�erential

Equations, Udmurt State University, ul. Universitetskaya, 1, Izhevsk, 426034, Russia;

Leading Resear
her, Department of Dynami
al Systems, N.N.Krasovskii Institute of Mathemati
s and Me-


hani
s, Ural Bran
h of the Russian A
ademy of S
ien
es, ul. S. Kovalevskoi, 16, Yekaterinburg, 620990,

Russia.

E-mail: ps�uni.udm.ru

http://dx.doi.org/10.20537/vm160102
mailto:banshhikova.irina@mail.ru
mailto:ps@uni.udm.ru

