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1

�àáîòà ïîñâÿùåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ òðåíèÿ êà÷åíèÿ íà äèíàìèêó ðîáîòà-

êîëåñà. �îáîò ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîãî ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñ ïî-

ìîùüþ óïðàâëÿåìîãî âðàùåíèÿ óñòàíîâëåííîãî íà íåì ðîòîðà. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû íå ñîâïàäàåò ñ åå ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ,

îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, è ïðèâåäåí ïðèìåð óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ êîëåñà

ïðè çàäàíèè ïîñòîÿííîãî óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ðîòîðà. Ïðèâåäåíî îïèñàíèå êîíñòðóêöèè ðîáîòà-êîëåñà

è ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ. Äëÿ ïðîâåð-

êè ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîãî

äâèæåíèÿ ðîáîòà-êîëåñà. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû êà÷å-

ñòâåííî ñîâïàäàþò, íî èìåþò êîëè÷åñòâåííîå îòëè÷èå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðîáîò-êîëåñî, òðåíèå êà÷åíèÿ, ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ äèíàìèêè

è óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì [1�9℄. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâà-

åòñÿ íåãîëîíîìíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, òî åñòü îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà,

áåç âëèÿíèÿ äðóãèõ âèäîâ òðåíèÿ, òàêèõ êàê òðåíèå êà÷åíèÿ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñ�åðîðîáîòîâ (ñì., íàïðè-

ìåð, [2, 8℄), ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó è óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû îêàçûâàåò èìåííî

òðåíèå êà÷åíèÿ, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóåò â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Âëèÿíèå òðåíèÿ êà÷åíèÿ íà äèíàìèêó ñèñòåìû èññëåäóåòñÿ óæå íà ïðîòÿæåíèè ïî÷òè äâóõ

ñòîëåòèé [10�17℄. Â [16℄ àâòîð àíàëèçèðóåò âëèÿíèå òðåíèÿ êà÷åíèÿ íà äèíàìèêó àáñîëþòíî

æåñòêîãî êàòêà ïî ðåëàêñèðóþùåìó è óïðóãîâÿçêîìó ãðóíòó. Â ðàáîòå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü

âåëè÷èíû êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ êàòêà. �àáîòà [17℄ ïîñâÿùåíà

èññëåäîâàíèþ äâèæåíèÿ òâåðäîãî öèëèíäðà ïî âÿçêîóïðóãîé ïëîñêîñòè. Àâòîðû ïîëàãàþò, ÷òî

ïîìèìî ñèëû òðåíèÿ êà÷åíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè êàòÿùåãîñÿ òåëà ñ ïîâåðõíîñòüþ âîçíèêàþò

ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì âëèÿíèå òðåíèÿ êà÷åíèÿ íà äèíàìèêó ñèñòåìû íà ïðèìåðå

îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè � êà÷åíèÿ äèñêà (êîëåñà) ñî ñìåùåííûì

öåíòðîì ìàññ ïî ãîðèçîíòàëüíîé øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Äàííàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ â äâèæå-

íèå çà ñ÷åò ãèðîñêîïè÷åñêîãî ìîìåíòà, ñîçäàâàåìîãî óñòàíîâëåííûì â öåíòðå êîëåñà ðîòîðîì.

Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà-

÷åíèÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûìè

äàííûìè.

� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

�àññìîòðèì êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ðîáîòà-êîëåñà âäîëü ïðÿìîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ êà÷åíèÿ. �îáîò-êîëåñî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, ñîñòîÿ-

ùóþ èç äâóõ äèñêîâ, ñîåäèíåííûõ ïî öåíòðó, è óñòàíîâëåííîãî ìåæäó íèìè ðîòîðà (ìàññèâíîãî
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òåëà öèëèíäðè÷åñêîé �îðìû) (ðèñ. 1). �îòîð çàêðåïëåí â ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå ñèñòåìû ñîîñ-

íî ñ äèñêàìè è, âðàùàÿñü, ñîçäàåò ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò, ïðèâîäÿùèé ñèñòåìó â äâèæåíèå.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öåíòð ìàññ ñèñòåìû íå ñîâïàäàåò ñ åå ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì

è íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè c îò íåãî. Òàêèì îáðàçîì, ñ�åðîðîáîò ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå çà ñ÷åò

ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà, ñîçäàâàåìîãî âðàùàþùèìñÿ ðîòîðîì, à òàêæå çà ñ÷åò íåóðàâíîâå-

øåííîñòè êîíñòðóêöèè. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ñèñòåìó äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ

êà÷åíèÿ, âîçíèêàþùàÿ âñëåäñòâèå äå�îðìàöèè îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñòâèåì òÿæåñòè

êîëåñà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì óæå íå òî÷êó, à ïëîùàäêó êîíòàêòà. Ïëîùàäêó áóäåì ìîäåëè-

ðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ðåàêöèè (ñ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé F

è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé N ) ïðèëîæåíà â òî÷êå P ′
, êîòîðàÿ ñäâèíóòà îòíîñèòåëüíî öåí-

òðà êîëåñà ïî íàïðàâëåíèþ åãî äâèæåíèÿ íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ êîý��èöèåíòó òðåíèÿ êà÷åíèÿ λ

(ñì. ðèñ. 1).

�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîáîòà-êîëåñà

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû âûáåðåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ îðòà-

ìè ex, ey, ez. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C öåíòð ìàññ ðîáîòà-êîëåñà, ÷åðåç o � åãî ãåîìåòðè÷åñêèé

öåíòð, c � âåêòîð äëèíû c, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè o â òî÷êó C. Òàê êàê êîëåñî ìîæåò äâè-

ãàòüñÿ òîëüêî â îäíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü íå ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, äàëåå

áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êà÷åíèå êîëåñà ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè Oxy.

Ïîëîæåíèå ñèñòåìû áóäåì çàäàâàòü êîîðäèíàòàìè öåíòðà êîëåñà ro = (xo, 0, 0) è óãëîì ϑ

ìåæäó îñüþ Ox è âåêòîðîì c, îïðåäåëÿþùèì ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî

îñè Ox. Òàêèì îáðàçîì, êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå N = R
1 × C.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

T =
1

2
mv

2 +
1

2
IΩ2,

ãäå m, I � ìàññà è ìîìåíò èíåðöèè ðîáîòà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð

ìàññ; v = (vx, vy, 0) è Ω = (0, 0,Ω) � âåêòîðû ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ è óãëîâîé ñêîðîñòè ðîáîòà

ñîîòâåòñòâåííî. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü êîëåñà Ω ñâÿçàíà ñ óãëîì ϑ ñîîòíîøåíèåì Ω = ϑ̇.

Èçìåíåíèå óãëîâîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ C è èìïóëüñà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè

d

dt

(

∂T

∂Ω

)

= IΩ̇ = (R′ − c)× (N + F ) +K,

d

dt

(

∂T

∂v

)

= mv̇ = N + F −mgey,

(1)

ãäå R
′ = R + λ � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèë P ′

ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì

êîëåñà; λ = (λ, 0, 0) � âåêòîð äëèíû λ, íàïðàâëåííûé âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ êîëåñà;

N � ñèëà ðåàêöèè îïîðû, äåéñòâóþùàÿ íà êîëåñî; F � ñèëà òðåíèÿ êà÷åíèÿ; K = −iω̇ �

óïðàâëÿþùèé ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé çà ñ÷åò âðàùåíèÿ ðîòîðà; i � ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà îò-

íîñèòåëüíî åãî öåíòðà; ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà.
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Îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó êîëåñîì è ïëîñêîñòüþ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåãî-

ëîíîìíîé ñâÿçè:

vo +Ω×R = 0, (2)

ãäå vo = (vo, 0, 0) � ñêîðîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà ñèñòåìû, R = (0,−R, 0) � âåêòîð, ñî-

åäèíÿþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð êîëåñà è òî÷êó P . Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óêàçàííàÿ

ñâÿçü, çàïèñàííàÿ â ñêàëÿðíîì âèäå

vo = −Rϑ̇,

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ïðîèíòåãðèðîâàâ äàííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ãîëîíîìíóþ ñâÿçü, îïè-

ñûâàþùóþ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ öåíòðà ñèñòåìû xo îò óãëà ϑ:

xo = −Rϑ. (3)

Ïðè èññëåäîâàíèè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ êîëåñà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äàííîå âûðàæåíèå

äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ñèñòåìû.

Ñêîðîñòü öåíòðà êîëåñà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü åãî öåíòðà ìàññ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøå-

íèÿ

vo = v − ċ.

Âåêòîð c ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü óãëîì ϑ ñëåäóþùèì îáðàçîì: c = (c cos ϑ, c sinϑ, 0), òîãäà
äëÿ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷èì

vx = −(R+ c sinϑ)ϑ̇, vy = c cos ϑϑ̇. (4)

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ, çàïèñàííîå

â òåðìèíàõ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ è óãëà ϑ. Ïîäñòàâèâ èõ âî âòîðîå óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì

ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ñèë N è F .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå (1) èìååò ïðîåêöèþ òîëüêî íà îñü ez, òî åñòü

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèÿ äëÿ N è F , ïîëó÷èì äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ϑ. �àçðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî ϑ̈, íà-

õîäèì

ϑ̈ =
K −mcϑ̇2(

√
R2 − λ2 cosϑ+ λ sinϑ)−mgc cos ϑ+ λmg

I +m(R
√
R2 − λ2 + c2 + c(R +

√
R2 − λ2) sin ϑ− λc cos ϑ)

. (5)

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëèç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1) ïîêàçàë, ÷òî â ñèñòåìå ïðè îïðåäåëåííûõ

ïàðàìåòðàõ ñèëà ðåàêöèèN è ñèëà òðåíèÿ êà÷åíèÿ F ìîãóò ïðèíèìàòü íå�èçè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

(N < 0, F · v > 0). Òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ

N < 0, F · v > 0 îïðåäåëÿþò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Çàìå÷àíèå 2. �àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ êà÷åíèÿ ýê-

âèâàëåíòíà íåãîëîíîìíîé ìîäåëè êà÷åíèÿ êîëåñà, ê êîòîðîé äîáàâëåí ìîìåíò ñóõîãî òðåíèÿ,

çàïèñàííûé â êëàññè÷åñêîì âèäå: Kfr = −λ
ϑ̇

|ϑ̇|
N .

� 2. Óïðàâëÿåìîå äâèæåíèå ðîáîòà-êîëåñà

Â äàííîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì äâèæåíèå êîëåñà ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà K, êîòîðûé

ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà ω̇, äîìíîæåííîé íà ïîñòîÿííûé

êîý��èöèåíò. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà íå ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî áîëüøîé. Òåõíè÷åñêè îíà îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ωmax, êîòî-

ðîå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûì õàðàêòåðèñòèêàì äâèãàòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòèæåíèè

ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ìîìåíò K ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, òî åñòü äàëüíåéøåå äâèæåíèå áóäåò

ïðîèñõîäèòü ïî èíåðöèè, è ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ êîëåñî îñòàíîâèòñÿ.

�àññìîòðèì çàäà÷ó îá óïðàâëåíèè äâèæåíèåì ðîáîòà-êîëåñà â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.
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Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíû ïîëîæåíèå ro(0) è ñêîðîñòü vo(0) öåíòðà

ðîáîòà è ïîëîæåíèå åãî öåíòðà ìàññ ϑ(0). Ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà K ðîòîð

íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óãëîâûì óñêîðåíèåì ω̇ äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîé ñêîðîñòè ωmax. Äîñòèãíóâ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè, ðîòîð ïðîäîëæàåò âðàùàòüñÿ

ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωmax äî ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåñà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,

êàêèì îáðàçîì áóäåò äâèãàòüñÿ êîëåñî ïðè òàêîì óïðàâëåíèè.

�åøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ýòàïà. Êàê óæå áûëî óêàçàíî âûøå, óïðàâ-

ëÿþùèé ìîìåíò K, ïðèëîæåííûé â öåíòðå ìàññ êîëåñà, ñâÿçàí ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ðîòîðà

ñîîòíîøåíèåì

K = iω̇.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è íà ïåðâîì ýòàïå óïðàâëÿþùèé ìîìåíò K = const, ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ðîòîðà ëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè:

ω =
K

i
t

è äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè:

tmax =
iωmax

K
.

Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5) ïðè çàäàííîì

ìîìåíòå K.

Íà âòîðîì ýòàïå (ïðè t > tmax) ðîòîð âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ωmax,

K ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ è êîëåñî ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ ïî èíåðöèè. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ

öåíòðà ìàññ â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5) ïðè K = 0.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

ro(0) = (0, 0, 0), ϑ(0) =
π

2
, ϑ̇(0) = 0.

×èñëåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå (5) è âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì ñâÿçè (3), íàõîäèì çàâèñèìîñòü

êîîðäèíàòû öåíòðà êîëåñà xo îò âðåìåíè. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåí îáùèé õàðàêòåð óïðàâëÿå-

ìîãî äâèæåíèÿ êîëåñà ïðè ó÷åòå òðåíèÿ êà÷åíèÿ è ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ.

�èñ. 2. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû öåíòðà êîëåñà xo îò âðåìåíè ïðè íàëè÷èè ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ

è òðåíèÿ êà÷åíèÿ. Çàâèñèìîñòü ïîëó÷åíà ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: m = 2êã, R = 0.2ì, I = 1.5 · 10
−2

êã·ì

2
,

mr = 0.5 êã, i = 5 · 10
−4

êã·ì

2
, c = 0.002ì, λ = 0.0002ì, ωmax = 24ðàä/ñ, K = −0.07 êã·ì

2
/ñ

2
.

� 3. Êîíñòðóêöèÿ ðîáîòà-êîëåñà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ òðåíèÿ êà÷åíèÿ íà äèíàìèêó ðîáîòà ðàçðàáîòàíà ëàáîðàòîðíàÿ

ìîäåëü ðîáîòà-êîëåñà (ðèñ. 3). Îñíîâîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ äèñêè (1 è 2), çàêðåïëåííûå íà

öèëèíäðå (3). Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñíèçèòü òðåíèå ìåæäó äèñêàìè è ïîâåðõíîñòüþ
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�èñ. 3. Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ðîáîòà-êîëåñà

è óìåíüøèòü ìîìåíò èíåðöèè âñåé ñèñòåìû, òàê êàê îñíîâíàÿ ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà áëèæå ê îñè

âðàùåíèÿ. Ê öèëèíäðó (3) êðåïèòñÿ îïîðíûé äèñê (4), íà êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ êðîíøòåéí (7)

ñ ýëåêòðîäâèãàòåëåì (6) è ðîòîðîì (5), æåñòêî çàêðåïëåííûì íà âàëó äâèãàòåëÿ.

Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

• îáùàÿ ìàññà ñèñòåìû m = 2.175êã;

• ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ i = 7.195 · 10−4
êã·ì2

;

• ìîìåíò èíåðöèè âñåé êîíñòðóêöèè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ I = 1.357 · 10−2
êã·ì2

;

• ãàáàðèòíûå ðàçìåðû:

� ðàäèóñ êîëåñà R = 0.18ì;
� øèðèíà d = 0.1ì;

• ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ c = 0.003ì.

Äàííûå èíåðöèîííî-ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ëàáîðàòîðíîé

óñòàíîâêè â ïðîãðàììíîì ïðîäóêòå SolidWorks 2013. Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíà ðåàëüíàÿ ìîäåëü

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà, ñîáðàííàÿ ïî òðåõìåðíîé ìîäåëè.

�èñ. 4. �åàëüíàÿ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ òðåíèÿ êà÷åíèÿ

íà äèíàìèêó ðîáîòà-êîëåñà

� 4. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ìîäåëè ðîáîòà-êîëåñà

Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàëîñü äâèæåíèå êîëåñà áåç

âíóòðåííåãî ìåõàíèçìà (òî åñòü áåç ðîòîðà è äâèãàòåëÿ) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè îòñóòñòâèè

âíóòðåííåãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ K. Òàê êàê ñàìà êîíñòðóêöèÿ êîëåñà óðàâíîâåøåíà,

ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ â ýòîì ñëó÷àå c = 0. �îáîò ïðèâîäèëñÿ â äâèæåíèå êðàòêîâðåìåííûì

äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ êîëåñà âîññòàíàâëèâàëàñü ïðè ïîìîùè ñèñòå-

ìû çàõâàòà äâèæåíèÿ Vi
on, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ îáúåêòà

±1ìì (äàííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè îáúåêòà ïðèìåíÿëàñü è ðàíåå,

ñì., íàïðèìåð [8, 18℄).

Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåíà òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû öåíòðà ðîáîòà îò âðåìåíè

ïðè äâèæåíèè áåç óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

ìàëåéøèå íåðîâíîñòè ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ âûíóæäàþùåãî ìîìåíòà è, ñîîòâåòñòâåííî,

ê êà÷àíèþ. Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ìîìåíòà òðåíèÿ áðàëèñü ó÷àñòêè òðàåêòîðèè, íàèáîëåå áëèç-

êèå ê öåíòðó ¾ÿìû¿, â êîòîðûõ ìîìåíò ðåàêöèè ïîâåðõíîñòè áëèçîê ê íóëþ, òî åñòü âëèÿ-

íèå íàêëîíà ìèíèìàëüíî. Ýòè ó÷àñòêè âûäåëåíû íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Îíè ñîîòâåòñòâóþò

èíòåðâàëàì âðåìåíè 4. . . 7 ñ, 22. . . 25 ñ è 34. . . 38 ñ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ó÷àñòêîâ ïî ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîé çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ öåíòðà êîëåñà xo îò âðåìåíè ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (3)

ìîæíî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü óãëà ϑ è, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (5) ïðè K = 0 è c = 0, íàéòè
çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà.

�èñ. 5. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííåãî óïðàâëÿþùåãî

âîçäåéñòâèÿ K

Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, â ðåçóëüòàòå

êîòîðûõ ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ: λ = 0.000165±
±0.000025ì.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîé îöåíêè ðàçðàáîòàííîé òåîðåòè-

÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà äâèãàòåëü ïîäàâàëîñü âîçðàñòàþùåå íà-

ïðÿæåíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðîòîð ðàçãîíÿëñÿ ñ ïîñòîÿííûì óãëîâûì óñêîðåíèåì äî ñêîðîñòè

ωmax = 230 îá/ìèí = 24ðàä/ñ. Óãîë ïîâîðîòà ðîòîðà èçìåðÿëñÿ ñ ïîìîùüþ ýíêîäåðà, ðàñïî-

ëîæåííîãî íà äâèãàòåëå. Ïîëîæåíèå öåíòðà êîëåñà îïðåäåëÿëîñü ñèñòåìîé çàõâàòà äâèæåíèÿ

ñ ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ïîëíîé îñòàíîâêè. Ïî ïîëó÷åííûì ñ ýíêîäåðà çíà÷åíèÿì óãëà

ïîâîðîòà ðîòîðà äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëèñü åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü è óãëî-

âîå óñêîðåíèå, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ëåãêî íàéòè óïðàâëÿþùèé ìîìåíò K.

Íà ðèñóíêå 6, à ïðèâåäåí ãðà�èê èçìåíåíèÿ çàäàâàåìîé (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ðåàëüíîé

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà, ãðà�èê èçìåíåíèÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ðîòîðà

èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 6, á.

Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ èç ïÿòè ýêñïåðè-

ìåíòîâ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

ro(0) = (0, 0, 0), ϑ(0) = 84◦, ϑ̇(0) = 0.
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a) á)

�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü çàäàâàåìîé (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è ðåàëüíîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) óãëîâîé ñêîðîñòè

ðîòîðà (à) è óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ðîòîðà (á) îò âðåìåíè

Íà ðèñóíêå 7 ïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû öåíòðà êîëåñà äëÿ òåî-

ðåòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ êà÷åíèÿ λ = 0.000165ì,
ñïëîøíîé ëèíèåé � óñðåäíåííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ öåíòðà êîëåñà

îò âðåìåíè.

�èñ. 7. �åàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), òåîðåòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ

ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ êà÷åíèÿ λ = 0.000165 ì (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), è òåîðåòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ

äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ êà÷åíèÿ λ = 0.0002ì (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî êà÷åñòâåííî òåîðåòè÷åñêàÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ êðèâûå õîðîøî

ñîâïàäàþò, íî èìåþò ñóùåñòâåííîå êîëè÷åñòâåííîå îòëè÷èå. Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî êîý��èöèåíò òðåíèÿ çàâèñèò îò ñèëû ðåàêöèè N . Äëÿ ó÷åòà äàííîé çàâèñèìîñòè ìåòî-

äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå λ, ïðè êîòîðîì òåîðåòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ

xo(t) ëó÷øå âñåãî ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ïðè

ïîëó÷åííîì òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèè λ = 0.0002ì ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 7 øòðèõïóíêòèðíîé

ëèíèåé.

Äàííîå íåñîâïàäåíèå ìîæíî óìåíüøèòü, íàïðèìåð, çà ñ÷åò áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè-

÷èíû ñìåùåíèÿ ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ. Êðîìå òîãî, íåñîîòâåòñòâèå àìïëèòóäû òåîðåòè÷åñêîé

òðàåêòîðèè è ðåàëüíîé ìîæíî îáúÿñíèòü íåðàâíîìåðíîñòüþ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ âî

âðåìÿ äâèæåíèÿ è åãî çàâèñèìîñòüþ îò ñêîðîñòè.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííîé ðàáîòû áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ. Íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà K

è ìîìåíòà, ñîçäàâàåìîãî ñèëîé òÿæåñòè mgc cos ϑ, ÷òî äàííûå âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ îä-

íîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ïðè ïîìîùè ðîòîðà íåîáõîäèìî

èäåàëüíî óðàâíîâåøèâàòü êîíñòðóêöèþ, ÷òîáû èñêëþ÷èòü âëèÿíèå ìîìåíòà ñèëû òÿæå-

ñòè.

2. Òàêæå ñèëüíîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ îêàçûâàåò ãîðèçîíòàëüíîñòü ïîâåðõíîñòè.

Óæå ïðè ìàëûõ óãëàõ íàêëîíà ïîâåðõíîñòè óïðàâëÿòü ïîäîáíîé ñèñòåìîé ñòàíîâèòñÿ

ñëîæíåå, à ïðè áîëüøèõ óãëàõ è âîâñå íåâîçìîæíî.

3. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè óïðàâëåíèÿ ïîäîáíûìè ñèñòåìàìè íåîáõîäèìî ïîäáèðàòü

äâèãàòåëü, ïîçâîëÿþùèé äîñòè÷ü áîëüøåãî óñêîðåíèÿ ìàõîâèêà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëüøåãî

óïðàâëÿþùåãî ìîìåíòà.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðåñíî áûëî áû ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ

êà÷åíèÿ øàðîâèäíûõ òåë ïî ïëîñêîñòè. Ýòî ïîçâîëèò îöåíèòü ïðèìåíèìîñòü êëàññè÷åñêîé íåãî-

ëîíîìíîé ìîäåëè, íåãîëîíîìíîé ìîäåëè ñ òðåíèåì êà÷åíèÿ (êîòîðîå òåïåðü áóäåò èìåòü äâå

êîìïîíåíòû) è ìîäåëè êà÷åíèÿ ¾ðåçèíîâîãî¿ òåëà, îïèñàííîé â ðàáîòàõ [19�21℄.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.À.Êèëèíó, Þ.Ë.Êàðàâàåâó è Ò.Á.Èâàíîâîé çà ïëî-

äîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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This paper presents an experimental investigation of the in�uen
e of rolling fri
tion on the dynami
s of

a robot wheel. The robot is set in motion by 
hanging the proper gyrostati
 momentum using the 
ontrolled

rotation of a rotor installed in the robot. The problem is 
onsidered under the assumption that the 
enter of

mass of the system does not 
oin
ide with its geometri
 
enter. In this paper we derive equations des
ribing

the dynami
s of the system and give an example of the 
ontrolled motion of a wheel by spe
ifying a 
onstant

angular a

eleration of the rotor. A des
ription of the design of the robot wheel is given and a method for

experimentally determining the rolling fri
tion 
oe�
ient is proposed. For the veri�
ation of the proposed

mathemati
al model, experimental studies of the 
ontrolled motion of the robot wheel are 
arried out. We show

that the theoreti
al results qualitatively agree with the experimental ones, but are quantitatively di�erent.

REFERENCES

1. Borisov A.V., Kilin A.A., Mamaev I.S. How to 
ontrol Chaplygin's sphere using rotors, Regul. Chaoti


Dyn., 2012, vol. 17, no. 3�4, pp. 258�272.

2. Borisov A.V., Kilin A.A., Mamaev I.S. How to 
ontrol the Chaplygin ball using rotors. II, Regul. Chaoti


Dyn., 2013, vol. 18, no. 1�2, pp. 144�158.

3. Borisov A.V., Kilin A.A., Mamaev I.S. Dynami
s and 
ontrol of an omniwheel vehi
le, Regul. Chaoti


Dyn., 2015, vol. 20, no. 2, pp. 153�172.

4. Joshi V.A., Banavar R.N. Hippalgaonkar R. Design and analysis of a spheri
al mobile robot,Me
h. Ma
h.

Theory, 2010, vol. 45, pp. 130�136.

5. Joshi V.A., Banavar R.N. Motion analysis of a spheri
al mobile robot, Roboti
a, 2009, vol. 27, pp. 343�353.

6. Karavaev Yu.L., Kilin A.A. The dynami
s and 
ontrol of a spheri
al robot with an internal omniwheel

platform, Regul. Chaoti
 Dyn., 2015, vol. 20, no. 2, pp. 134�152.

7. Borisov A.V., Mamaev I.S., Karavaev Yu.L. (Eds.) Mobil'nye roboty: robot-koleso i robot-shar (Mobile

robots: ball-shaped robot and wheel robot), Mos
ow�Izhevsk: Institute of Computer S
ien
e, 2013, 532 p.

8. Kilin A.A., Karavaev Yu.L. Experimental resear
h of dynami
 of spheri
al robot of 
ombined type, Nelin.

Dinam., 2015, vol. 11, no. 4, pp. 721�734 (in Russian).



592 Å.Í. Ïèâîâàðîâà, À.Â. Êëåêîâêèí

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2015. Ò. 25. Âûï. 4

9. Martynenko Yu.G. Motion 
ontrol of mobile wheeled robots, J. Math. S
i., 2007, vol. 147, no. 2,

pp. 6569�6606.

10. Coulomb C.A. Theorie des ma
hines simples: en ayant �egard au frottement de leurs parties et �a la roideur

des 
ordages, Paris: Ba
helier, 1821.

11. Morin A.J. Le�
ons de m�e
anique pratique, Paris: Mathias, 1846.

12. Dupuit M.J. Essai et exp�erien
es sur le tirage des voitures: et sur le frottement de se
onde esp�e
e, Paris:

Carilian-Gœury, 1837.
13. Fromm H. Bere
hnung des s
hlupfes beim rollen deformierbarer s
heiben, Z. angew. Math. Me
h., 1927,

vol. 7, no. 1, pp. 27�58.

14. Reynolds O. On rolling fri
tion, Philos. Trans. R. So
. Lond. Ser. A, 1876, vol. 166, pp. 155�174.

15. Reynolds O. On rolling fri
tion, Pro
. R. So
. Lond. Ser. A, 1875, vol. 23, pp. 506�509.

16. Ishlinsky A.Yu. Rolling fri
tion, Prikl. Mat. Mekh., 1938, vol. 2, no. 2, pp. 245�260 (in Russian).

17. Kuleshov A.S., Tres
hev D.V., Ivanova T.B., Naimushina O.S. A rigid 
ylinder on a vis
oelasti
 plane,

Nelin. Dinam., 2011, vol. 7, no. 3, pp. 601�625 (in Russian).

18. Kilin A.A., Karavaev Yu.L. The kinemati
 
ontrol model for a spheri
al robot with an unbalan
ed internal

omniwheel platform, Nelin. Dinam., 2014, vol. 10, no. 4, pp. 497�511 (in Russian).

19. Bolsinov A.V., Borisov A.V., Mamaev I.S. Rolling of a ball without spinning on a plane: the absen
e of

an invariant measure in a system with a 
omplete set of integrals, Regul. Chaoti
 Dyn., 2012, vol. 17,

no. 6, pp. 571�579.

20. Borisov A.V., Mamaev I.S. Rolling of a non-homogeneous ball over a sphere without slipping and twisting,

Regul. Chaoti
 Dyn., 2007, vol. 12, no. 2, pp. 153�159.

21. Borisov A.V., Mamaev I.S., Bizyaev I.A. The hierar
hy of dynami
s of a rigid body rolling without

slipping and spinning on a plane and a sphere, Regul. Chaoti
 Dyn., 2013, vol. 18, no. 3, pp. 277�328.

Received 03.11.2015

Pivovarova Elena Nikolaevna, post-graduate student, Department of Theoreti
al Physi
s, Udmurt State

University, ul. Universitetskaya, 1, Izhevsk, 426034, Russia.

E-mail: ar
hive�r
d.ru

Klekovkin Anton Vladimirovi
h, post-graduate student, Izhevsk State Te
hni
al University, ul. Studen
he-

skaya, 7, Izhevsk, 426069, Russia.

E-mail: klanvlad�mail.ru


