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Ï�È ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÑÈÑÒÅÌ ÕÈÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÈÍÅÒÈÊÈ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, äëÿ êîòîðîé âûâîä óðàâíåíèé íå îïèðàåòñÿ

íà çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ, à ñòðîèòñÿ íà îñíîâå òàêèõ ïðèíöèïîâ, êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü,

à òàêæå ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü äëÿ äâóõ ñîáûòèé. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ñòðîèòñÿ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé

ðåàêöèè-äè��óçèè â ãåòåðîãåííîé ñðåäå, à òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ êîíâåêöèîííûé è äè��óçèîííûé ïå-

ðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè. Ïîñòðîåíèå äàííîãî îáîáùåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî àëüòåðíàòèâíîé ìåòîäèêå íà

îñíîâå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è áåç ïåðåõîäà ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì.

Ïî ñâîåìó îïèñàíèþ ýòîò ïîäõîä áëèçîê ê ìåòîäó êîíå÷íûõ îáúåìîâ, íî â îòëè÷èå îò íåãî äëÿ îïèñàíèÿ

äè��óçèè ïðèìåíÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå óïðîùåíèÿ è ïðèíöèï ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Ïîäîáíûé

àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ èòîãîâîé ìîäåëè,

à òàêæå óïðîñòèòü åå êà÷åñòâåííûé àíàëèç ìåòîäàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîìèìî ýòîãî, òàê-

æå çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ ý��åêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ èòîãîâîé

ìîäåëè. Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó ìû òàêæå ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ýòàëîííîãî

ïðèìåðà êèíåòèêè ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì, à òàêæå ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïåðåâîäà ñòàíäàðò-

íûõ ìîäåëåé ñ ðàçìåðíûìè êèíåòè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè ê åå �îðìàëèçìó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà, êàòàëèç, êîíâåêöèÿ, äè��óçèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

Ââåäåíèå

Äëÿ îïèñàíèÿ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè íà îñíîâå äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçìåðíûìè êèíåòè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè (ñì. ïðèìåðû â [1, 2℄).

Ïðè ýòîì ýòè ìîäåëè òàêæå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå áàçîâûõ äëÿ çàäàíèÿ ðåàêöèîííî-

äè��óçèîííûõ ñèñòåì íà îñíîâå óðàâíåíèé âèäà ∂ui/∂t = D · ∇2ui + f (ïîäðîáíåå ñì. â [3℄).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ñ òî÷êè çðåíèÿ �îðìàëèçà-

öèè, íî äàëåêî íå ñàìûì îïòèìàëüíûì íà ïðàêòèêå. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ìîäåëåé ñ ðàçìåð-

íûìè êîíñòàíòàìè ÿâëÿåòñÿ èõ íåäîñòàòî÷íàÿ �èçè÷åñêàÿ ñòðîãîñòü. Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó

ðàçëè÷èå â ðàçìåðíîñòÿõ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò äëÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðåàêöèé ñóùå-

ñòâåííî óñëîæíÿåò ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êèíåòèêè. �ëàâíûìè íåäîñòàòêàìè ìîäåëåé ðåàêöèè-

äè��óçèè íà îñíîâå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ è ñëîæíîñòü êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ìîäåëè ìåòîäàìè òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â ðàìêàõ ðàáîòû [4℄ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, êîòîðàÿ îðèåíòèðî-

âàíà íà ìàêñèìàëüíî ïîëíîå è �èçè÷åñêè ñòðîãîå îïèñàíèå êèíåòèêè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé

öåëè ìîäåëü ñòðîèëàñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ñèñòåì ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ

ïîñòðîåíèÿ áîëåå ñòðîãîé ìîäåëè äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé â [4℄ áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû

òåîðèè âåðîÿòíîñòè, òàêèå êàê âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî ñîáûòèÿ è ïðèíöèï ãåîìåòðè÷åñêîé âåðî-

ÿòíîñòè. Âïîñëåäñòâèè â ðàìêàõ ðàáîòû [5℄ ýòà ìîäåëü áûëà äîðàáîòàíà, à òàêæå ðàññìîòðåí

ñïîñîá îðãàíèçàöèè ñ åå ïîìîùüþ àâòîìàòèçèðîâàííîãî àíàëèçà ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ðåàêöèè-äè��óçèè â ðàìêàõ [6℄ áûë ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ìåòîä,

êîòîðûé ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü òàêèå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, áåç ïåðåõîäà ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì. Â êà÷åñòâå áàçîâûõ ïðèíöèïîâ äàííûé

ìåòîä èñïîëüçóåò ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü, à òàêæå ñïåöèàëüíóþ ñõåìó äëÿ ñòàáèëèçàöèè

ðàñ÷åòîâ è êîìïåíñàöèè ïåðåïîëíåíèÿ ÿ÷ååê ïðîñòðàíñòâà. Âïîñëåäñòâèè ýòîò ìåòîä áûë îáîá-

ùåí òàêæå íà ñëó÷àé êîíâåêöèè è äè��óçèè òåïëà â ñòàòüå [7℄ è äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó áûëà

ïðîâåäåíà îöåíêà òî÷íîñòè ìåòîäà â ðàáîòå [8℄.
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Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû ïðîâåäåì äîðàáîòêó ìîäåëè èç [7℄ ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåé âåðñèè

ìåòîäèêè èç [8℄, èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå îñíîâû íîâóþ áàçîâóþ ìîäåëü õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

èç [5℄. Äëÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëè ìû òàêæå ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû åå ïðèëîæåíèÿ äëÿ

îïèñàíèÿ è àíàëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.

� 1. Îïèñàíèå ìîäåëè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ �îðìàëèçìîì, êîòîðûé áóäåò àíà-

ëîãè÷åí îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà èç ðàáîòû [7℄. Ïðîñòðàíñòâîì ìîäåëè áóäåò ïàðàëëåëåïèïåä

îáúåìà V = h · l · w ñ ñîãëàñîâàííûìè äëèíàìè ñòîðîí h = a ·H(a), l = a · L(a), w = a ·W (a).
Â òî÷íîñòè ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ èç [7℄ äàííîå ïðîñòðàíñòâî îäíîçíà÷íî ìîæåò áûòü ðàçáèòî

íà êóáè÷åñêèå ÿ÷åéêè îáúåìà a3. Äëÿ ðàáîòû ñ ýòèìè ÿ÷åéêàìè ìû âîñïîëüçóåìñÿ íîòàöèåé:

(1) d ∈ {↑ , ↓ ,→,←,⊙,⊗} � íàïðàâëåíèå äè��óçèè;

(2) d � ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå äëÿ d;

(3) d(z, x, y) � ñîñåäíÿÿ ÿ÷åéêà ñ (z, x, y) ïî íàïðàâëåíèþ d.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñõåìû èç ðàáîòû [8℄ òðåáóåòñÿ ââåñòè êîíòðîëüíîå âðåìÿ tr è rp(tr) �

ìàêñèìàëüíûå ðàäèóñû ìèãðàöèè äëÿ ìîëåêóë p çà êîíòðîëüíîå âðåìÿ. Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå

äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ìîæíî îöåíèòü òàêîé ðàäèóñ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, êàê rp(tr) =
=
√

2 ·Dp · tr (ïðè tr → 0), ãäå Dp � ýòî êîý��èöèåíò äè��óçèè. Ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ

rp ìû îáîçíà÷èì êàê ∆l = max
p

rp. Ïîñêîëüêó â ìîäåëè äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû

â ÿ÷åéêàõ, òî êîý��èöèåíò Dp áóäåò �óíêöèåé, çàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû:

Dp(T ) =
Dp(TE) · T

TE
·
µp(TE)

µp(T )
.

Â ýòîì âûðàæåíèè TE � ýòî ýòàëîííàÿ òåìïåðàòóðà, äëÿ êîòîðîé âñå ðàññìàòðèâàåìûå âåùå-

ñòâà íàõîäÿòñÿ â æèäêîì àãðåãàòíîì ñîñòîÿíèè, à µp(T ) � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âåùåñòâà.

Â òî÷íîñòè ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ èç ñòàòüè [7℄ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ

ðåàêöèé èññëåäóåìîé ðåàêöèîííîé ñèñòåìû êàê R, ãäå îòäåëüíàÿ ðåàêöèÿ r ∈ R èìååò âèä

k+a1a1 + . . . + k+anan
v+, E+

−−−−⇀↽−−−−
v−, E−

k−b1b1 + . . .+ k−bpbp.

Ìíîæåñòâî ñóáñòðàòîâ ðåàêöèè r ìû îáîçíà÷àåì êàê A(r) =
{

a1, . . . , an(r)
}

, à ìíîæåñòâî ïðî-

äóêòîâ � êàê B(r) =
{

b1, . . . , bp(r)
}

. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ ìîëåêóë ðåàêöèîííîé ñèñòåìû

ìû ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ èç [7℄ ðàçîáüåì íà äâà ïîäìíîæåñòâà: íåçàâèñèìûõ ðåàãåíòîâ S
è ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäóêòîâ I. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðåìåííûìè â îáîáùåííîé ìîäåëè áóäóò

ñëåäóþùèå:

• ÷èñëåííîñòè N
(z,x,y)
p (t) ìîëåêóë, ðàâíîìåðíî ðàçìåøàííûõ â ÿ÷åéêå (z, x, y) â ìîìåíò t;

• ÷èñëåííîñòè N̂
(z,x,y)
p (t) ìîëåêóë, ïîñòóïèâøèõ â ãðàíè÷íûå îáëàñòè ÿ÷åéêè â ìîìåíò t;

• òåìïåðàòóðà T (z,x,y)(t) â ÿ÷åéêå â ìîìåíò âðåìåíè t.

Äèíàìèêó îáîáùåííîé ìîäåëè ìû áóäåì îïèñûâàòü

1

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé:

dN
(z,x,y)
p

dt
= F (z,x,y)

p +Dif
(z,x,y)
p(−) + βp · N̂

(z,x,y)
p ,

dN̂
(z,x,y)
p

dt
= F (z,x,y)

p +Dif
(z,x,y)
p(+) − βp · N̂

(z,x,y)
p , (1)

dT (z,x,y)

dt
= Reac

(z,x,y)
T +Con

(z,x,y)
T +Dif

(z,x,y)
T . (2)

1

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåõ âåëè÷èí èç ñèñòåìû (1)�(2) ñì. â ðàáîòàõ [7, 8℄.
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Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðåàêöèé r, ïðîòåêàþùèõ ïàðàëëåëüíî â åäèíèöó âðåìåíè ìåæäó ðàçìå-

øàííûìè ðåàãåíòàìè N
(z,x,y)
p (t), êàê ω+

r (z, x, y), à ÷èñëî îáðàòíûõ äëÿ íèõ ðåàêöèé � êàê

ω−
r (z, x, y). Äëÿ ìîëåêóë â ãðàíè÷íûõ îáëàñòÿõ N̂

(z,x,y)
p (t) áóäåì èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûå îáî-

çíà÷åíèÿ ω̂+
r (z, x, y) è ω̂−

r (z, x, y). Ñ ó÷åòîì èñïîëüçîâàííîé íàìè íîòàöèè ìû ìîæåì çàïèñàòü

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèðîñòà è ïîòåðè ìîëåêóë N
(z,x,y)
p â õîäå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé:

F (z,x,y)
p =

∑

r ∈R :
p∈A(r)

k+p (r) · ω
−
r (z, x, y) +

∑

r∈R :
p∈B(r)

k−p (r) · ω
+
r (z, x, y)−

−
∑

r ∈R :
p∈A(r)

k+p (r) · ω
+
r (z, x, y) −

∑

r∈R :
p∈B(r)

k−p (r) · ω
−
r (z, x, y). (3)

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî áóäåò âûãëÿäåòü è âûðàæåíèå äëÿ F
(z,x,y)
p , çà òåì ëèøü èñêëþ÷åíè-

åì, ÷òî âìåñòî ω+
r (z, x, y) è ω−

r (z, x, y) áóäóò èñïîëüçîâàíû ω̂+
r (z, x, y) è ω̂−

r (z, x, y). Íàéòè ýòè

âåëè÷èíû ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ

2

�îðìóë:

ω+
r (z, x, y) = v+(r) · e

−E+(r)
R·T ·

n(r)
∏

j=1

(

N
(z,x,y)
aj

a3 · ρNaj (T )

)k+aj (r)

·min
j

(

N
(z,x,y)
aj

kaj

)

, (4)

ω−
r (z, x, y) = v−(r) · e

−E−(r)
R·T ·

p(r)
∏

j=1





N
(z,x,y)
bj

a3 · ρNbj (T )





k−
bj
(r)

·min
j





N
(z,x,y)
bj

kbj



. (5)

Äàííîå âûðàæåíèå ñîñòàâëåíî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ñîîáðàæåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòè:

1)

n(r)
∏

j=1

(

N
(z,x,y)
p

a3 · ρNp (T )

)kp(r)

� îöåíêà âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ ðåàãåíòîâ;

2) exp
−E(r)

R · T
� îöåíêà âåðîÿòíîñòè èíèöèàöèè ðåàêöèè ïðè ñòîëêíîâåíèè ðåàãåíòîâ;

3) min
j

(

N
(z,x,y)
p

kp

)

� ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðåàêöèé â åäèíèöó âðåìåíè;

4) v(r) � ýëåìåíòàðíàÿ ñêîðîñòü ðåàêöèè (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà óæå èíèöèèðîâàíà).

Åñëè ââåñòè ñóììàðíóþ òåïëîåìêîñòü ÿ÷åéêè C(z,x,y)
, òî ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùåå âûðàæå-

íèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â õîäå ðåàêöèé Reac
(z,x,y)
T :

Reac
(z,x,y)
T =

1

C(z,x,y)

∑

r∈R

(

E−
r − E+

r

) (

ω+
r (z, x, y)− ω−

r (z, x, y)
)

. (6)

Ïîñêîëüêó â ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïðîìåæóòî÷íûå ïðîäóêòû i ∈ I, êîòîðûå
ìîãóò âîçíèêàòü â ðåàêöèîííîé ñèñòåìå, òî òåïëîåìêîñòü C îòäåëüíîé ÿ÷åéêè (z, x, y) ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà

3

ïî àääèòèâíîìó çàêîíó:

C(z,x,y) =
∑

s∈S

cNs (T ) ·N (z,x,y)
s +

∑

i∈I

cNi (T ) ·N
(z,x,y)
i . (7)

Äëÿ ïîäñ÷åòà áàëàíñà äè��óçèè ìîëåêóë p â îòäåëüíîé ÿ÷åéêå (z, x, y) íóæíî ó÷åñòü ïîòîêè
ïî âñåì äîïóñòèìûì íàïðàâëåíèÿì äè��óçèè:

Dif
(z,x,y)
p(+) =

∑

d

ξ
(

Emig
d(z,x,y)

p, d
− Emig

(z,x,y)
p, d

)

, (8)

Dif
(z,x,y)
p(−) =

∑

d

µ
(

Emig
d(z,x,y)

p, d
− Emig

(z,x,y)
p, d

)

. (9)

2

Äëÿ ω̂+
r è ω̂−

r ïîòðåáóåòñÿ çàìåíèòü Np íà N̂p, à îáúåì ÿ÷åéêè a3
íà îáúåì ãðàíè÷íîé çîíû a3

− (a− 2∆l)3.
3

Â �îðìóëå (7) cNp (T ) � ýòî ìîëåêóëÿðíûå òåïëîåìêîñòè êàê �óíêöèè îò òåìïåðàòóðû T . Ìîëåêóëÿðíóþ

òåïëîåìêîñòü ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìîëÿðíóþ êàê cNp (T ) = cνp(T )NA, ãäå NA � ýòî ÷èñëî Àâîãàäðî.
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Â �îðìóëàõ (8) è (9) �óíêöèè ξ(x) = σ(x) · x è µ(x) = σ(−x) · x çàäàþòñÿ ëèáî ñ ïîìîùüþ

�óíêöèè Õåâèñàéäà σ(x), ëèáî ÷åðåç ñèãìîèäó σc(x) = 1/(1 + e−x/c) ïðè c→ 0 è c > 0.

Ïîòîê Emig
(z,x,y)
p, d (t) ìîëåêóë p èç ÿ÷åéêè (z, x, y) ïî íàïðàâëåíèþ d ìîæåò áûòü âû÷èñëåí


 ïîìîùüþ ñëåäóþùåé �îðìóëû (âûâîä �îðìóëû ñì. â ðàáîòå [6℄):

Emig
(z,x,y)
p, d =

3 ·N
(z,x,y)
p · rp

16 · tr · a
+

∆d,p
(z,x,y) · ρ

N
p (T )

M d
(z,x,y) · tr

. (10)

Âåëè÷èíà M d
(z,x,y) â �îðìóëå (10) ðàâíà ÷èñëó ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìîëåêóë, êîòîðûå â ìîìåíò

âðåìåíè t ðàñïîëîæåíû â îäíîé èç äâóõ ÿ÷ååê: ëèáî â (z, x, y), ëèáî â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå d(z, x, y):

M d
(z,x,y) =

{

1, åñëè N
(z,x,y)
i = N

d(z,x,y)
i = 0 (∀i);

∣

∣

∣

{

i | N
(z,x,y)
i > 0 ∨N

d(z,x,y)
i > 0

}∣

∣

∣
, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáìåí âåùåñòâîì ïðîèñõîäèò ìåæäó ãðàíè÷íûìè îáëàñòÿìè

ÿ÷ååê, ÷åé ëèíåéíûé ðàçìåð ðàâåí ∆l. Äëÿ îöåíêè äè��óçèè òåïëà Dif
(z,x,y)
T ìû âîñïîëüçóåìñÿ

èíòåãðàëüíîé �îðìîé çàêîíà òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå (âûâîä ñì. â ðàáîòå [7℄):

Dif
(z,x,y)
T =

a2 · χ(z,x,y)

∆l · C(z,x,y)
·
∑

d

χd(z,x,y)T
d(z,x,y) − T (z,x,y)

χd(z,x,y) + χ(z,x,y)
. (11)

Â óðàâíåíèè (11) âåëè÷èíà C(z,x,y)
� ýòî òåïëîåìêîñòü ÿ÷åéêè (z, x, y), à êîý��èöèåíò χ(z,x,y)

çàäàåò ñðåäíþþ òåïëîïðîâîäíîñòü ÿ÷åéêè (z, x, y), è åãî ìîæíî ïðèìåðíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ

�îðìóëó âçâåøåííîãî óñðåäíåíèÿ, êàê

χ(z,x,y) =

∑

p
χp(T ) ·N

(z,x,y)
p /ρp(T )

∑

p
N

(z,x,y)
p /ρp(T )

. (12)

Â �îðìóëå (12) êîý��èöèåíòû χp(T ) � ýòî êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ äàííûõ

âåùåñòâ, êîòîðûå ïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè �óíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè îò òåìïåðàòóðû.

Âûðàæåíèå äëÿ êîíâåêöèè òåïëà ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êîý��èöèåíòîâ Emig, êîòî-
ðûå äàþò îöåíêó áàëàíñó äè��óçèè âåùåñòâà (ïîäðîáíûé âûâîä ñì. â ðàáîòå [7℄):

Con
(z,x,y)
T =

1

C(z,x,y)
·
∑

m

cNm ·
∑

d

(

T d(z,x,y) − T (z,x,y)
)

·
(

Emig
d(z,x,y)

m, d
− Emig

(z,x,y)
m, d

)

. (13)

Êîý��èöèåíò ∆d,p
(z,x,y) â �îðìóëå (10) äàåò îöåíêó îòíîñèòåëüíîé çàïîëíåííîñòè ãðàíè÷íûõ

îáëàñòåé ÿ÷ååê (z, x, y) è d(z, x, y) ìîëåêóëàìè p îòäåëüíî îò îñòàëüíûõ òèïîâ ìîëåêóë:

∆d,i
(z,x,y) =

∆d
(z,x,y) · N̂

(z,x,y)
i

∑

N̂p>0

N̂
(z,x,y)
p

. (14)

Êîý��èöèåíò ∆d
(z,x,y) â �îðìóëå (14) ââîäèòñÿ

4

äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåé çàïîëíåííîñòè ãðàíè÷-

íûõ îáëàñòåé ÿ÷ååê (z, x, y) è d(z, x, y) ñâåðõ äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ (∆l · a2):

∆d
(z,x,y) = ξ

(

max
{

Ld
(z,x,y), L

d
d(z,x,y)

}

−∆l · a2
)

· sign
(

Ld
(z,x,y) − Ld

d(z,x,y)

)

. (15)

4

Â êà÷åñòâå sign èñïîëüçóåòñÿ ëèáî �óíêöèÿ çíàêà, ëèáî ïðèáëèæåííàÿ ê íåé signc(x) = (2/π) · arctan (x/c).
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Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò ∆d
(z,x,y) ââîäèòñÿ äëÿ ñòàáèëèçàöèè ïðåäñêàçà-

íèé ìîäåëè ïðè æåñòêèõ óñëîâèÿõ: áîëüøèå êîý��èöèåíòû äè��óçèè, àêòèâíîå âûäåëåíèå

òåïëà â õîäå ðåàêöèé è òàê äàëåå. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êîý��èöèåíò ∆d
(z,x,y) ìîæíî ïðèíó-

äèòåëüíî ïîëàãàòü ðàâíûì íóëþ, �àêòè÷åñêè èñêëþ÷àÿ âòîðîå ñëàãàåìîå èç óðàâíåíèÿ (10).

Âåëè÷èíà Ld
(z,x,y) èç �îðìóëû (15) çàäàåò îáúåì, êîòîðûé äîëæíû áûëè áû çàíèìàòü ìî-

ëåêóëû â ãðàíè÷íîé îáëàñòè ÿ÷åéêè (z, x, y) ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ îáìåíà ñ ñîñåäíåé ÿ÷åéêîé

ïî íàïðàâëåíèþ d:

Ld
(z,x,y) = V

(z,x,y)
L − δV

(z,x,y)
L + δV

d(z,x,y)
L . (16)

Âåëè÷èíà V
(z,x,y)
L èç (16) � ýòî òåêóùàÿ

5

çàïîëíåííîñòü ãðàíè÷íîé îáëàñòè ÿ÷åéêè (z, x, y):

V
(z,x,y)
L =

∑

p

N̂ (z,x,y)
p

/(

ρp(T ) · k(z, x, y)
)

. (17)

Âåëè÷èíà δV
(z,x,y)
L (t) � ýòî ïîòåíöèàëüíûé îáùèé ïðèðîñò îáúåìà ìîëåêóë èç ãðàíè÷íîé çîíû:

δV
(z,x,y)
L = δV

(z,x,y)
F (t) + δV

(z,x,y)
M (t). (18)

Ñëàãàåìîå δVF îòâå÷àåò çà ïðèðîñò îáúåìà â ðåçóëüòàòå ðåàêöèé â ãðàíè÷íîé çîíå:

δV
(z,x,y)
F =

∑

p

F (z,x,y)
p

/(

ρp(T ) · k(z, x, y)
)

. (19)

Âòîðîå ñëàãàåìîå δV
(z,x,y)
M (t) â �îðìóëå (18) îòâå÷àåò çà ïðèðîñò îáúåìà â ðåçóëüòàòå îáìåíà

ìîëåêóëàìè ñ ãðàíè÷íîé çîíîé ñîñåäíåé ÿ÷åéêè d(z, x, y):

δV
(z,x,y)
M (t) =

∑

p

3

16
·N (z,x,y)

p ·
rp

a · ρp(T )
. (20)

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà βp â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) ìû ââîäèì óïðîùàþùåå ïîëîæåíèå, ÷òî ðàçìå-

øàííûìè áóäóò ñ÷èòàòüñÿ ìîëåêóëû, êîòîðûå ñìåñòèëèñü íà ðàññòîÿíèå a/2 â ðàìêàõ ÿ÷åéêè.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñâÿçè r =
√

2Dtsp , ìû ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ âðåìåíè tsp = a2/(4D).

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè çà ýòî âðåìÿ ðàñòâîðèòñÿ (1 − c) ïðîöåíòîâ îò èñõîäíûõ N̂i(0), ãäå
0 < c≪ 1. �àññìàòðèâàÿ ñëó÷àé îäíîé ëèøü âíóòðåííåé äè��óçèè â ðàìêàõ îòäåëüíîé ÿ÷åéêè,
ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëåííîñòåé N̂p(t):

N̂p(t) = N̂p(0) · e
−βpt.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó �îðìóëó íàøè äàííûå N̂p(tsp) = (1− c) · N̂p(0) è tsp = a2/(4D), ìû ïîëó÷àåì

â ðåçóëüòàòå îöåíêó äëÿ ïàðàìåòðà βp:

βp =
4D

a2
log
(

c−1
)

= log
(

c−
4D
a2

)

. (21)

� 2. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè

Íà ïðàêòèêå ñðåäè âñåõ ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ÷àùå âñåãî èñïîëü-

çóþòñÿ ìîäåëè ñ ðàçìåðíûìè êîíñòàíòàìè (ñì. ïðèìåðû â [1,2℄). Ìû ðàññìîòðèì ñâÿçü ìîäåëè

(1)�(20) è ìîäåëè ñ ðàçìåðíûìè êîíñòàíòàìè íà îñíîâå äâóõ ïðèìåðîâ ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé.

5k(z, x, y) � ýòî ÷èñëî ãðàíè÷íûõ çîí ó ÿ÷åéêè (z, x, y).
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Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì íåîáðàòèìóþ ðåàêöèþ ïðåâðàùåíèÿ B → C ïðè T = const. Åñëè
â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ ìîëÿðíûå êîíöåíòðàöèè [p](t) = νp(t)/V , òî ìû ìîæåì

çàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ìîäåëè ñ ðàçìåðíîé êîíñòàíòîé k äëÿ äàííîé èäåàëèçèðîâàííîé
ðåàêöèè:

d[C]

dt
= k · [B] · e

(

− E+

R·T

)

, [k] =

[

1

sec

]

.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ÷èñëåííîñòü ìîëåêóë ðàâíà NC(t) = νC(t) ·NA = [C](t) ·NA ·V , è îáîçíà÷èâ
ìîëÿðíóþ ïëîòíîñòü âåùåñòâà B çà ρνB , ìû ìîæåì çàïèñàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ (1)�(20)

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ äàííîé ðåàêöèè (ïîëàãàåì H = L = W = 1):

d[C]

dt
= v+ ·

[B]2

ρνB
· e

(

− E+

R·T

)

.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñâÿçè äëÿ êîíñòàíòû k è ñêîðîñòè v+:

v+ = k · ρνB/[B].

Ïî îïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ k ââîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íûõ ìîëÿðíûõ êîí-

öåíòðàöèé ðåàãåíòîâ ([B] = 1). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå v+ = k · ρνB.

Êîíêðåòíàÿ ðåàêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò áëèçêà ê èäåàëèçèðîâàííîé ñõåìå ïðèìåðà 1, � ýòî ðåàêöèÿ

äèññîöèàöèè ïåðîêñèäà âîäîðîäà H2O2 → 2OH ïðè óñëîâèè ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè â ãàçîâîé

�àçå. Äàííûå î ðàçìåðíîé êîíñòàíòå (k = 1013 1/
) äëÿ ýòîé ðåàêöèè ïðèâåäåíû â [2, ñ. 139℄.

Ïëîòíîñòü ïåðîêñèäà âîäîðîäà äëÿ æèäêîé �àçû: ρH2O2 = 1.44 · 10−9
ã/ì

3
, à ìîëåêóëÿðíàÿ

ìàññà ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî MH2O2 = 34.01 ã/ìîëü.

H2O2 → 2OH : v+ ≈
k · ρH2O2

MH2O2

≈ 4.223 · 102
1

c
.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì íåîáðàòèìóþ ðåàêöèþ ñèíòåçà B + C → D äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ T = const. Åñëè â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ ìîëÿðíûå êîíöåíòðàöèè,

òî ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñ ðàçìåðíûìè êîíñòàíòàìè k:

d[D]

dt
= k · [B] · [C] · e

(

− E+

R·T

)

, [k] =

[

m3

mol · sec

]

.

Óðàâíåíèÿ ìîäåëè (1)�(20) äëÿ äàííîé ðåàêöèè ïîñòðîèì òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ H = L = W = 1:

d[D]

dt
= v+ ·

(

[B]

ρνB

)

·

(

[C]

ρνC

)

· e

(

− E+

R·T

)

·min([B], [C]).

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñâÿçè äëÿ êîíñòàíòû k è ñêîðîñòè v+ âèäà

v+ = k · ρνB · ρ
ν
C/min([B], [C]). (22)

Ïî îïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ k ââîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íûõ ìîëÿðíûõ êîí-

öåíòðàöèé ðåàãåíòîâ ([B] = [C] = 1). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå v+ = k · ρνB · ρ
ν
C .

Êîíêðåòíàÿ ðåàêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò áëèçêà ê èäåàëèçèðîâàííîé ñõåìå ïðèìåðà 2, � ýòî ðåàêöèÿ

ðåêîìáèíàöèè áóòàíà C2H5 + C2H5 → C4H10 â ãàçîâîé �àçå. Â ðàáîòå [2℄ íà ñ. 138 äëÿ ýòîé

ðåàêöèè ïðèâåäåíû äàííûå î ðàçìåðíîé êîíñòàíòå k = 3.5 · 1011 ìîëü/
, à ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà

ýòèëîâîé ãðóïïû C2H5 ðàâíàMC2H5 = 29.05 ã/ìîëü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ýòèëîâîé ãðóïïû
C2H5 â æèäêîé �àçå ìîæåò áûòü ïðèìåðíî îöåíåíà êàê ρC2H5 ≈ 0.56 · 10−9

ã/ì

3
, ïîëó÷àåì

C2H5 + C2H5 → C4H10 : v+ ≈ k ·

(

ρC2H5

MC2H5

)2

≈ 13 · 10−10 1

c
.
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Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ïðèìåð èäåàëèçèðîâàííîé ðåàêöèîííîé ñèñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà:

� Ñõåìà ðåàêöèè v+ E+ v− E−

1 A+ C → B +D 200 350 0 300

2 B +C → I1 25 250 0 210

3 B + I1 → 3B 2000 210 0 200

4 D + E → C + F 80 300 0 340

5 B +D → I2 +D 20 100 0 110

6 I2 + F → C + F 2000 110 0 120

7 C + F → I3 20 200 0 230

8 C + I3 → 2B + E 80 230 0 240

.

Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè âñå ïëîòíîñòè ρp = 1 è òåïëîåìêîñòè cp = 1 äëÿ âñåõ âåùåñòâ,

à òàêæå çà�èêñèðóåì H = L = W = 1, V = a3 = 5100, T (0) = 40, NA = NC = 2000 è NE = 1000.
Êèíåòè÷åñêèå êðèâûå, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû äëÿ äàííîãî ïðèìåðà, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 1.

0

2

20

4 6
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5

15

8 10

N × 100

t

NB
NC

ND

NENA

NF

�èñ. 1. Ïðèìåð êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé äëÿ çàìêíóòîé ðåàêöèîííîé ñèñòåìû

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìîòðåííîé ðåàêöèîííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèé

õàðàêòåð â êîëåáàíèÿõ ÷èñëåííîñòåé NC è NB ïåðåä âûõîäîì íà ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäó-

åò îòìåòèòü, ÷òî òàêîå êîëåáàíèå íàáëþäàåòñÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé

è ïîëíîñòüþ ñáàëàíñèðîâàííîé ïî ïîòðåáëåíèþ è âûäåëåíèþ òåïëîâîé ýíåðãèè.

Åñëè ìû äîïóñòèì, ÷òî çà îêðàñêó ðàñòâîðà îòâå÷àåò ìàêñèìóì êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, òî,

âûáðàâ H = 1 è L = W = 10, ìû ïîëó÷èì êàðòèíó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 2 (Dp = 100
äëÿ âñåõ âåùåñòâ).

�èñ. 2. Ñìåíà äîìèíèðóþùåé êîíöåíòðàöèè â ðàñòâîðå

Çàìå÷àíèå 2. �ëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà

6

åãî

÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Îäíàêî èñïîëüçîâàòü ïîäîáíóþ ìîäåëü â çàäà÷àõ, êîãäà òðåáóþòñÿ òî÷-

íûå êîëè÷åñòâåííûå ïðåäñêàçàíèÿ, íå ðåêîìåíäóåòñÿ (îöåíêà òî÷íîñòè äàíà â [8℄).

6

Ïðè óñëîâèè, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü êîìïåíñàöèþ ïåðåïîëíåíèÿ è ìîæíî ïîëîæèòü ∆d = 0.
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Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçóÿ ìîäåëü (1)�(20), ìîæíî ïðè æåëàíèè ïîñòðîèòü ïðèìåðû ñî ñëîæíûìè êîí�èãó-

ðàöèÿìè è äèññèïàòèâíûìè ñòðóêòóðàìè â ïðîñòðàíñòâå (ïðèìåðû ñì. â [9℄ è [10℄). Îäíàêî äëÿ

ýòîãî ïðèäåòñÿ äîïóñòèòü îáìåí âåùåñòâà ñ âíåøíåé ñðåäîé, à òàêæå ñäåëàòü êîý��èöèåíòû

äè��óçèè Dp ðàçëè÷àþùèìèñÿ íà ïîðÿäîê äëÿ ðàçíûõ âåùåñòâ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ñäåëàòü

êàòàëèçàòîðû ìàëîïîäâèæíûìè, òî âîêðóã èõ ñêîïëåíèé áóäóò îáðàçîâàíû ðåàêöèîííûå çîíû.

Êàê ýòî óæå áûëî îòìå÷åíî, îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ðàññìîòðåííîé ìîäåëè (1)�(20) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòîòà åå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Íî íå ìåíåå âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âìåñòî ñèñòåìû â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ òàêæå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìèêè ìåòîäàìè òåîðèè äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáùèå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òàê

è ÷àñòíûå, êîòîðûå ââîäÿòñÿ äëÿ îòäåëüíîé ÿ÷åéêè èëè ãðóïïû ÿ÷ååê. Äðóãèì âàæíûì ïðåèìó-

ùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè ñ ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèé âïëîòü äî óðîâíÿ îòäåëüíûõ ÿ÷ååê.

Êàê âàðèàíò, â óðàâíåíèÿõ ìîäåëè âìåñòî ÷èñëåííîñòåé Np ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîëè÷å-

ñòâî âåùåñòâà νp = Np/NA, ìîëÿðíûå êîíöåíòðàöèè [p] = νp/a
3
, ìîëåêóëÿðíûå êîíöåíòðàöèè

[pN ] = Np/a
3
èëè îáúåìíûå äîëè [p]d = νp/(a

3ρνp) = Np/(a
3ρNp ). Òàê, íàïðèìåð, åñëè òðåáóåòñÿ

ïåðåéòè ê νp = Np/NA, òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèé (1) íà ÷èñëî

Àâîãàäðî NA è çàìåíèòü â îñòàëüíûõ óðàâíåíèÿ Np = νp · NA è òî æå ñàìîå äëÿ ÷èñëåííî-

ñòåé N̂p.

Òàêæå ìîæíî ïîñòðîèòü îáîáùåíèå ìîäåëè íà ñëó÷àé èçâåñòíîãî ëàìèíàðíîãî ïîòîêà âåùå-

ñòâà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîäîáíîå îáîáùåíèå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîäåëü

áûëà ïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåìå-

øèâàíèå ðåàãåíòîâ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ôàêòè÷åñêè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàòü

èçâåñòíîå âåêòîðíîå ïîëå, çàäàþùåå äâèæåíèå âåùåñòâà, ê ïîòîêàì ÷åðåç ãðàíèöû ÿ÷ååê.
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The paper 
onsiders a model of 
hemi
al kineti
s for whi
h the derivation of equations does not rely on the

law of mass a
tion, but is rather based on su
h prin
iples as geometri
 probability and joint probability. For

this model a generalization is 
onstru
ted for the 
ase of rea
tion-di�usion systems in heterogeneous medium,

with respe
t to the 
onve
tive and di�usive transfer of heat. The 
onstru
tion of this generalization is 
arried

out by an alternative methodology, whi
h is based fully on systems of ordinary di�erential equations, without

a transition to partial derivatives. The des
ription of this new method is a bit similar to the �nite volume

method, ex
ept that it uses statisti
al simplifying positions and geometri
 probability to des
ribe di�usion

pro
esses. Su
h approa
h allows us to greatly simplify the numeri
al implementation of the resulting model, as

well as to simplify its quantitative analysis by dynami
al systems theory methods. Moreover, the e�
ien
y of

parallel implementation of the numeri
al method is in
reased for the resulting model. In addition, the author


onsiders an appli
ation of this model for the des
ription of some example rea
tion with quasi-periodi


regime, as well as an algorithm for the transition from standard models with dimensional kineti
 
onstants

to its formalism.
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