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1

�àññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêà è òåñòîâûå ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäûõ òåë

ïðîèçâîëüíîé �îðìû â ðàìêàõ äèñêðåòíî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè äèñêðåòèçàöèè èñïîëüçó-

åòñÿ îïèñàíèå òåë ïðîèçâîëüíîé �îðìû, ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ-ñ�åð, æåñòêî ñâÿçàííûõ ìåæäó

ñîáîé. Àãëîìåðàòû ñòðîèëèñü íà íåñêîëüêèõ ñåòêàõ ñ ðàçíîé ðàçìåðíîñòüþ, ÷òî ïîçâîëèëî îöåíèòü

âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ïðè ïîñòðîåíèè àãëîìåðàòîâ ñ�åð è ãëàäêîñòè ïîëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåä-

ñòàâëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ àãëîìåðàòà ñ�åð îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íà ìîäè�èöèðîâàííîé ñõåìå Âåðëå. Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

ñ�åðàìè îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå êîíòàêòíîé ìîäåëè �åðöà�Ìèíäëèíà ñ ó÷åòîì âÿçêîãî äåìï�èðîâà-

íèÿ. Òåñòèðîâàíèå ìåòîäà ïðîâîäèëîñü íà çàäà÷å âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñ�åð. Âû÷èñëÿëèñü òðàåêòîðèè

äâèæåíèÿ ñ�åð, ïðåäñòàâëåííûå àãëîìåðàòîì ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâà-

ëèñü ñî ñëó÷àåì äâèæåíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ�åð â îäíî÷àñòè÷íîì ïðèáëèæåíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äèíàìèêà òâåðäûõ òåë, ìåòîä äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ,

àãëîìåðàò ñ�åð.

Ââåäåíèå

Ïåðñïåêòèâíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî

òâåðäîãî òåëà, àêòèâíî ðàçâèâàþùèìèñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ÿâëÿþòñÿ áåññåòî÷íûå ìåòîäû:

ìåòîä äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ÌÄÝ (DEM � dis
rete element method) è åãî ìîäè�èêàöèè [1℄,

ìåòîä ãèäðîäèíàìèêè ñãëàæåííûõ ÷àñòèö (SPH � Smoothed-parti
le hydrodynami
s) [2, 3℄, ìå-

òîä àíàëèçà ðàçðûâíûõ äå�îðìàöèé (DDA � Dis
ontinuous Deformation Analysis) [4℄. Ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè äâèæåíèÿ ìíîãèõ òåë ñ áîëüøèìè ïåðåìåùåíèÿìè è âðàùåíèÿìè îïðåäåëåíèå êîí-

òàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé è êîíòàêòíûõ ñèë çàíèìàåò îñíîâíóþ ÷àñòü âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò

àíàëèçà.

ÌÄÝ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äå�îðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ãðàíóëèðîâàí-

íûõ è ñëàáîñâÿçàííûõ ñðåäàõ, âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí è ðàññìîòðåí â ñòàòüå [5℄. Âîçìîæíîñòè

ÌÄÝ ïîñòîÿííî ðàñøèðÿþòñÿ [6℄. Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÌÄÝ äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñîóäàðåíèÿ îãðàíè÷èâàëèñü ðàññìîòðåíèåì âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö

ïðîñòåéøåé ñ�åðè÷åñêîé �îðìû. Îäíàêî òåëî ñëîæíîé �îðìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìíîæå-

ñòâîì ýëåìåíòîâ-ñ�åð, æåñòêî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü èõ ìóëüòè-

ñ�åðíûì àãëîìåðàòîì. Â äèíàìèêå âçàèìîäåéñòâèé áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî âíåøíèå êîí-

òàêòû àãëîìåðàòîâ. Âíóòðåííèå êîíòàêòû ìåæäó ñ�åðàìè, âõîäÿùèìè â àãëîìåðàòû, íå ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ. Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ñ�åðû â àãëîìåðàòàõ ìîãóò èìåòü ïåðåêðûòèÿ áåç êîíòàêòíî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå ñ�åð â àãëîìåðàòàõ îñòàåòñÿ

íåèçìåííûì, ò. å. àãëîìåðàòû îñòàþòñÿ æåñòêèìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ïðåäñòàâëåíèÿ òåëà ïðîèçâîëüíîé �îðìû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ìåòîäå äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ

è îöåíêè âëèÿíèÿ àïïðîêñèìàöèè �îðìû òåëà ïîëèñ�åðè÷åñêèìè àãëîìåðàòàìè. Îäèí èç òà-

êèõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ àãëîìåðàòà ñ�åð èç âîêñåëüíûõ äàííûõ, èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå,

ðàññìîòðåí â [7℄.

�àáîòà íàïðàâëåíà íà îöåíêó âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ìóëü-

òèñ�åðíîãî àãëîìåðàòà ñëîæíîé �îðìû, íà åãî äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ. ×èñëåííûé ýêñ-

ïåðèìåíò ïðîèçâîäèëñÿ íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ñîóäàðåíèÿ ìóëüòèñ�åðíûõ àãëîìåðàòîâ,

ñîñòîÿùèõ èç ðàçíîãî ÷èñëà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå êîìïëåêñíîé ïðîãðàììû ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò � 15�7�1�11).
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� 1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Â ÌÄÝ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ ïî ÿâíûì ñõåìàì äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà ÷àñòèö.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îïðåäåëåíû ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà è ìîìåíò, ïîëó÷åííûå ïðè ñóììèðî-

âàíèè âñåõ ñèë è ìîìåíòîâ, âûçâàííûõ êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè è åå

êîíòàêòèðóþùèìè ñîñåäÿìè. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå öåíòðà ìàññ àãëî-

ìåðàòà

üt = Fc/mc + g.

mc � ìàññà ìóëüòèñ�åðíîãî àãëîìåðàòà, Fc � ñóììàðíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñ�åðû.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëüçóåì ñõåìó Âåðëå

üt ∼=
ut−∆t − 2ut + ut+∆t

(∆t)2
,

èç êîòîðîé ìîæíî âûðàçèòü

ut+∆t = 2ut − ut−∆t + üt(∆t)2 = ut +∆t

(

ut − ut−∆t

∆t
+ üt∆t

)

. (1.1)

Êàê ïðàâèëî, ut−∆t
åùå íå èçâåñòíî (èçâåñòíî òîëüêî ut). Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü íà

ïîëóøàãå t−∆t/2 ìîæíî çàïèñàòü êàê

u̇t−∆t/2 ≃
ut − ut−∆t

∆t
,

òî åñòü ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íà øàãå t−∆t èçâåñòíà. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó àïïðîêñèìàöèþ â ïðàâóþ

÷àñòü (1.1), âû÷èñëèì

ut+∆t = ut +∆t
(

u̇t−∆t/2 + üt∆t
)

.

Òîãäà

u̇t+∆t/2 ≃ u̇t−∆t/2 + üt(∆t),

òàêèì îáðàçîì, ïåðâûì âû÷èñëÿåòñÿ òåêóùåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè u̇t+∆t/2
, êîòîðàÿ äîëæíà

áûòü èçâåñòíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè íà ñëåäóþùåì øàãå (òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå

u̇t−∆t/2
), çàòåì íàõîäèòñÿ ïåðåìåùåíèå äëÿ ñëåäóþùåãî âðåìåííîãî øàãà ut+∆t

:

ut+∆t = ut + u̇t+∆t/2(∆t).

Òàêèì æå îáðàçîì èíòåãðèðóþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå óãëîâûå ñêîðîñòè.

1.1. Âû÷èñëåíèå âðàùåíèÿ äëÿ ìóëüòèñ�åðíîãî àãëîìåðàòà

Âû÷èñëåíèå ïîâîðîòà àãëîìåðàòà ñ�åð çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì âû÷èñëåíèå åãî ïîëîæå-

íèÿ, òàê êàê îòñ÷åòíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íå èíåðöèàëüíàÿ. �àññìîòðèì ïîâîðîò àãëîìåðàòà

â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (̃·), ãäå ìàòðèöà èíåðöèè I äèàãîíàëüíàÿ.
Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ àãëîìåðàòà ÷àñòèö èìåþò âèä

Ti = Iiiω̇i + (Ikk − Ijj)ωjωk, (1.2)

ãäå ω̇i, ωi � âåêòîðû óãëîâûõ óñêîðåíèÿ è ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî, à i, j, k ∈ {1, 2, 3}.
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ îäèí ñàìûõ ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëå-

ðà âèäà (1.2). Ìåòîä îñíîâàí íà ìîäè�èêàöèè ñõåìû Âåðëå ñ ïåðåøàãèâàíèåì è ïðèìåíåíèåì

ìåòîäà ¾ïðåäèêòîð�êîððåêòîð¿ [8,9℄. Ìåòîä Âåðëå íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí çäåñü íåïîñðåä-

ñòâåííî, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1.2) çàâèñèò îò ω.
Êàæäûé àãëîìåðàò èìååò ñâîþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, îáðàçîâàííóþ ãëàâíûìè îñÿ-

ìè. Îðèåíòàöèþ àãëîìåðàòà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäîáíî çàäàâàòü

ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíà q = (q0, q1, q2, q3) [9, 10℄. Ïðåäñòàâèì âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ÷åðåç
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êâàòåðíèîí ñ íóëåâîé ñêàëÿðíîé ÷àñòüþ qω = (0, ωx, ωy, ωy). Ôîðìóëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ

êâàòåðíèîíà ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè êâàòåðíèîíà ñ âåêòîðîì óãëîâûõ ñêîðîñòåé ω:

q̇t =
1

2
ωqt. (1.3)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â (1.3) óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω ïðåäñòàâëåíà â ïðîåêöèÿõ íà îñè îòñ÷åòíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îðèåíòàöèþ àãëîìåðàòà â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî îïðåäåëèòü

÷åðåç êâàòåðíèîí qt, êîòîðûé ïðåäñòàâèì è êàê ìàòðèöó âðàùåíèÿ A.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàê

ṽ = qvq∗ = Av, ãäå q∗ � ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí; A � ìàòðèöà ïîâîðîòà, êîòîðàÿ èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

A =





q20 + q21 − q22 − q23 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)
2(q1q2 − q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q1q3 + q0q1)
2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 − q0q1) q20 − q21 − q22 + q23



.

Â ñâîþ î÷åðåäü, êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç óãëû Ýéëåðà

q0 = cos
1

2
θ cos

1

2
(φ+ ψ), q1 = sin

1

2
θ cos

1

2
(φ− ψ),

q2 = sin
1

2
θ sin

1

2
(φ− ψ), q3 = cos

1

2
θ sin

1

2
(φ+ ψ),

à θ,φ,ψ � óãëû Ýéëåðà.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àãëîìåðàòà ñ�åð â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì èçâåñò-

íû: Ĩt � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èíåðöèè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; T t
� ìîìåíò èíåð-

öèè; qt � òåêóùàÿ îðèåíòàöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ êâàòåðíèîíîì (ýêâèâàëåíò ìàòðèöû ïîâîðîòà A);
ωt−∆t/2

� óãëîâàÿ ñêîðîñòü íà ïðîìåæóòî÷íîì øàãå; Lt−∆t/2
� âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ

íà ïðîìåæóòî÷íîì øàãå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óãëîâîìó ìîìåíòó è íà ïåðâîì øàãå ðàâíàÿ íóëþ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâûõ çíà÷åíèé òðåõ ïåðåìåííûõ Lt+∆t/2
, qt+∆t

, ωt+∆t/2
îïðåäåëèì óãëî-

âîé ìîìåíò è òåêóùóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü:

Lt = Lt−∆t/2 + T t

(

∆t

2

)

, L̃t = ALt,

Lt+∆t/2 = Lt−∆t/2 + T t∆t, L̃t+∆t/2 = ALt+∆t/2,

ω̃t =
L̃t

Ĩt
, ω̃t+∆t/2 =

L̃t+∆t/2

Ĩt
.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.3), ñâÿçûâàþùåãî q̇t è qt, ω̃t
ðàâåíñòâîì









q̇tw
q̇tx
q̇ty
q̇tz









=
1

2









qtw −qtx −qty −qtz
qtx qtw −qtz qty
qty qtz qtw −qtx
qtz −qty qtx qtw

















0
ω̃t
x

ω̃t
y

ω̃t
z









, (1.4)

ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êâàòåðíèîíà qt, èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðîèç-

âîäíûõ êâàòåðíèîíà è ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.4).

Ïîëó÷èì îöåíêó îðèåíòàöèè qt+∆t/2
ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ óãëîâîãî

ìîìåíòà íà ïîëóøàãå:

qt+∆t/2 = qt + q̇t
(

∆t

2

)

.

Âû÷èñëèì q̇t+∆t/2
÷åðåç qt+∆t/2

è ω̃t+∆t/2
àíàëîãè÷íî ñèñòåìå (1.4). Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåì

íîâóþ îðèåíòàöèþ è óãëîâóþ ñêîðîñòü:

qt+∆t = qt + q̇t+∆t/2∆t, ωt+∆t/2 = A−1ω̃t+∆t/2.

Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïîëîæåíèå ðàäèóñà-âåêòîðà ñ�åð àãëîìåðàòà.
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� 2. Âû÷èñëåíèå ñèë

Âûáîð �óíêöèè, îïèñûâàþùåé ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå êîíòàêòèðóþùèõ ñ�åð, ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç âàæíåéøèõ â ÌÄÝ. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñ�åðàìè èãðàåò òàêóþ æå ðîëü, ÷òî

è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû, îäíàêî åå ñòðóêòóðà íàìíîãî ïðîùå,

÷åì ó îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ.

PSfrag repla
ements

xi

xj

rj

ri

δnij

�èñ. 1. Âçàèìîäåéñòâèå ñ�åð ïðè äå�îðìàöèè

PSfrag repla
ements

uj

ui Fn
ij

F τ
ij

τij
ωi

ωj

�èñ. 2. Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå â òî÷êå êîíòàêòà

ìåæäó ñ�åðàìè ñ íîìåðàìè i è j

Â ìîäåëè äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ �îðìà ñ�åð íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè êîíòàêòà îñòà-

åòñÿ íåèçìåííîé, à ñòåïåíü èõ äå�îðìàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïåðåêðûòèÿ δnij ìåæäó
êîíòàêòèðóþùèìè ñ�åðàìè (ðèñ. 1). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð òàêîãî ïåðåêðûòèÿ

íàìíîãî ìåíüøå ðàçìåðîâ ñàìèõ ÷àñòèö. Â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöà-

ìè ïðèâîäèò ê èõ äå�îðìàöèè è èñêàæåíèþ �îðìû, è äëÿ ýòîãî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî �îðìà ñ�åð

íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè êîíòàêòà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, íî äîïóñêàþòñÿ èõ ïåðåêðûòèÿ

â íîðìàëüíîì è êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, ñîñòàâëÿþùèå êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ íîðìàëüíîé Fn
ij

è êàñàòåëüíîé F τ
ij ñèëàìè (ðèñ. 2). Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå â òî÷êå êîíòàêòà ìåæäó ñ�åðàìè

ñ íîìåðàìè i è j ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíîé �îðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fij = Fn
ij · nij + F τ

ij · τij = (Fn,e
ij + Fn,v

ij ) · nij + (F τ,e
ij + F τ,v

ij ) · τij,

ãäå Fn
ij è F

τ
ij � íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòû êîíòàêòíîé ñèëû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ñîñòîèò èç âÿçêîé F ∗,v
è óïðóãîé F ∗,e

ñèë, èõ âû÷èñëåíèå ðàññìîòðåíî íèæå è îïðåäåëÿåòñÿ

â äàííîì ñëó÷àå íà îñíîâå êîíòàêòíîé ìîäåëè �åðöà�Ìèíäëèíà [11℄; nij � åäèíè÷íûé âåêòîð,

îïðåäåëÿþùèé ïëîñêîñòü êîíòàêòà ìåæäó äâóìÿ ñ�åðàìè, à èìåííî âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêî-

ñòè ïåðåñå÷åíèÿ ñ�åð; τij � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé ïëîñêîñòè êîíòàêòà. Â äàííîé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè êîíòàêòà ñ âÿçêîóïðóãèì âçàèìîäåéñòâèåì êîíòàêòèðóþùèõ

òåë.

� 3. Êîíòàêòíàÿ ìîäåëü �åðöà�Ìèíäëèíà

Óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå ñ�åð ñîñòîèò èç íîðìàëüíîé (3.1) è êàñàòåëüíîé (3.2) êîìïîíåíò

è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fn,e
ij =

4

3
Eij

√

Rij(δ
n
ij)

3/2,
1

Eij
=

1− ν2i
Ei

+
1− ν2j
Ej

, (3.1)

F τ,e
ij = 8Gij

√

Rijδnijδ
τ
ij ,

1

Gij
=

2− νi
Gi

+
2− νj
Gj

, (3.2)

ãäå 1/Rij = 1/ri +1/rj , δ
n
ij è δ

τ
ij � ïåðåêðûòèÿ â íîðìàëüíîì è êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ; Ei,

Gi, νi � ìîäóëü Þíãà, ìîäóëü ñäâèãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà äëÿ i-îé ñ�åðû ñîîòâåòñòâåííî.
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Îïðåäåëèì ïåðåêðûòèå ñ�åð ïî íîðìàëè δnij êàê

δnij = (ri + rj)− lij > 0,

ãäå lij � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö. Â ïðèðàùåíèÿõ ïî âðåìåíè △t âûðàæåíèå äëÿ
ïðèðàùåíèÿ △δnij �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

△δnij = −△lij .

Ïðèðàùåíèå êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

△δτij = (△ui −△uj) · τij,

ãäå âåêòîð tij íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòèö â ïëîñêîñòè êîíòàêòà;
△ui è △uj � ïðèðàùåíèÿ ñìåùåíèé ÷àñòèö.

Âÿçêîå âçàèìîäåéñòâèå, òàê æå êàê è óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå, ñîñòîèò èç íîðìàëüíîé (3.3)

è êàñàòåëüíîé (3.4) êîìïîíåíò [12℄, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fn,v
ij = ηnu̇n, (3.3)

F τ,v
ij = ητ u̇τ , (3.4)

ãäå ηn, ητ � êîý��èöèåíòû äåìï�èðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìûå êàê

ηn = 2
√

m · 2Eijδnij
√

Rijζ
n, ητ = 4

√

m · 2Gijδnij
√

Rijζ
τ ,

à ζn è ζτ � ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå äåìï�èðîâàíèå. ×èñëåííîå äåìï�èðîâàíèå â êîíå÷íî-

ðàçíîñòíîé ñõåìå íå èñïîëüçîâàëîñü.

� 4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé: ñîóäàðåíèÿ äâóõ

ñ�åð è äâóõ àãëîìåðàòîâ ñ�åð, ñòîëêíîâåíèå àãëîìåðàòà è ñ�åðû. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ñî-

óäàðåíèè äâóõ ñ�åð/àãëîìåðàòîâ, êîòîðûì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåòñÿ ñêîðîñòü 2

ì/ñ ïî íàïðàâëåíèþ äðóã ê äðóãó. �àäèóñ ñ�åð è àãëîìåðàòîâ � 0.03 ìåòðà. Îíè íàõîäÿòñÿ

íà ðàññòîÿíèè äâóõ ìåòðîâ è íà âûñîòå 0.5 ìåòðà. Ìîäåëè ïîìåùåíû â áîêñ äëèíîé 4 ìåòðà.

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ ñ�åð è áîêñà (E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîý��èöèåíò

Ïóàññîíà è ρ � ïëîòíîñòü): 
�åðà/àãðåãàò � E = 105 Ïà, ν = 0.3, ρ = 500 êã/ì

3
; 
òåíêè

áîêñà � E = 1011 Ïà, ν = 0.3, ρ = 7800 êã/ì

3
.

Íà ðèñóíêå 3, a ïðåäñòàâëåíà îáúåìíàÿ ìîäåëü àãëîìåðàòà, ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíè-

åì àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â [7℄. Îáîçíà÷èì àãëîìåðàòû ñ�åð êàê P(dim,R), ãäå dim �

ðàçìåðíîñòü ñåòêè, íà êîòîðîé ñòðîèëàñü ìîäåëü, è R � ðàçðåæåííîñòü, çíà÷åíèå, õàðàêòå-

ðèçóþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ñ�åð â àãëîìåðàòå. Àãëîìåðàòû ñòðîèëèñü íà ñåòêàõ

ñ ðàçíîé ðàçìåðíîñòüþ è ðàçðåæåííîñòüþ. Ïðèìåðû ïðîåêöèè àãëîìåðàòîâ ñ ðàçìåðíîñòüþ

dim = 16 è R ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.

Íèæå (ñì. ðèñ. 3) ïðèâåäåíû àãëîìåðàòû P2 è P4 ñ ÷èñëîì ñ�åð 1639 è 747 ñîîòâåòñòâåííî,
çàâèñÿùèì îò ðàçðåæåííîñòè è ðàçìåðíîñòè àãëîìåðàòà. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçðåæåííîñòüþ R = 30, ïðè êîòîðîé âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû

áûëè äîñòàòî÷íî óìåðåííû, à òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ àãëîìåðàòîâ îñòàâàëàñü ñèììåòðè÷íîé. Èç

ïðîåêöèé âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ÷èñëî ðàçðåæåííîñòè R, òåì áîëüøå ñòðîèòñÿ ñ�åð è òî÷íåå

îïèñûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, îäíàêî ïîñòðîåíèå òàêîãî àãëîìåðàòà ñòàíîâèòñÿ áîëåå çàòðàòíûì

ïî âðåìåíè.

×òî êàñàåòñÿ �îðìû àãëîìåðàòà P4(16, 85), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îí, àãëîìåðàò, àñ�åðè÷åí
(ñì. ðèñ. 3, â). Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè Qr àãëîìåðàòîâ áûëà èñïîëüçîâàíà

ìåðà êà÷åñòâà, ââåäåííàÿ â [13℄. Äëÿ àãëîìåðàòà P2 ìåðà ãëàäêîñòè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Qr =
= 0.705, à äëÿ P4 � çíà÷åíèå Qr = 0.854. Ìåíüøåå çíà÷åíèå Qr ñîîòâåòñòâóåò áîëåå ãëàäêîé
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à) P2(16, 30) á) P2(16, 30) â) P4(16, 85)

�èñ. 3. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ àãëîìåðàòîâ äëÿ ñ�åðè÷åñêîãî òåëà

PSfrag repla
ements

pc|x0y pc|z0x

x

ñ�åðà

ñ�åðà

�èñ. 4. Ñîóäàðåíèå äâóõ ñ�åð

ïîâåðõíîñòè. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àãëîìåðàòîâ ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ìåðû

ãëàäêîñòè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðà�èêà ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ àãëîìåðàòîâ ïðè ñîóäàðåíèè

äðóã ñ äðóãîì è ñî ñòåíêàìè áîêñà, â êîòîðîì îíè íàõîäÿòñÿ.

Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåí ãðà�èê äâèæåíèÿ ñ�åð â äâóõ ïëîñêîñòÿõ. Íà÷àëüíîå ïîëîæå-

íèå äëÿ ñ�åð ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòàì (−1, 0, 0.5) è (1, 0, 0.5) äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ñ�åðû

ñîîòâåòñòâåííî. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñ�åðàì çàäàåòñÿ ñêîðîñòü 2 ì/ñ ïî íàïðàâëåíèþ äðóã

ê äðóãó. Ïîñëå ÷åãî ñ�åðû óäàðÿþòñÿ î íèæíåþ ñòåíêó áîêñà, çàòåì îòñêàêèâàþò è, ïîäëå-

òåâ íà îïðåäåëåííóþ âûñîòó, ñîóäàðÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Äàëåå îòëåòàþò â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ, ïðîäîëæàÿ äâèæåíèå äî óäàðà î áîêîâóþ ñòåíêó áîêñà, è èçìåíÿþò íàïðàâëå-

íèå. Ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â òå÷åíèå 5 ñåêóíä â äâóõ ïëîñêîñòÿõ. Íèæíÿÿ ïðÿìàÿ

ïîêàçûâàåò îòêëîíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ�åð ïî îñè y, à ïåðèîäè÷íî ïîâòîðÿþùàÿñÿ êðèâàÿ îïèñû-

âàåò äâèæåíèå ñ�åð ïî z. Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàí ãðà�èê äâèæåíèÿ àãëîìåðàòîâ P2(16, 30) ïðè

àíàëîãè÷íûõ ðèñóíêó 4 óñëîâèÿõ è òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàññû è ìîìåíòîâ èíåðöèè àãëîìå-

ðàòà ñ ïàðàìåòðîì h = 3 (ñì. [13℄). Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ îòêëîíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà

ìàññ ïî îñè y. Ïðè óâåëè÷åíèè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàññû (h = 7) îòêëîíåíèé ïî îñè y íå

íàáëþäàåòñÿ è ãðà�èêè ñîâïàäàþò ñî ñëó÷àåì äâóõ ñ�åð (ðèñ. 4).

Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ àãëîìåðàòîâ ïðîèçâîäèëîñü íà ñåòêàõ ñ ðàçíîé ðàçìåðíîñòüþ

è ðàçðåæåííîñòüþ, îäíàêî íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè ìåíüøåì R. Ïîýòîìó
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�èñ. 5. Ñîóäàðåíèå äâóõ àãëîìåðàòîâ ñ�åð P2(16, 30) (h = 3)

PSfrag repla
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x
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�èñ. 6. Ñîóäàðåíèå ñ�åðû è àãëîìåðàòà P2(16, 30) (h = 7)
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PSfrag repla
ements

pc|x0y pc|z0x

x

P4(16, 85) P2(16, 30)

�èñ. 7. Ñîóäàðåíèå àãëîìåðàòîâ P4(16, 85) è P2(16, 30) (h = 3)

â ñòàòüå â îñíîâíîì ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñ èñïîëüçîâàíèåì àãëîìåðàòà P2(16, 30). Ýòî ñâÿçàíî

êàê ñ òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, òàê è ñ âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè íà ïîñòðîåíèå

è ðàñ÷åò äâèæåíèÿ àãðåãàòîâ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ñ�åðû è àãëîìåðàòà P2(16, 30), ïðè h = 7 (ðèñ. 6), íà-

áëþäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ â òðàåêòîðèÿõ. Ïðè èçìåíåíèè òàíãåíöèàëüíîãî ïàðàìåòðà

äåìï�èðîâàíèÿ ζτ = 0.5 èçìåíåíèÿ â òðàåêòîðèÿõ åùå áîëåå çàìåòíû.

Ñëó÷àé ñòîëêíîâåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ àãëîìåðàòîâ P4(16, 85) è P2(16, 30), ãäå ìóëüòèñ�åð-
íûé àãëîìåðàò P4(16, 85) åùå ïîâåðíóò íà óãîë 90◦, ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 7. Ïðè èñïîëüçî-

âàíèè îäèíàêîâûõ àãëîìåðàòîâ P2(16, 30) è ïîâîðîòå îäíîãî èç íèõ íà 90◦ òåëà äâèãàþòñÿ òàê,

÷òî òîëüêî ïî îñè z âîçíèêàþò îòêëîíåíèÿ â àìïëèòóäå êîëåáàíèé. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåò-

ðîâ äåìï�èðîâàíèÿ è íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàññû íåñ�åðè÷åñêèõ àãëîìåðàòîâ

ñ ïàðàìåòðîì h = 3 òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ àãëîìåðàòîâ òàêæå íå ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó

ñëó÷àþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîèçâîëüíûõ òâåðäûõ òåë ìåòîäîì äèñêðåòíûõ ýëå-

ìåíòîâ âàæíî ó÷èòûâàòü ïàðàìåòðû ïîñòðîåíèÿ àãëîìåðàòîâ ñ�åð è ãëàäêîñòü ïîëó÷àåìîé

ïîâåðõíîñòè.
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A dis
rete element method for dynami
 simulation of arbitrary bodies
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The paper deals with the statement of a problem of dynami
 intera
tion of arbitrary solid bodies and its test

solutions in the 
ontext of dis
rete element modeling. For dis
retization we use des
ription of bodies with

arbitrary shapes, 
omposed of rigidly bound spheres. The 
lumps were built with di�erent 
hara
teristi
s,

whi
h allowed to estimate their in�uen
e on the pro
ess of 
lump 
onstru
tion and the smoothness of obtained

surfa
e. A system of equations of motion relative to global axes for a 
lump of spheres is presented. The for
es

of intera
tion between the spheres are determined based on the Hertz�Mindlin 
onta
t model with due a

ount

for vis
ous damping. A problem of intera
tion of two spheres was 
hosen as a test 
ase. Spheres' traje
tories


omposed of 
lumps of spheres were 
al
ulated. The results were 
ompared with the results for the 
ase of

motion and intera
tion of spheres in one-parti
le approximation.
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