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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ý��åêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ äëÿ çàäà÷ ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà ìíîæåñòâ äî-

ñòèæèìîñòè íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðàìêàõ

èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìî-

ñòè, îñíîâàííûé íà ïîøàãîâîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì óçëîâ ¾êóáè÷åñêèõ¿ ñåòîê äëÿ

àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ÝÂÌ àð-

õèòåêòóðû SMP è ðåøàåò âîïðîñû ðàçäåëåíèÿ çàäà÷è íà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è, ñèíõðîíèçàöèè ðàáîòû

ïàðàëëåëüíûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà è ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè. ×èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèìåðîâ íà ÝÂÌ ñ äâóìÿ 4-ÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëî-

æåííîãî â ñòàòüå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ïîêàçàëî âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè

ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñåòî÷íûìè ìåòîäàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì, óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ñåòî÷íûé

ìåòîä.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, �óíêöèîíèðóþùàÿ íà êîíå÷-

íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè è â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ðÿäå âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, çàäà÷à î ñáëèæåíèè

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ öåëüþ, çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè, çàäà÷à îá îáâîäå ïðå-

ïÿòñòâèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ðå-

øåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, â êîòîðîì îñíîâíûì êîìïîíåíòîì ðàçðåøàþùåé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè. Â ðÿäå çàäà÷ î ñáëèæåíèè ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ñòðîèòñÿ êàê

èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, çàïèñàííîé â òàê íàçûâàåìîì ¾îáðàòíîì¿ âðåìå-

íè. Èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå

ïîçèöèé, (âðåìåíí�ûìè) ñå÷åíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû. Ïðè

êîíñòðóèðîâàíèè ðåøåíèé óïîìÿíóòûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ îñíîâíàÿ òÿæåñòü è îñíîâíîé îáúåì

âû÷èñëåíèé ïðèõîäÿòñÿ íà êîíñòðóèðîâàíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè äà-

åò íàì ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíîñòÿõ êîíêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, à ïîñòðîåíèå ýòîãî

ìíîæåñòâà çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì ýòàïîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Ïîýòîìó êðàéíå âàæ-

íî óìåòü âûäåëÿòü â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû åå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, îòâå÷àþùèå

ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè. Ê ñîæàëåíèþ, ý��åêòèâíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ

âîçìîæíî ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíà çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîå-

íèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíûõ âîðîíîê óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò è äîïîëíÿåò èññëåäîâàíèÿ [1�7℄, ñâÿçàííûå ñ ýòîé òåìàòèêîé.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �14�01�00486) è Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà

�ÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿.
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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùàÿ ñõåìà åå ðåøåíèÿ

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, ϑ], t0 < ϑ < ∞, çàäàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

dx

dt
= f(t, x, u), x ∈ R

n. (1.1)

Çäåñü u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé âêëþ÷åíèþ u ∈ P ; P � êîìïàêò â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå R
p
.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t, x, u) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [t0, ϑ]×R
n×P,

è äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè D â [t0, ϑ]× R
n
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ

L = L(D) ∈ (0,∞), ÷òî

‖f (t, x∗, u)− f (t, x∗, u)‖ 6 L ‖x∗ − x∗‖, (t, x∗, u) è (t, x∗, u) èç D × P.

Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(t, x, u)‖ 6 µ(1 + ‖x‖), (t, x, u) ∈ [t0, ϑ]× R
n × P.

Óñëîâèå 3. Ìíîæåñòâî F (t, x) = f(t, x, P ) = {f(t, x, u) : u ∈ P} âûïóêëî ïðè ëþáûõ (t, x) ∈
∈ [t0, ϑ]×R

n.

Çäåñü ‖f‖ � íîðìà âåêòîðà f â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ òåõ ïîíÿòèé, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â íàñòîÿùåé

ðàáîòå. Ïîä äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u(t), t ∈ [t0, ϑ], ïîíèìàåì èçìåðèìóþ âåêòîð-�óíêöèþ

u : [t0, ϑ] → P . Ñèìâîëîì X(t∗, t∗, x∗) ⊂ R
n
(t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ, x∗ ∈ R

n
) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.1), ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó t∗ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t∗) = x∗.
Ñèìâîëîì X(t∗, x∗) =

⋃
t∗∈[t∗,ϑ]

(
t∗,X(t∗, t∗, x∗)

)
⊂ [t0, ϑ] × R

n
îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíóþ âîðîíêó

ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíîé ïîçèöèåé (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ] × R
n. Çäåñü (t∗,X∗) =

{
(t∗, x∗) : x∗ ∈ X∗

}
,

X∗ ⊂ R
n.

Ïðè óñëîâèÿõ, êîòîðûå íàëîæåíû íà ñèñòåìó (1.1), ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X(t∗, t∗, x∗)
ñèñòåìû (1.1) åñòü â òî æå âðåìÿ è ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dx

dt
∈ F (t, x), x(t∗) = x∗. (1.2)

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî X(t∗, t∗, x∗) åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â R
n. Ïðè-

íèìàÿ âî âíèìàíèå åùå è îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà X(t∗, t∗, x∗), ïîëó÷àåì, ÷òî X(t∗, t∗, x∗) �
êîìïàêò â R

n. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè X∗ � êîìïàêò â R
n, òî è X(t∗, t∗,X∗) =

=
⋃

x∗∈X∗

X(t∗, t∗, x∗) òàêæå êîìïàêò â R
n. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî X(t∗, t∗,X∗) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ

òåõ òî÷åê x∗ ∈ R
n, â êîòîðûå â ìîìåíò t∗ ∈ [t∗, ϑ] ïðèõîäèò óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1.1) (äè��å-

ðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (1.2)) ïîä âîçäåéñòâèåì âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(t),
t ∈ [t∗, t

∗], îòïðàâëÿÿñü â ìîìåíò t∗ èç ìíîæåñòâà X∗.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà X(ϑ, t0,X0).

Ýòî ïðèáëèæåííîå êîíñòðóèðîâàíèå ìû ñâÿçûâàåì ñ äèñêðåòèçàöèåé ïðîìåæóòêà âðåìåíè

[t0, ϑ] è �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R
n
ñèñòåìû (1.1).

Ïðè ïðèáëèæåííîì êîíñòðóèðîâàíèè ìíîæåñòâà X(ϑ, t0,X0) (X0 � êîìïàêò â R
n
) ìû ïðè-

íèìàåì âî âíèìàíèå ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè X(t) = X(t, t0,X0),
t ∈ [t0, ϑ]:

X(t∗) = X
(
t∗, t∗,X(t∗)

)
, t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ.

Äèñêðåòèçàöèÿ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] â ñî÷åòàíèè ñ ïðèìåíåíèåì ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè çàäàåò îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ

ìíîæåñòâ X(t), t ∈ [t0, ϑ] è, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâà X(ϑ) = X(ϑ, t0,X0).
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Îõàðàêòåðèçóåì ñõåìàòè÷íî ýòî íàïðàâëåíèå.

Ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ðàçáèåíèå Γ = {t0, t1, . . . , tN = ϑ} ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] ñ îäèíàêîâûìè

øàãàìè ∆i = ti+1 − ti = ∆ = 1
N
(ϑ − t0), i = 0, N − 1, ãäå äèàìåòð ∆ = ∆(Γ) ñ÷èòàåì ìàëûì

÷èñëîì.

Äèñêðåòíîìó ðàçáèåíèþ Γ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] îòâå÷àåò ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå:

X(ti) = X
(
ti, ti−1,X(ti−1)

)
, i = 1, N.

Åñëè áû íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [ti−1, ti] ðàçáèåíèÿ Γ ìû îáëàäàëè âîçìîæíîñòüþ ïðè ìà-

ëûõ ∆ = ∆(Γ) òî÷íî âû÷èñëÿòü ìíîæåñòâî X
(
ti, ti−1,X(ti−1)

)
, òî, ïðîäâèãàÿñü ïîñëåäîâàòåëü-

íî ïî øàãàì [ti−1, ti] âïåðåä, ìû áû â êîíå÷íîì èòîãå íà ïîñëåäíåì øàãå [tN−1, ϑ] âû÷èñëèëè
è ìíîæåñòâî X(ϑ).

Ïîñêîëüêó îñóùåñòâèòü òî÷íîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâ X(ti) ìû íå â ñîñòîÿíèè, òî îáðà-

òèìñÿ ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ íà êàæäîì øàãå ìíîæåñòâ X(ti), ti ∈ Γ. Ïðè ýòîì ìû

èñïîëüçóåì èäåîëîãèþ ëîìàíûõ Ýéëåðà. Èñïîëüçîâàíèå êîíñòðóêöèé òèïà ëîìàíûõ Ýéëåðà

ïðè ïðîâåäåíèè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé îçíà÷àåò äëÿ ñèñòåìû (1.1) (ðàâíî è äëÿ ä. â. (1.2))

ïîäìåíó ïðè ìàëûõ δ = t∗ − t∗ > 0 ìíîæåñòâ X(t∗, t∗, x∗) (ëîêàëüíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìî-

ñòè ñèñòåìû (1.1)) ìíîæåñòâîì X̃(t∗, t∗, x∗) = x∗ + δF (t∗, x∗) =
{
x∗ + δf∗ : f∗ ∈ F (t∗, x∗)

}
. Ýòè

ìíîæåñòâà áîëåå ïðèåìëåìû äëÿ âû÷èñëåíèé, ÷åì ìíîæåñòâà X(t∗, t∗, x∗). Òàê, îíè ÿâëÿþòñÿ

âûïóêëûìè êîìïàêòàìè â R
n, ãîìîòåòè÷íûìè ìíîæåñòâó F (t∗, x∗), à â ðÿäå çàäà÷ îíè äîïóñ-

êàþò ý��åêòèâíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå X̃(t∗, t∗,X∗) =
⋃

x∗∈X∗

X̃(t∗, t∗, x∗), ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü

ìíîæåñòâà X(ti), i = 0, N êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Xa(ti) = Xa(ti, t0,X0), i = 0, N ,

ñîãëàñíî ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Xa(t0) = X0, Xa(ti) = X̃
(
ti, ti−1,Xa(ti−1)

)
, i = 1, N. (1.3)

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ áóêâà a � ñèìâîë àïïðîêñèìàöèè.

Òîò �àêò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Xa(ti), i = 0, N , ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X(ti), i = 0, N , ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì:

lim
∆↓0

max
ti∈Γ

d
(
X(ti),Xa(ti)

)
= 0. (1.4)

Çäåñü d
(
X∗,X

∗
)
= max

{
h(X∗,X

∗), h(X∗,X∗)
}
� õàóñäîð�îâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè

X∗ è X∗
â R

n; h(X∗,X
∗) = max

x∗∈X∗

min
x∗∈X∗

‖x∗ − x∗‖.
Â ñëó÷àå êîãäà íåâîçìîæíî âû÷èñëÿòü (òî÷íî) èëè îïèñûâàòü àíàëèòè÷åñêè ìíîæåñòâà (1.3),

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â êîððåêöèè îòîáðàæåíèÿ (t∗, t∗,X∗) 7→ X̃(t∗, t∗,X∗), êîòîðàÿ áû ïðè-

âîäèëà ê ñêîððåêòèðîâàííîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3), âû÷èñëèìîé òî÷íî.

Îðèåíòèðóÿñü íà òàêóþ êîððåêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3), ìû ïîäìåíÿåì îòîáðàæåíèå

(t∗, t∗,X∗) 7→ X(t∗, t∗,X∗), çàäàþùåå (1.3), íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì

(t∗, t∗,X∗) 7→ X(δ)(t∗, t∗,X∗) ∈ comp (Rn), δ = t∗ − t∗ > 0, (1.5)

êîòîðîå ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Xa(ti) = X(δ)
(
ti, ti−1,X

a(ti−1)
)
, i = 1, N, (1.6)

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (àíàëîãó ñîîòíîøåíèÿ (1.4))

lim
∆↓0

max
ti∈Γ

d
(
X(ti),X

a(ti)
)
= 0. (1.7)

Çäåñü Xa(t0) = X
(∆)
0 � íåêîòîðîå çàäàâàåìîå íàìè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R

n, ñòåñíåííîå íåðà-

âåíñòâîì d
(
X0,X

(∆)
0

)
6 σ∗(∆), ãäå σ∗(δ) � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ íà (0,∞), äëÿ êîòîðîé

σ∗(∆) ↓ 0 ïðè ∆ ↓ 0.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (1.7) ïðèäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.6) ñòàòóñ àï-

ïðîêñèìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåïåðü äàäèì áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ (1.5). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì îòîáðàæå-

íèå (t∗, x∗) 7→ F (δ)(t∗, x∗) íà [t0, ϑ]×R
n, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà δ = t∗ − t∗ > 0, êàê îòîáðàæå-

íèå, àïïðîêñèìèðóþùåå îòîáðàæåíèå (t∗, x∗) 7→ F (t∗, x∗) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

Óñëîâèå 4.

sup
(t∗,x∗)∈[t0,ϑ]×Rn

d
(
F (t∗, x∗), F

(δ)(t∗, x∗)
)
6 ϕ∗(δ),

ãäå âûáðàííàÿ íàìè �óíêöèÿ ϕ∗(δ) íà (0,∞) òàêîâà, ÷òî ϕ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.

Óñëîâèå 5. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè D ⊂ [t0, ϑ] × R
n
ìíîæåñòâà

F (δ)(t∗, x∗) ïðè ëþáûõ (t∗, x∗) ∈ D ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Äàëåå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òó îãðàíè÷åííóþ è çàìêíóòóþ îáëàñòü D ⊂ [t0, ϑ]× R
n, â êî-

òîðîé áóäóò çàâåäîìî ñîäåðæàòüñÿ âñå ìíîæåñòâà

(
ti,X(ti)

)
, i = 0, N, à òàêæå âñåâîçìîæíûå

èõ àïïðîêñèìàöèè, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå êîíñòðóèðîâàíèÿ.

À èìåííî, çàäàäèì òàêîå µ0 ∈ (0,∞), ÷òî h
(
X0, {0}

)
< µ0; çäåñü 0� íóëü â ïðîñòðàíñòâå R

n.
Ïîëàãàåì

D =
{
(t, x) : t ∈ [t0, ϑ], x ∈ B

(
0;µ(t)

)}
⊂ [t0, ϑ]× R

n,

ãäå

µ(t) =
(
µ0 + σ∗(ϑ− t0) + (t− t0)

(
µ+ ϕ∗(ϑ − t0)

))
eµ(t−t0), t ∈ [t0, ϑ]

è ÷èñëî µ îïðåäåëåíî â óñëîâèè 2; B(0, γ) � çàìêíóòûé øàð â R
n
ñ öåíòðîì â 0 è ðàäèóñà γ.

Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, îáëàñòü D âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåãðàëüíóþ âîðîíêó äè��åðåíöèàëü-

íîãî âêëþ÷åíèÿ

dx
dt

∈ B
(
0;ϕ∗(ϑ−t0)+µ(1+‖x‖)

)
íà ïðîìåæóòêå [t0, ϑ] ñ íà÷àëüíûì ìíîæåñòâîì

D(t0) = B
(
0;µ0 + σ∗(ϑ − t0)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü D âûáðàíà íàìè òàê, ÷òî ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε∗ ∈ (0,∞)
èìååò ìåñòî X(t, t0,X0) +B(0; ε∗) ⊂ D(t), t ∈ [t0, ϑ].

Èìåííî ýòó îáëàñòü D è îòâå÷àþùèå åé êîíñòàíòû L = L(D) è K = K(D) = max
{
‖f‖ : f =

= f(t, x, u), (t, x, u) ∈ D×P
}
ìû èìååì â âèäó â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ è îöåíêàõ. Òàêèì

îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî

X(δ)(t∗, t∗, x∗) = x∗ + δF (δ)(t∗, x∗) =
{
x∗ + δf∗ : f∗ ∈ F (δ)(t∗, x∗)

}
,

(t∗, x∗) ∈ D, t∗ ∈ [t∗, ϑ],
(1.8)

ìû â ñîñòîÿíèè âû÷èñëèòü çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Ìíîæåñòâà X(δ)(t∗, t∗, x
∗), (t∗, x∗) ∈ D, åñòü òå ñàìûå êîìïîíåíòû àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà

X(ϑ) = X(ϑ, t0,X0), êîòîðóþ ìû áóäåì ïðîâîäèòü â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Îòìåòèì, ÷òî, èñõîäÿ

èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ X(δ)(t∗, t∗, x∗), ñïðàâåäëèâà âàæíàÿ îöåíêà (ñì., íàïðèìåð, [5℄)

sup
(t∗,x∗)∈D

d
(
X(t∗, t∗, x∗),X

(δ)(t∗, t∗, x∗)
)
6 ξ(δ), t∗ ∈ [t∗, ϑ]. (1.9)

Çäåñü �óíêöèÿ ξ(δ) ïîëîæèòåëüíà íà (0,∞) è èìååò âèä ξ(δ) = δξ∗(δ), ãäå ξ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.

Îöåíêà (1.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî õàóñäîð�îâû îòêëîíåíèÿ ëîêàëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè X(δ)(t∗, t∗, x∗) íà D îò ëîêàëüíûõ òî÷íûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

X(t∗, t∗, x∗) èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî δ = t∗ − t∗ > 0, ÷åì ïåðâûé. Ýòî äàåò

íàì óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà X(ϑ) = X(ϑ, t0,X0), óæå ãëîáàëüíûå íà
ïðîìåæóòêå [t0, ϑ] è êîìïîíóþùèåñÿ èç ìíîæåñòâ X(δ)(t∗, t∗, x∗), (t∗, x∗) ∈ D êàê èç ýëåìåíòàð-

íûõ ¾êèðïè÷èêîâ¿, áóäóò äàâàòü õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà X(ϑ).
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Èòàê, ââåäåì íà áàçå îòîáðàæåíèÿ (t∗, x∗) 7→ F (δ)(t∗, x∗) ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå (1.5), çà-
äàííîå ðàâåíñòâîì

X(δ)(t∗, t∗,X∗) =
⋃

x∗∈X∗

X(δ)(t∗, t∗, x∗), (1.10)

t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ, X∗ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R
n, δ = t∗ − t∗.

Îòîáðàæåíèå (t∗, t∗,X∗) 7→ X(δ)(t∗, t∗,X∗) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

d
(
X(t∗, t∗,X∗),X

(δ)(t∗, t∗,X∗)
)
6 ξ(δ), (1.11)

t0 6 t∗ 6 t∗ 6 ϑ, X∗ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R
n, δ = t∗ − t∗.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó (1.11), èìåþùóþ ìåñòî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ (t∗,X∗) ⊂ D, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Xa(ti), ti ∈ Γ (1.6), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1.7).

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâà Xa(tN ), tN ∈ Γ, ñõîäÿòñÿ â õàóñäîð�îâîé ìåòðèêå ê ìíîæåñòâó X(ϑ)
ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñîñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ðàçðàáîòêè êîíñòðóêöèé,

àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

� 2. Ïîñëåäîâàòåëüíûé è ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîé âûøå ñõåìû ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè íà ÝÂÌ ïóòåì äèñêðåòèçàöèè ïðîñòðàíñòâà R
n
óçëàìè ¾êóáè÷åñêîé¿

ñåòêè Λh ñ øàãîì h. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî íàáîðà âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâî R
p

ïðåäëàãàåòñÿ ðàçáèòü óçëàìè ¾êóáè÷åñêîé¿ ñåòêè Λq ñ øàãîì q, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîäìåíå ìíîæå-
ñòâà P ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ ìíîæåñòâîì P q, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî íàáîðà

âåêòîðîâ óïðàâëåíèé.

Ââèäó äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f(t, x, u) ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

ý��åêòèâíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ F (t∗, x∗), (t∗, x∗) ∈ D, îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó

àïïðîêñèìàöèþ ýòèõ ìíîæåñòâ ìû áóäåì ñòðîèòü â 2 ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû âû÷èñëÿåì

ìíîæåñòâî òî÷åê F q(t∗, x∗) =
{
f(t∗, x∗, u) : u ∈ P q

}
. Íà âòîðîì ýòàïå ìû ñîïîñòàâëÿåì òî÷êàì

ìíîæåñòâà F q(t∗, x∗) áëèæàéøèå ê íèì óçëû ¾êóáè÷åñêîé¿ ñåòêè Λh ñ øàãîì h, �îðìèðóÿ
òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî F a(t∗, x∗), êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåò ìíîæåñòâî F (t∗, x∗).

Ïðîöåññ ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè íà ÝÂÌ ìîæíî ðàçäåëèòü íà

äâå ñòàäèè: ïîäãîòîâèòåëüíóþ è âû÷èñëèòåëüíóþ. Ïîäãîòîâèòåëüíàÿ ñòàäèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ

ñëåäóþùèå ýòàïû:

(1) äèñêðåòèçàöèÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè [t0, ϑ] ðàçáèåíèåì Γ = {t0, t1, . . . , tN = ϑ} ñ îäèíàêî-
âûìè øàãàìè ∆i = ti+1 − ti = ∆ = 1

N
(ϑ− t0), i = 0, N − 1;

(2) ñîïîñòàâëåíèå êîìïàêòó P ìíîæåñòâà P q, ñîñòîÿùåãî èç óçëîâ ¾êóáè÷åñêîé¿ ñåòêè Λq

ñ øàãîì q;

(3) ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Xa(t0), àïïðîêñèìèðóþùåãî íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî X0 è ñîñòîÿùåãî

èç óçëîâ ¾êóáè÷åñêîé¿ ñåòêè Λh∆
ñ øàãîì h∆ = h∆.

Çäåñü è äàëåå äëÿ àïïðîêñèìàöèé Xa(ti), i = 0, N − 1, âìåñòî ñåòêè Λh áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ñåòêó Λh∆
. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñïîëüçóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèé ñîîòíîøåíèå (1.8) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ïðåîáðàçîâàíèé ìàñøòàáèðîâàíèÿ è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà îòíîñè-

òåëüíî ìíîæåñòâ F a(t∗, x∗). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè ìíîæåñòâ Xa(ti), ti ∈ Γ, ïîñòðîåííûå
ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, áóäóò ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ¾êóáè÷åñêîé¿ ñåòêè Λh∆

ñ øàãîì h∆ = h∆ ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûå òî÷êè òàêæå áûëè ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ýòîé

ñåòêè.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòàäèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî ti ∈ Γ, i = 0, N − 1,
è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:
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(1) ñîïîñòàâëåíèå ìíîæåñòâàì F (ti, x∗), x∗ ∈ Xa(ti), ìíîæåñòâ F a(ti, x∗), ñîñòîÿùèõ èç óçëîâ
¾êóáè÷åñêîé¿ ñåòêè Λh ñ øàãîì h;

(2) ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèé ëîêàëüíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè òî÷åê x∗ ∈ Xa(ti) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (1.8);

(3) îáúåäèíåíèå àïïðîêñèìàöèé ëîêàëüíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè òî÷åê x∗ ∈ Xa(ti) â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (1.10).

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé îïèñàííóþ ñõåìó ïðè-

áëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Àëãîðèòì 1. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè

1. Öèêë 1: äëÿ êàæäîãî i îò 0 äî N − 1 âûïîëíèòü

2. Ïðîâåñòè èíèöèàëèçàöèþ ñòðóêòóð äàííûõ

3. Öèêë 2: äëÿ êàæäîé òî÷êè x∗ ∈ Xa(ti) âûïîëíèòü

4. Öèêë 3: äëÿ êàæäîãî âåêòîðà óïðàâëåíèÿ u ∈ P q
âûïîëíèòü

5. Âû÷èñëèòü f∗ = f(ti, x∗, u)

6. Ñîïîñòàâèòü òî÷êå f∗ áëèæàéøóþ ê íåé òî÷êó f̂∗ ñåòêè Λh

7. Âû÷èñëèòü x̂∗ = x∗ +∆f̂∗

8. Åñëè x̂∗ /∈ Xa(ti+1), òî ïîñòðîèòü Xa(ti+1) = Xa(ti+1)
⋃{x̂∗}

9. Êîíåö öèêëà 3

10. Êîíåö öèêëà 2

11. Êîíåö öèêëà 1

12. Ñîõðàíèòü ìíîæåñòâî Xa(tN ) íà æåñòêèé äèñê

Ïðè íåîáõîäèìîñòè â àëãîðèòìå 1 ìåæäó øàãàìè 10 è 11 òàêæå ìîæíî äîáàâèòü îïåðàöèþ

ñîõðàíåíèÿ ìíîæåñòâà Xa(ti+1) íà æåñòêèé äèñê. Äîáàâëåíèå ýòîé îïåðàöèè íåìíîãî çàìåäëèò
ðàáîòó àëãîðèòìà, íî ïðè ýòîì ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 1 äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîñòðî-

åíèÿ èíòåãðàëüíîé âîðîíêè ñèñòåìû (1.1) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, ϑ], à òàêæå ïðåðûâàòü

è âîçîáíîâëÿòü âû÷èñëåíèÿ íà ëþáîì øàãå öèêëà 1. Èíèöèàëèçàöèÿ ñòðóêòóð äàííûõ â îïåðà-

öèè 2 âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêèå äåéñòâèÿ, êàê ïðåäâàðèòåëüíîå âûäåëåíèå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè,

çàäàíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ò. ï.

Âñëåäñòâèå äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f(t, x, u) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì äàòü òî÷íîå îïèñàíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè ∆, h è q,
à ñëåäîâàòåëüíî, è îöåíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 1. Â ðàáîòå [6, 
. 22℄ äëÿ

àíàëîãè÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû, èñïîëüçóþùåé êîíñòðóêöèè íà áàçå ëîìàíûõ Ýéëåðà, âçà-

èìîñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè h è ∆ óñòàíàâëèâàåòñÿ â âèäå h = Ω
√
∆, ãäå Ω � íåêîòîðîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðà q ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïîääàþùååñÿ
àâòîìàòèçàöèè ýìïèðè÷åñêîå ïðàâèëî: óìåíüøàåì âåëè÷èíó q äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî ïðèâîäèò

ê èçìåíåíèþ êîëè÷åñòâà òî÷åê â êàêîì-ëèáî èç ìíîæåñòâ Xa(ti), i = 1, N.

Äîñòîèíñòâîì àëãîðèòìà 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ëþáîé ðàçìåð-

íîñòè. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê àëãîðèòìà 1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ

óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îòâåòà òðåáóåòñÿ íåïðèåìëåìî áîëüøîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Ýòî âûíóæ-

äàåò íàñ èñêàòü ïóòè è ïîäõîäû, íàïðàâëåííûå íà ñîêðàùåíèå âðåìåíè ñ÷åòà.
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Óìåíüøàòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

ñèñòåìû (1.1) ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [7℄ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä,

ïîçâîëÿþùèé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò èñïîëüçîâà-

íèÿ òî÷åê òîëüêî èç íåêîòîðîãî ïðèãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìíîæåñòâ Xa(ti), i = 0, N − 1. Äðóãîé
âîçìîæíûé ñïîñîá óìåíüøåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé ñîñòîèò â áîëåå ïîëíîì èñïîëüçîâàíèè

ðåñóðñîâ è òåõíîëîãèé ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ. Ñðåäè òàêèõ òåõíîëîãèé ìîæíî âûäåëèòü êîíâåé-

åðíóþ îáðàáîòêó êîìàíä, ñóïåðñêàëÿðíóþ àðõèòåêòóðó, âåêòîðíóþ îáðàáîòêó äàííûõ, âíåî÷å-

ðåäíîå âûïîëíåíèå êîìàíä, ðàçëè÷íûå ìíîãîÿäåðíûå è ìíîãîïðîöåññîðíûå àðõèòåêòóðû êàê

ñ îáùåé, òàê è ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ è ò. ä. Ïðè ýòîì âåñü êîìïëåêñ òàêèõ òåõíîëîãèé

ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè: òåõíîëîãèè îäíîé èç ýòèõ êàòåãîðèé ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ïðî-

ãðàììèñòó â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ îðãàíèçàöèè íàèáîëåå ý��åêòèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî

ïðîöåññà, òåõíîëîãèè èç äðóãîé êàòåãîðèè ïðîãðàììèñòó íåäîñòóïíû è çàäåéñòâóþòñÿ â âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ñèñòåìå àâòîìàòè÷åñêè ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû. Äàëåå ìû èññëåäóåì âëèÿíèå

òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ïðèìåðå ñèììåòðè÷íîé ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìû

(SMP-ñèñòåìû) íà ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäè�è-

öèðîâàííîãî äëÿ SMP-ñèñòåì àëãîðèòìà 1.

Êëàññ ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå äî-

ñòóïíûõ êëàññîâ ÝÂÌ: ê íåìó îòíîñèòñÿ áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòå-

ðîâ è ñåðâåðîâ. Êîìïüþòåðû ýòîé àðõèòåêòóðû õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî íåñêîëüêî ðàâíî-

ïðàâíûõ ïðîöåññîðîâ ñîâìåñòíî ðàáîòàþò ñ îáùèìè ìîäóëÿìè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è ïåðè�å-

ðèéíûìè óñòðîéñòâàìè. �àâíîïðàâèå çäåñü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîé èç ïðîöåññîðîâ

ìîæåò âûïîëíÿòü ëþáîé ïðîöåññ, áóäü òî ïðîöåññ îïåðàöèîííîé ñèñòåìû èëè ïîëüçîâàòåëüñêèé

ïðîöåññ.

�àññìîòðèì âàðèàíò óñêîðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â ñèììåòðè÷íûõ ìíîãîïðîöåñ-

ñîðíûõ ñèñòåìàõ çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà 1. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî çà-

äàäèì ìíîæåñòâî A â �îðìå n-ìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, êîòîðîå íàçîâåì

àðåíîé. �àçìåð àðåíû A âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà âìåùàëà â ñåáÿ âñå ñå÷åíèÿ

D(t) = {x ∈ R
n : (t, x) ∈ D} îáëàñòè D, îïðåäåëåííîé íàìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å. Ïî-

ñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì àðåíà áóäåò çàâåäîìî âìåùàòü â ñåáÿ âñå ìíîæåñòâà Xa(ti), i = 0, N.
Âûáðàííàÿ íàìè �îðìà àðåíû A ïîçâîëÿåò ðàçáèòü åå íà íàáîð áîëåå ìåëêèõ îáëàñòåé â �îðìå

n-ìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Òàêîå ðàçáèåíèå àðåíû A
ïîëîæåíî íàìè â îñíîâó ïðèâåäåííîãî äàëåå àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 2. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè

1. Öèêë 1: äëÿ êàæäîãî i îò 0 äî N − 1 âûïîëíèòü

2. Ïðîâåñòè èíèöèàëèçàöèþ ñòðóêòóð äàííûõ

3. Âîéòè â ïàðàëëåëüíóþ ñåêöèþ

4. Öèêë 2: âûáðàòü ñëåäóþùèé áëîê òî÷åê b èç î÷åðåäè òåêóùåãî ïîòîêà è âûïîëíèòü

5. Öèêë 3: âûáðàòü èç áëîêà b ñëåäóþùóþ òî÷êó x∗ ∈ Xa(ti) è âûïîëíèòü

6. Ïîñòðîèòü V = ∅

7. Öèêë 4: äëÿ êàæäîãî u ∈ P q
âûïîëíèòü

8. Âû÷èñëèòü f∗ = f(ti, x∗, u)

9. Ñîïîñòàâèòü òî÷êå f∗ áëèæàéøóþ ê íåé òî÷êó f̂∗ ñåòêè Λh

10. Âû÷èñëèòü x̂∗ = x∗ +∆f̂∗

11. Ïîñòðîèòü V = V
⋃{x̂∗}
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12. Êîíåö öèêëà 4

13. Öèêë 5: äëÿ êàæäîé òî÷êè x̂∗ ∈ V âûïîëíèòü

14. Îïðåäåëèòü îáëàñòü àðåíû A, ñîäåðæàùóþ x̂∗, è ñîîòâåòñòâóþùèé åé áëîê b̂

15. Åñëè b̂ /∈ Bi+1, òî âûïîëíèòü

16. Âîéòè â êðèòè÷åñêóþ ñåêöèþ

(
1, hash(̂b)

)

17. Ïîñòðîèòü Bi+1 = Bi+1
⋃
{b̂}

18. Äîáàâèòü áëîê b̂ â î÷åðåäü ïîòîêà � hash(̂b)

19. Âûéòè èç êðèòè÷åñêîé ñåêöèè

(
1, hash(̂b)

)

20. Êîíåö åñëè

21. Êîíåö öèêëà 5

22. Âîéòè â êðèòè÷åñêóþ ñåêöèþ

(
2, 1

)

23. Öèêë 6: äëÿ êàæäîé òî÷êè x̂∗ ∈ V è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé áëîêà b̂ âûïîëíèòü

24. Åñëè x̂∗ /∈ b̂, òî äîáàâèòü òî÷êó x̂∗ â áëîê b̂

25. Êîíåö öèêëà 6

26. Âûéòè èç êðèòè÷åñêîé ñåêöèè

(
2, 1

)

27. Êîíåö öèêëà 3

28. Êîíåö öèêëà 2

29. Âûéòè èç ïàðàëëåëüíîé ñåêöèè

30. Êîíåö öèêëà 1

31. Ñîõðàíèòü ìíîæåñòâî Xa(tN ) íà æåñòêèé äèñê

Çäåñü Bi � íàáîðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà

òî÷êà ìíîæåñòâà Xa(ti), i = 0, N. Íàáîðû Bi òàêîâû, ÷òî êàæäûé áëîê òàêîãî íàáîðà ñîîòâåò-

ñòâóåò êàêîé-ëèáî èç îáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèòà àðåíà A, è â ñóììå âñå áëîêè ìíîæåñòâà Bi

ñîäåðæàò âñå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ìíîæåñòâà Xa(ti). Ñèìâîëîì hash(̂b) îáîçíà÷åíà
õýø-�óíêöèÿ îò àäðåñà ÿ÷åéêè ïàìÿòè â ñòðóêòóðå äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîæåñòâó Bi+1,
â êîòîðîé äîëæåí áûòü ðàçìåùåí óêàçàòåëü íà áëîê b̂. Ýòà �óíêöèÿ ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå îò 1 äî êîëè÷åñòâà ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåìûõ ïîòîêîâ. Ïàðàëëåëüíîé

ñåêöèåé â àëãîðèòìå 2 ìû íàçûâàåì ó÷àñòîê êîäà, êîòîðûé ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî

íåñêîëüêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïîòîêàìè.

Â àëãîðèòìå 2 ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûå ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè, ñîñòîÿùåé èç îïåðàöèé

6�12, âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè V òî÷êè x∗ èç áëîêà b.
Âî âòîðîé ÷àñòè, ñîñòîÿùåé èç îïåðàöèé 13�21, âûïîëíÿåòñÿ ñîçäàíèå áëîêîâ, êîòîðûå áóäóò

çàäåéñòâîâàíû äëÿ õðàíåíèÿ ìíîæåñòâà Xa(ti+1). Â òðåòüåé ÷àñòè, ñîñòîÿùåé èç îïåðàöèé

22�26, âû÷èñëåííûå â ïåðâîé ÷àñòè òî÷êè äîáàâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå èì áëîêè.

�àññìîòðèì àëãîðèòì 2 áîëåå ïîäðîáíî. Ïîñêîëüêó àëãîðèòì 2 îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïàðàë-

ëåëüíûõ àëãîðèòìîâ, òî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, êàêèì îáðàçîì â àëãîðèòìå 2 äàþòñÿ îòâåòû

íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

(1) ðàçäåëåíèå çàäà÷è íà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è;
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(2) ñèíõðîíèçàöèÿ ðàáîòû ïàðàëëåëüíûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà è äîñòóïà ê îáùèì ó÷àñòêàì

îïåðàòèâíîé ïàìÿòè (äëÿ òåõ ÷àñòåé ïîäçàäà÷, êîòîðûå íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà);

(3) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè.

�àññìîòðèì, êàêèì îáðàçîì â àëãîðèòìå 2 ðåøàåòñÿ âîïðîñ ðàçäåëåíèÿ çàäà÷è íà îòäåëü-

íûå ïîäçàäà÷è. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè îäíîé

òî÷êè ìíîæåñòâà Xa(ti), 0 6 i < N , ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî-

ãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ëþáîé äðóãîé òî÷êè ìíîæåñòâà Xa(ti), òàê êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ

ýòèõ îïåðàöèé íå òðåáóåòñÿ äîñòóï ê îáùèì ó÷àñòêàì ïàìÿòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçáèåíèÿ

çàäà÷è íà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ãåîìåòðè÷åñêîé äåêîìïî-

çèöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíàÿ àðåíà A ðàçáèâàåòñÿ íà íàáîð

îáëàñòåé îäèíàêîâîãî ðàçìåðà â �îðìå n-ìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è â êà÷å-

ñòâå îòäåëüíîé ïîäçàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè òî÷åê

ìíîæåñòâà Xa(ti), ðàñïîëîæåííûõ â îäíîé òàêîé îáëàñòè, è äîáàâëåíèÿ âû÷èñëåííûõ òî÷åê

â ñòðóêòóðó äàííûõ, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ õðàíåíèÿ ìíîæåñòâà Xa(ti+1). Â àëãîðèòìå 2 óêà-

çàííûå äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì 3�29. Îäíàêî ëèøü íåêîòîðûå èç ýòèõ îïåðàöèé

ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. �îðàçäî ñëîæíåå äåëî îáñòîèò ñ äîáàâëåíèåì

âû÷èñëåííûõ òî÷åê â ìíîæåñòâî Xa(ti+1), ïîñêîëüêó âû÷èñëèòåëüíûå ïîòîêè íå ìîãóò ìîäè-

�èöèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ìíîæåñòâó ñòðóêòóðó äàííûõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Ïðîöåññ äîáàâëåíèÿ òî÷åê â ìíîæåñòâî Xa(ti+1) äîëæåí áûòü ñòðîãî ñèíõðîíèçèðîâàí, ÷òîáû

íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè íèêàêèå äâà ïîòîêà íå ìîäè�èöèðîâàëè îäíè è òå æå ó÷àñòêè

ïàìÿòè. Òàê ìû ïåðåõîäèì ê âîïðîñó ñèíõðîíèçàöèè ðàáîòû ïàðàëëåëüíûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà.

Êàê ïðàâèëî, îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà ïðåäîñòàâëÿåò ïðîãðàììèñòó îïðåäåëåííûé íàáîð ïðè-

ìèòèâîâ ñèíõðîíèçàöèè: êðèòè÷åñêèå ñåêöèè, ñåìà�îðû, áàðüåðû è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðî-

ãðàììèñò îñâîáîæäàåòñÿ îò òåõíè÷åñêèõ àñïåêòîâ âîïðîñà ñèíõðîíèçàöèè è åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ

ê ñîñòàâëåíèþ êîððåêòíîãî àëãîðèòìà. Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ äâà ìåõàíèçìà: êðèòè÷å-

ñêèå ñåêöèè è áàðüåðû. Íàïîìíèì, ÷òî êðèòè÷åñêîé ñåêöèåé íàçûâàþò ó÷àñòîê ïðîãðàììíîãî

êîäà, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòóï ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì, íå äîïóñêàþùèì îäíî-

âðåìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïîòîêàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ïðèìèòèâ ñèíõðîíèçàöèè íå ïîçâîëÿåò íåñêîëüêèì ïîòîêàì îäíîâðåìåííî âõîäèòü

â êðèòè÷åñêóþ ñåêöèþ ñ îäíèì è òåì æå íîìåðîì. Åñëè êàêîé-ëèáî èç ïîòîêîâ â äàííûé ìîìåíò

íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîé ñåêöèè, òî âñå îñòàëüíûå ïîòîêè, æåëàþùèå âîéòè â òó æå ñàìóþ êðè-

òè÷åñêóþ ñåêöèþ, äîëæíû æäàòü, ïîêà ïîòîê, íàõîäÿùèéñÿ â êðèòè÷åñêîé ñåêöèè, íå âûéäåò

èç íåå. Ôóíêöèÿ æå áàðüåðíîé ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòåëüíûå ïîòîêè,

äîøåäøèå äî îïðåäåëåííîé òî÷êè â ïðîãðàììå, äîæäàëèñü, ïîêà äî òîé æå ñàìîé òî÷êè íå

äîéäóò âñå îñòàëüíûå ïîòîêè. Áàðüåðíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ â îïåðàöèè 29 àëãîðèò-

ìà 2, ÷òîáû îäíè âû÷èñëèòåëüíûå ïîòîêè íå íà÷èíàëè ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

äëÿ ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè äî òåõ ïîð, ïîêà âñå îñòàëüíûå ïîòîêè íå ïðîèçâåäóò âñå

ñâîè ðàñ÷åòû äëÿ òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Ïðîöåññ äîáàâëåíèÿ òî÷åê â ìíîæåñòâî Xa(ti+1) ðåàëèçîâàí âî âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòÿõ

àëãîðèòìà 2. Â ýòèõ ÷àñòÿõ èñïîëüçóåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ ïðè

ïîìîùè ìåõàíèçìà êðèòè÷åñêèõ ñåêöèé. �àññìîòðèì âîïðîñû ñèíõðîíèçàöèè â êàæäîé èç ýòèõ

÷àñòåé ïî îòäåëüíîñòè.

Âî âòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìà 2 âûïîëíÿåòñÿ ñîçäàíèå áëîêîâ b̂ è äîáàâëåíèå ýòèõ áëîêîâ

â ñòðóêòóðó äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîæåñòâó Bi+1. Îðãàíèçàöèÿ ñèíõðîííîé ðàáîòû âû-

÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ â ýòîé ÷àñòè àëãîðèòìà çàâèñèò îò ñòðóêòóðû äàííûõ, èñïîëüçóåìîé

äëÿ õðàíåíèÿ ìíîæåñòâà Bi+1. Åñëè äëÿ õðàíåíèÿ ìíîæåñòâà Bi+1 èñïîëüçîâàòü ìàññèâ óêà-

çàòåëåé íà áëîêè b̂ (ïîñêîëüêó ðàçìåð àðåíû A ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, òî ìû ìîæåì çàðàíåå

ðàññ÷èòàòü ðàçìåð ýòîãî ìàññèâà â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè 2), òî îïåðàöèÿ èçìåíåíèÿ

îäíîãî ýëåìåíòà òàêîãî ìàññèâà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò îïåðàöèé èçìåíåíèÿ äðó-

ãèõ ýëåìåíòîâ ìàññèâà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíõðîíèçàöèè ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ
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ñâîäèòñÿ ê çàïðåòó íåñêîëüêèì ïîòîêàì îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòü ìîäè�èêàöèþ îäíî è òîãî æå

óêàçàòåëÿ â ìàññèâå, ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâó Bi+1. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ

êðèòè÷åñêîé ñåêöèè â îïåðàöèè 16 àëãîðèòìà 2. Ïîñêîëüêó íàì òðåáóåòñÿ èñêëþ÷èòü îäíî-

âðåìåííûé äîñòóï íåñêîëüêèõ ïîòîêîâ ê îòäåëüíûì ÿ÷åéêàì ìàññèâà, à íå êî âñåìó ìàññèâó

â öåëîì, òî ìû ìîãëè áû êàæäîé ÿ÷åéêå ñîïîñòàâèòü ñâîé óíèêàëüíûé íîìåð êðèòè÷åñêîé ñåê-

öèè. Òîãäà âðåìÿ îæèäàíèÿ ïîòîêîâ íà âõîäå â ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèòè÷åñêóþ ñåêöèþ áûëî áû

ìèíèìàëüíûì, íî ïî ïðè÷èíàì, ñâÿçàííûì ñ ðàñïðåäåëåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó

ïðîöåññîðàìè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â îïåðàöèè 16 êîëè÷åñòâî íîìåðîâ êðèòè÷åñêîé ñåêöèè,

ðàâíîå êîëè÷åñòâó âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îäèí è òîò æå íîìåð êðèòè÷åñêîé

ñåêöèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñðàçó íåñêîëüêèì ÿ÷åéêàì ìàññèâà, ïîýòîìó îæèäàíèå ïîòîêîâ

íà âõîäå â êðèòè÷åñêóþ ñåêöèþ áóäåò ïðîèñõîäèòü â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ÷àùå, ÷åì â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ óíèêàëüíûõ íîìåðîâ êðèòè÷åñêèõ ñåêöèé. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà,

òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ âïîëíå îïðàâäàí. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîñëå âõîäà

â êðèòè÷åñêóþ ñåêöèþ íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü ïðîâåðêó, âûïîëíÿåìóþ â îïåðàöèè 15.

Â òðåòüåé ÷àñòè àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ äîáàâëåíèå âû÷èñëåííûõ â ïåðâîé ÷àñòè òî÷åê

â ñîîòâåòñòâóþùèå èì áëîêè. Â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå â îïåðàöèè 22 èñïîëüçóåòñÿ âñåãäà

îäèí è òîò æå íîìåð êðèòè÷åñêîé ñåêöèè. Ýòîò ïîäõîä õîðîøî ðàáîòàåò ïðè íåáîëüøîì êî-

ëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ â SMP-ñèñòåìå. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áîëüøåå êîëè÷å-

ñòâî íîìåðîâ êðèòè÷åñêîé ñåêöèè âïëîòü äî êîëè÷åñòâà áëîêîâ â ìíîæåñòâå Bi+1, ïîñêîëüêó
ìîäè�èêàöèÿ îäíîãî áëîêà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò ìîäè�èêàöèè äðóãèõ áëîêîâ.

Ïðè÷èíà èñïîëüçîâàíèÿ ëèøü îäíîãî íîìåðà êðèòè÷åñêîé ñåêöèè äëÿ SMP-ñèñòåì ñ íåáîëü-

øèì êîëè÷åñòâîì ïðîöåññîðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà êàæäóþ ïàðó îïåðàöèé âõîäà è âûõîäà

èç êðèòè÷åñêîé ñåêöèè ïðèõîäèëîñü êàê ìîæíî áîëüøå îïåðàöèé äîáàâëåíèÿ òî÷åê â ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì áëîêè. Òàêèì îáðàçîì ìû óìåíüøàåì äîëþ òåõíè÷åñêèõ çàòðàò íà âûïîëíåíèå

îïåðàöèé ñèíõðîíèçàöèè â ïðîãðàììå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ

ýòîãî âîïðîñà â àëãîðèòìå 2 ïðèìåíåíà êîíöåïöèÿ èñïîëüçîâàíèÿ î÷åðåäåé çàäàíèé äëÿ êàæ-

äîãî ïîòîêà. Â êà÷åñòâå åäèíè÷íîãî çàäàíèÿ âûñòóïàåò çàäà÷à ðàñ÷åòà ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè òî÷åê îäíîãî èç áëîêîâ ìíîæåñòâà Bi. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàâíîìåðíîãî çàïîëíåíèÿ î÷åðåäåé

ïîòîêîâ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàæäûé áëîê ìîæåò ñîäåðæàòü ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíî-

æåñòâà Xa(ti). Â ðåçóëüòàòå áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü ïñåâäîñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå áëîêîâ

ïî î÷åðåäÿì ïîòîêîâ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì âûáîðà â îïåðàöèè 18 àëãîðèòìà 2 î÷åðåäè ïîòî-

êà â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì õýø-�óíêöèè hash(̂b) áëîêà b̂. Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå òàêîé
�óíêöèè ìîæíî âûáèðàòü íåêðèïòîãðà�è÷åñêóþ õýø-�óíêöèþ, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàå-

ìîì àëãîðèòìå íå òðåáóåòñÿ îäíî èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ êðèïòîãðà�è÷åñêèõ õýø-�óíêöèé, à

èìåííî óñòîé÷èâîñòü ê âîññòàíîâëåíèþ ïðîîáðàçà. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ

ñåêöèÿ â îïåðàöèÿõ 16�19 èìååò äâîéíîå íàçíà÷åíèå: îíà ñèíõðîíèçèðóåò ìîäè�èêàöèþ óêàçà-

òåëåé â ìàññèâå, ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâó Bi+1, è äîáàâëåíèå áëîêîâ b̂ â î÷åðåäè ïîòîêîâ.

� 3. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ÷åòûðåõêî-

ëåñíîé òåëåæêè, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì





ẋ1 = cos x3,

ẋ2 = sinx3,

ẋ3 = u.

(3.1)

Çäåñü (x1, x2) � êîîðäèíàòû òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé ïîñåðåäèíå ìåæäó çàäíèìè êîëåñàìè òå-

ëåæêè; x3 � óãîë ïîâîðîòà òåëåæêè; u � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëåæêè, âåëè÷èíîé êîòîðîé ìû

ìîæåì óïðàâëÿòü â ïðåäåëàõ |u| 6 1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 òåëåæêà íàõîäèò-

ñÿ â ïîëîæåíèè x(0) = (0, 0, 0). Òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
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ñèñòåìû (3.1) â ìîìåíò âðåìåíè ϑ = 5. Àðåíó A çàäàäèì â âèäå êóáà ñ ðåáðîì äëèíîé 20 è

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Êîíòóð ïðèáëèæåííî ïîñòðîåííîãî íà ÝÂÌ ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.
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x1
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x
3

�èñ. 1. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (3.1) â ìîìåíò âðåìåíè t = 5

Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü âðåìåíè âû÷èñëåíèé îò êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ïîòîêîâ ñ ïàðàìåòðàìè âû÷èñëåíèé ∆ = 0.05, h = 0.2, h∆ = 0.01 è q = 0.05. Â êà÷å-

ñòâå âû÷èñëèòåëüíîé ïëàò�îðìû èñïîëüçóåì ñåðâåðíóþ ïëàò�îðìó Intel S5000PSL ñ äâóìÿ

4-ÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè Intel Xeon E5335 (2.0 ��ö) è 8 �á îïåðàòèâíîé ïàìÿòè òèïà FB-

DIMM DDR2 (PC2-5300). Ñ÷èòàåì, ÷òî îäèí ïîòîê âûïîëíÿåòñÿ íà îäíîì âû÷èñëèòåëüíîì

ÿäðå SMP-ñèñòåìû. Ñèìâîëîì ki îáîçíà÷èì âåëè÷èíó T1/Ti, ãäå i � êîëè÷åñòâî ïîòîêîâ, T1 �

âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè îäíèì ïîòîêîì, Ti � âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè i ïîòîêàìè. Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåíû âðåìÿ âû÷èñëåíèé â ìèíóòàõ äëÿ

ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ïîòîêîâ è ïîëó÷èâøèåñÿ êîý��èöèåíòû óñêîðåíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíî-

ïîòî÷íîãî âàðèàíòà.

Òàáëèöà 3.1

Ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà 2

Êîë-âî ïîòîêîâ, i Âðåìÿ ñ÷åòà (ìèí), Ti Êîý��. óñêîðåíèÿ, ki
1 146.2 1

2 76.0 1.92

3 50.5 2.89

4 38.4 3.81

5 31.1 4.70

6 26.2 5.58

7 22.8 6.42

8 20.1 7.26

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè âðåìåíè âû÷èñëåíèé â ìèíóòàõ îò êîëè÷åñòâà

çàäåéñòâîâàííûõ ïîòîêîâ. Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà óñêîðå-

íèÿ îò êîëè÷åñòâà çàäåéñòâîâàííûõ ïîòîêîâ. Îòìåòèì, ÷òî îäíî èç äîñòîèíñòâ ïàðàëëåëüíîãî

àëãîðèòìà 2 ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïðàêòè÷åñêè íå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé

ïàìÿòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì 1.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âû÷èñëåíèé îò êîëè÷åñòâà ïîòîêîâ

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû äâà àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Àëãîðèòì 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îí ëåãêî ðåàëèçóåì â ïðîñòðàíñòâàõ ëþáîé ðàçìåðíîñòè è ïðè

íåçíà÷èòåëüíûõ ìîäè�èêàöèÿõ ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû äëÿ ñèñòåì, â êîòîðûõ íàêëà-

äûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ �àçîâîé ïåðåìåííîé. Àëãîðèòì 2 èñïîëü-

çóåò òó æå âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, ÷òî è àëãîðèòì 1, è èìååò òå æå ïðåèìóùåñòâà. Îäíàêî ïðè

òåõ æå òðåáîâàíèÿõ ê îáúåìó îïåðàòèâíîé ïàìÿòè àëãîðèòì 2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò

çíà÷èòåëüíî áûñòðåå. Â ïðîöåññå òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà 2 íà 8-ÿäåðíîé SMP-ñèñòåìå áûëà

ïîëó÷åíà ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà óñêîðåíèÿ îò êîëè÷åñòâà çàäåé-

ñòâîâàííûõ ÿäåð. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ïîêàçàë âûñîêóþ

ñòåïåíü ìàñøòàáèðóåìîñòè â ðàìêàõ âûáðàííîé êîìïüþòåðíîé àðõèòåêòóðû.
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A parallel algorithm for 
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ting approximate attainable sets of nonlinear 
ontrol systems
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The paper investigates the e�e
tiveness of shared memory parallel programming approa
h for 
onstru
ting

approximate attainable sets of nonlinear 
ontrol systems in a �nite-dimensional Eu
lidean spa
e. In this study,

we propose a parallel iterative algorithm for 
onstru
ting approximate attainable sets employing a regular

Cartesian grid for spatial dis
retization. The proposed algorithm has been designed for implementation on

SMP systems and handles su
h issues as data de
omposition, threads syn
hronization and distribution of work

between multiple threads. Numeri
al experiments on a system with two quad-
ore pro
essors 
on�rmed a high

e�
ien
y of shared memory parallel programming approa
h for applying grid-based methods to 
onstru
t

approximate attainable sets.
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