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ÏÎÏÓËßÖÈÉ

1

�àçðàáîòàíà íîâàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðîñòà èçîëè-

ðîâàííîé ïîïóëÿöèè. Íàéäåíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ

ïîïóëÿöèè, ðàçâèòèå êîòîðîé çàäàíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîëó÷å-

íû òàêæå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ïîïóëÿöèþ ê âûðîæäåíèþ. Èññëåäóåòñÿ

äèíàìè÷åñêèé ðåæèì ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè, íàõîäÿùåéñÿ íà ãðàíè èñ÷åçíîâåíèÿ; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ðàçìåð äàííîé ïîïóëÿöèè îêàæåòñÿ ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ,

ïîñëå êîòîðîãî áèîëîãè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïîïóëÿöèè íåâîçìîæíî. �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ðàçâèòèÿ äâóïîëîé ïîïóëÿöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëÿöèè, âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè,

óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1�3℄ (ñì. òàêæå îáçîð â [4℄) èçó÷àþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-

ëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè, â êîòîðûõ ãèáåëü îñîáåé íîñèò íåïðåðûâ-

íûé õàðàêòåð, à ïîÿâëåíèå îñîáåé íîâûõ ãåíåðàöèé ïðîèñõîäèò â íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè τk. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íîâàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíàÿ

ìîäåëü, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè (τk, τk+1),
òàê æå êàê è ìîìåíòû τk çàâèñÿò îò ðàçëè÷íûõ èçìåíåíèé âíåøíåé ñðåäû, ïîýòîìó äèíàìè-

êà ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè. Äëÿ äàí-

íîé ïîïóëÿöèè èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ðàçâèòèÿ, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ,

ïðèâîäÿùåãî ïîïóëÿöèþ ê âûðîæäåíèþ. �åçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ïðàêòè-

÷åñêèõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ íàïðàâëåíû ëèáî íà óâåëè÷åíèå ðàçìåðà

ïîïóëÿöèè (ñîõðàíåíèå ðåäêèõ âèäîâ æèâîòíûõ, çàíåñåííûõ â êðàñíóþ êíèãó), ëèáî íà åãî

óìåíüøåíèå (óïðàâëåíèå ÷èñëåííîñòüþ âðåäíûõ íàñåêîìûõ, çàäà÷è ýïèäåìèîëîãèè).

Ñîãëàñíî À.Í. Êîëìîãîðîâó [5℄, äåòåðìèíèðîâàííûå ìîäåëè îïèñûâàþò äèíàìèêó ðîñòà

ïîïóëÿöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà åå ÷èñëåííîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, à ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ýòè

ìîäåëè íåïðèìåíèìû. Ïîäîáíîå äîïóùåíèå ñäåëàåì è äëÿ ââåäåííîé â ðàáîòå âåðîÿòíîñòíîé

ìîäåëè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîïóëÿöèÿ èñ÷åçàåò íå òîëüêî êîãäà åå ðàçìåð àñèìïòîòè÷å-

ñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îíà òàêæå âûðîæäàåòñÿ, åñëè ýòîò ðàçìåð îêàæåòñÿ ìåíüøå íåêîòîðîãî

ìèíèìàëüíîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ x∗, ïîñëå êîòîðîãî âîññòàíîâëåíèå ïîïóëÿöèè ñ áèîëî-

ãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåâîçìîæíî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé ðàç-

âèòèå äàííîé ïîïóëÿöèè, ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìîæåò âîçðàñòàòü. Åñëè

ðå÷ü èäåò î ïîïóëÿöèÿõ ìëåêîïèòàþùèõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ íà ãðàíè èñ÷åçíîâåíèÿ

è äàííûé âèä ìîæåò èñ÷åçíóòü â òîì ñëó÷àå, åñëè íåñêîëüêî ëåò ïîäðÿä áóäåò ïîäâåðãàòüñÿ

íåáëàãîïðèÿòíûì óñëîâèÿì (íåõâàòêà êîðìà, èñòðåáëåíèå áðàêîíüåðàìè).
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� 1. Îïèñàíèå âåðîÿòíîñòíîé äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîé ìîäåëè äèíàìèêè ðîñòà

ïîïóëÿöèè

1.1. Ïðèìåðû äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ðîñòà ïîïóëÿöèè

Ïðèâåäåì ïðèìåðû äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé, êîòîðûå èçó÷åíû â ðàáîòàõ [1, ñ. 36, 69℄,

[2, 3℄ è ïîñëóæàò â äàëüíåéøåì îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè.

Ïðèìåð 1. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî â ðåàëèçàöèè

ïðîöåññà ðîæäåíèÿ, ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ãåíåðàöèé îñîáåé íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîííîñòü. Â òî æå

âðåìÿ ïðîöåññ ãèáåëè íîñèò íåïðåðûâíûé õàðàêòåð, êàæäàÿ îòäåëüíàÿ îñîáü ìîæåò ïîãèáíóòü

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïîä âîçäåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïî-

ïóëÿöèè â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì,

òðàåêòîðèè êîòîðîãî òåðïÿò ðàçðûâ â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè (ìîìåíòû ïîÿâëåíèÿ

íîâûõ ïîêîëåíèé) τk = kT, ãäå T > 0, k = 1, 2, . . . . Â ðàìêàõ ìîäåëè ìîæíî äîïóñêàòü, ÷òî

ïîÿâëåíèå íîâîé ãåíåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîìåíòàëüíî â ìîìåíòû âðåìåíè τk, ïîñêîëüêó
âðåìåííîé äèàïàçîí åå ïîÿâëåíèÿ íàìíîãî ìåíüøå âðåìåíè æèçíè îòäåëüíûõ îñîáåé. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ż = −zR(z), t 6= τk, ∆z
∣∣
t=τk

= ℓz,

ãäå∆z
∣∣
t=τk

= z(τk+0)−z(τk−0), ℓ = const > 0� êîý��èöèåíò ðàçìíîæåíèÿ, ðàâíûé êîëè÷åñòâó

íîâûõ îñîáåé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäíó âûæèâøóþ ê ìîìåíòó ðàçìíîæåíèÿ îñîáü â ïîïóëÿöèè.

Ôóíêöèÿ R(z) ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ãèáåëè îñîáåé, îíà äè��åðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé:

R(0) > 0, R′(z) > 0, lim
z→+∞

R(z) = +∞. (1.1)

Â ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.1) ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè (ðàññìàòðèâà-

åìàÿ â ìîìåíòû τk) èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî è ïðè ýòîì âñåãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíî

óñòîé÷èâûé ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü.

Ïðèìåð 2. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìîäåëè äèíàìèêè ðîñòà ïîïóëÿöèè (íàïðèìåð, ìîäåëè

ñ òèïîâîé ñòðóêòóðîé, ñ âîçðàñòíîé ñòðóêòóðîé, ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè

îñîáåé ðàçíûõ òèïîâ è ðàçëè÷íûõ âîçðàñòíûõ êëàññîâ), â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä

èç îäíîãî òèïà èëè êëàññà â äðóãîé íîñèò ñêà÷êîîáðàçíûé õàðàêòåð è îñóùåñòâëÿåòñÿ â �èêñè-

ðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè τk. Ýòî ìîäåëè ñ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì;

òàêîå æå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé áóäåò è äëÿ ïîïóëÿöèè ñ ïîëîâîé ñòðóêòóðîé (ïðèìåðû îïè-

ñàíèÿ ýòèõ ìîäåëåé ñì. â [1, ñ. 68�76℄, [2℄). �àññìàòðèâàþòñÿ ïîïóëÿöèè, äèíàìèêà ðàçâèòèÿ

êîòîðûõ çàäàíà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé

ẋ = f(t, x, u), t 6= τk,

∆x
∣∣
t=τk

= g(x,w), (t, x, u,w) ∈ R× R
n × R

m × R
p,

(1.2)

ãäå τk = kT, k = 1, 2, . . . , R
n
� ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈x, y〉 è íîðìîé |x| =
√

〈x, x〉. Îáîçíà÷èì ÷åðåç comp(Rn) ïðî-

ñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà R
n. Äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè

u(t) ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå

U ∈ comp(Rm), âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì, âëèÿþùèì íà ïîâåäåíèå ñèñòå-

ìû â ìîìåíòû âðåìåíè τk è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå W ∈ comp(Rp). Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî �óíêöèè f(t, x, u) è g(x,w) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå (1.2) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (t, x), F (t, x) = co F̃ (t, x), (1.3)
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ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (t, x) ∈ R
n+1

ìíîæåñòâî F̃ (t, x) ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäåëü-
íûõ çíà÷åíèé �óíêöèè (t, x) → f

(
t, x, U

)
ïðè (ti, xi) → (t, x), çàïèñü co F̃ (t, x) îçíà÷àåò çàìû-

êàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà F̃ (t, x). �åøåíèåì ñèñòåìû (1.2) ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ êóñî÷íî-

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x =ϕ(t) (àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëàõ (τk, τk+1)) ñ ðàçðûâàìè
ïåðâîãî ðîäà ïðè t = τk, êîòîðàÿ ïðè ïî÷òè âñåõ t óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ ϕ̇(t) ∈ F (t, ϕ(t))
è óñëîâèþ ñêà÷êà ïðè t = τk, òî åñòü

∆ϕ
∣∣
t=τk

= ϕ(τk + 0)− ϕ(τk − 0) = g(ϕ(τk − 0), w).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(t) íåïðåðûâíà ñëåâà, è ïîä çíà÷åíèåì �óíê-

öèè ϕ(t) â òî÷êå t = τk áóäåì ïîíèìàòü ϕ(τk − 0) = lim
t→τk−0

ϕ(t).

1.2. Îïèñàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè

Òåïåðü ¾íåìíîãî¿ èçìåíèì ìîäåëü (1.2), ïðåâðàòèâ åå â âåðîÿòíîñòíóþ. Åñòåñòâåííî äîïóñ-

êàòü, ÷òî ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè íà èíòåðâàëàõ (τk, τk+1), òàê æå êàê è ìîìåíòû τk, îïðåäåëÿåòñÿ
ðàçëè÷íûìè ïðèðîäíûìè è ýêîëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êàæäîì

âðåìåííîì èíòåðâàëå (τk, τk+1) �óíêöèÿ f çàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà ψk, ïðèíèìàþùå-
ãî çíà÷åíèÿ â çàäàííîì ìíîæåñòâå Ψ, à äëèíû èíòåðâàëîâ θk = τk − τk−1, k = 2, 3, . . . , ìåæäó
ìîìåíòàìè ïîÿâëåíèÿ íîâîé ãåíåðàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ �óíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ G(t). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå [α, β], ãäå
0 < α < β < ∞, òî åñòü G(t) = 0 ïðè t < α è G(t) = 1 ïðè t > β. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå

âåëè÷èíû ϕk, θk ïîñòîÿííûå, âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíèðîâàííîé, ïîýòîìó

îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè. Ïóñòü äèíàìèêà ðàçâèòèÿ íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè

çàäàíà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé

ẋ = f(htσ, x, u), t 6= τk(σ),

∆x
∣∣
t=τk(σ)

= g(x,w), (t, σ, x, u,w) ∈ R× Σ× R
n × R

m ×R
p,

(1.4)

ïîðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ

(x,w) → g(x,w) è äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî σ ∈ Σ �óíêöèÿ (t, x, u) → f(htσ, x, u) íåïðå-
ðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à óïðàâëåíèÿ u è w ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâàõ

U ∈ comp(Rm) è W ∈ comp(Rp) ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (Σ,A, µ, ht),
ãäå Σ � �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû; A � íåêîòîðàÿ ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíî-

æåñòâ Σ; ht � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èçìåðèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Σ â ñåáÿ (èçìåðèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî htA ∈ A äëÿ êàæäîãî A ∈ A è äëÿ ëþáîãî t ∈ R). Äàëåå,

µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ht, òî åñòü µ(htA) = µ(A) äëÿ
âñåõ A ∈ A è ëþáîãî t ∈ R (ñì., íàïðèìåð, [6, ñ. 12℄).

Îïèøåì ìåòðè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåò óïðàâ-

ëÿåìóþ ñèñòåìó (1.4), è òàêèì îáðàçîì ýòà ñèñòåìà ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó ñî ñëó÷àéíû-

ìè êîý��èöèåíòàìè (ïîäîáíàÿ ñèñòåìà îïèñàíà â [7℄). Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî (Σ,A, µ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ (Σ1,A1, µ1)
è (Σ2,A2, µ2). Çäåñü Σ1 îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé θ = (θ1, . . . , θk, . . . ),
ãäå θk ∈ (0,∞), ñèñòåìà ìíîæåñòâ A1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñèãìà-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé öè-

ëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè Ek
.
= {θ ∈ Σ1 : θ1 ∈ I1, . . . , θk ∈ Ik}, ãäå Ii .= (ti, si], à âåðîÿòíîñò-

íàÿ ìåðà µ1 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà Ii, i > 2, îïðåäåëèì
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ̃1(Ii) = G(si)−G(ti) ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G(t), à äëÿ I1 �
ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

G1(t) =
1

mθ

∫ t

0

(
1−G(s)

)
ds, t ∈ (0,∞), (1.5)
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ãäå mθ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì G(t). Íà àëãåáðå

öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîñòðîèì ìåðó µ̃1(Ek) = µ̃1(I1)µ̃1(I2) . . . µ̃1(Ik), òîãäà â ñèëó òåî-

ðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [8, ñ. 176℄) íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Σ1,A1) ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ̃1 íà

ñèãìà-àëãåáðó A1.
Äàëåå, ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî Ψ è ñèãìà-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ A0, íà êîòîðîé îïðå-

äåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ̃2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ2 ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Σ2
.
= {ϕ : ϕ = (ψ0, ψ1, . . . , ψk, . . . ), ψk ∈ Ψ},

÷åðåç A2 îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

Dk
.
= {ϕ ∈ Σ2 : ψ1 ∈ Ψ1, . . . , ψk ∈ Ψk}, ãäå Ψi ∈ A0,

îïðåäåëèì ìåðó µ̃2(Dk) = µ̃2(Ψ1)µ̃2(Ψ2) . . . µ̃2(Ψk) è ìåðó µ2 êàê ïðîäîëæåíèå ìåðû µ̃2 íà

ñèãìà-àëãåáðó A2.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τk}∞k=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: τ0 = 0, τk(θ) =
k∑
i=1

θi, ãäå θ ∈ Σ1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z = z(t, θ) ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τk}∞k=0, ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå t,
òîãäà z = z(t, θ) = max

{
k : τk 6 t

}
, ãäå t > 0. Âåëè÷èíà z(t, θ) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì âîññòà-

íîâëåíèÿ. Òàê êàê �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ1 çàäàíà ðàâåíñòâîì (1.5), òî

z(t, θ) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ (ñì. [9, 
. 145�147℄).

Íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Σ1,A1, µ1) îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà

ht1θ =
(
τz+1 − t, θz+2, θz+3, . . .

)
, t > 0.

Ïîñêîëüêó z(t, θ) � ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå ht1 ñîõðàíÿåò ìå-
ðó µ1, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ A1 è âñåõ t > 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî µ1(h

t
1A) = µ1(A).

Íà ïðîñòðàíñòâå (Σ2,A2, µ2) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì θ ∈ Σ1 çàäàäèì ïðåîáðàçîâàíèå ñäâè-

ãà ht2(θ)ϕ = (ψz , ψz+1, . . . ). Èç îïðåäåëåíèÿ ìåðû µ2 ñëåäóåò, ÷òî ht2 ñîõðàíÿåò äàííóþ ìåðó.

Íà ïðîñòðàíñòâå (Σ,A, µ) òàêæå îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå htσ = ht(θ, ϕ) =
(
ht1θ, h

t
2(θ)ϕ

)
. Ïî-

ñòðîåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Σ,A, µ, ht) íàçûâàåòñÿ êîñûì ïðîèçâåäåíèåì äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì (Σ1,A1, µ1, h
t
1) è (Σ2,A2, µ2, h

t
2(θ)), à ïðåîáðàçîâàíèå htσ ñîõðàíÿåò ìåðó µ = µ1 × µ2

(ñì. [6, ñ. 190℄), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1 è µ2. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî µ1 × µ2(A×B) = µ1(A)µ2(B) äëÿ âñåõ A ∈ A1, B ∈ A2.

� 2. Óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

2.1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

�åçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà êàê ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, òàê è ñëóæàò äëÿ

íàõîæäåíèÿ óñëîâèé âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè, äèíàìèêà êîòîðîé çàäàíà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé

ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè. Çäåñü èññëåäóåòñÿ ïîïóëÿöèÿ, ðàçâèòèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ

äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ż = q(htσ, z), t 6= τk(σ), ∆z
∣∣
t=τk(σ)

= ℓ(z), (t, σ, z) ∈ R× Σ× R, (2.1)

ïàðàìåòðèçîâàííûì ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïîñòðîåíà â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïðåäïîëàãàåì íåïðåðûâíûìè ñëåâà.

Óðàâíåíèþ (2.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âñïîìîãàòåëüíîå äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ż = q(t, ψ, z), t 6= τk, ∆z
∣∣
t=τk

= ℓ(z), (t, ψ, z) ∈ R×Ψ× R, (2.2)

ãäå τk = kT, T ∈ [α, β], 0 < α < β < ∞, k = 1, 2, . . . . Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.2) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè (2.1) ïðè �èê-

ñèðîâàííîì σ = ((T, ψ), (T, ψ), . . . ) ∈ Σ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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äëÿ êàæäîãî ψ ∈ Ψ �óíêöèÿ (t, z) → q(t, ψ, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé

q′z(t, ψ, z) íà ìíîæåñòâå (0,∞) × (0,∞); q(t, ψ, 0) = 0 è q(t, ψ, z) < 0 ïðè t > 0, z > 0; �óíêöèÿ
L(z)

.
= ℓ(z) + z äè��åðåíöèðóåìàÿ, âîçðàñòàþùàÿ, L(0) = 0 è L(z) > 0 äëÿ âñåõ z > 0.

Ïóñòü ϕ(t, ψ, z) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ż = q(t, ψ, z) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ψ ∈ Ψ (áåç

ó÷åòà èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, ψ, z) = z. Ââåäåì
â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

H(t, ψ, z)
.
= L

(
ϕ(t, ψ, z)

)
= ℓ

(
ϕ(t, ψ, z)

)
+ ϕ(t, ψ, z),

êîòîðàÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëüøå, îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ (t, ψ, z) ∈ R+ × Ψ × R+, ãäå
R+

.
= [0,∞). Ïðè �èêñèðîâàííûõ t = T è ψ ∈ Ψ �óíêöèÿ z → H(T, ψ, z) îïðåäåëÿåò õà-

ðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿöèè, çàäàííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëüþ (2.2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

zk = z(kT, ψ) ðàçìåð ïîïóëÿöèè (2.2) â ìîìåíò âðåìåíè kT â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â íà÷àëüíûé

ìîìåíò ðàçìåð ýòîé ïîïóëÿöèè ðàâåí z(0, ψ) = z0 > 0, òîãäà

zk+1 = z
(
(k + 1)T, ψ

)
= H(T, ψ, zk), k = 0, 1, . . . .

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå H(T, ψ, z) = z âñåãäà èìååò ðåøåíèå z = 0. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äàí-

íîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå z̄ è H ′
z(T, ψ, z̄) < 1, òî ÷èñëåííîñòü

ïîïóëÿöèè zk (ðàññìàòðèâàåìàÿ â ìîìåíòû kT ) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê z̄ ïðè k → ∞. Åñëè
óðàâíåíèå H(T, ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé è H ′

z(T, ψ, 0) < 1, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {zk}∞k=0 àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ðàçìåðå z0 (ñì.,

íàïðèìåð, [1, ñ. 27; 37�38℄).

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè (2.1) ñóùåñòâóåò áîëüøå äèíà-

ìè÷åñêèõ ðåæèìîâ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ðåæèìîâ èññëåäó-

åì ñâîéñòâà �óíêöèè (t, z) → H(t, ψ, z) ïðè çàäàííîì ψ ∈ Ψ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ âñåõ

(t, ψ) ∈ (0,∞) × Ψ óðàâíåíèå H(t, ψ, z) = z èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, è îáîçíà÷èì íàè-

áîëüøåå èç ýòèõ ðåøåíèé ÷åðåç z̃(t, ψ).

Ëåììà 1. Ïóñòü ψ ∈ Ψ �èêñèðîâàíî. Ôóíêöèÿ H(t, ψ, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå

ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé H ′
z(t, ψ, z) äëÿ âñåõ t > 0, z > 0, è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) H(t, ψ, z) > 0 äëÿ âñåõ (t, z) ∈ R+ × (0,∞) è H(t, ψ, 0) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R+;
2) äëÿ ëþáîãî t ∈ (0,∞) �óíêöèÿ z → H(t, ψ, z) âîçðàñòàþùàÿ;
3) äëÿ ëþáîãî z ∈ (0,∞) �óíêöèÿ t→ H(t, ψ, z) óáûâàþùàÿ;
4) åñëè H ′

z(t, ψ, z̃(t, ψ)) < 1 äëÿ âñåõ t > 0, òî �óíêöèÿ t → z̃(t, ψ) íåâîçðàñòàþùàÿ; ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè z̃(t∗, ψ) = 0, òî äëÿ âñåõ t > t∗ òàêæå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî z̃(t, ψ) = 0, òî
åñòü óðàâíåíèå H(t, ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ϕ(t, ψ, 0) ≡ 0 è L(0) = 0, òî H(t, ψ, 0) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈
[0,∞). Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(t, ψ, z) > 0 äëÿ âñåõ z > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò

òî÷êà t∗ òàêàÿ, ÷òî ϕ(t∗, ψ, z) = 0, z > 0. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó (t∗, 0) ïðîõîäÿò äâà ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ ż = q(t, ψ, z) � èñõîäíîå ðåøåíèå ϕ(t, ψ, z) è ðåøåíèå, òîæäåñòâåííî ðàâíîå íóëþ;

ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî L(z) > 0 ïðè z > 0,
ïîýòîìó H(t, ψ, z) > 0 äëÿ âñåõ (t, z) ∈ R+ × (0,∞).

Ôóíêöèÿ t → ϕ(t, ψ, z) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé; ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà q(t, ψ, z) < 0,
êîòîðîå âåðíî äëÿ âñåõ (t, z) ∈ [0,∞) × (0,∞). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ϕ(t, ψ, z0) óðàâ-
íåíèÿ ż = q(t, ψ, z), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t, ψ, z0) = z0 > 0, äëÿ âñåõ

t ∈ [0,∞) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 6 ϕ(t, ψ, z0) 6 z0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ϕ(t, ψ, z) îãðà-
íè÷åíî è áåñêîíå÷íî ïðîäîëæàåìî âïðàâî, ïîýòîìó �óíêöèÿ H(t, ψ, z) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ

(t, ψ, z) ∈ R+×Ψ×R+. Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé H(t, ψ, z) è H ′
z(t, ψ, z) äëÿ âñåõ t > 0, z > 0 ñëå-

äóåò èç äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè L(z) è òåîðåìû î äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî íà÷àëüíûì

çíà÷åíèÿì. Èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ϕ(t, ψ, z) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ z → ϕ(t, ψ, z)
âîçðàñòàþùàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå z1 < z2, ÷òî ϕ(t, ψ, z1) > ϕ(t, ψ, z2), òî
íàéäåòñÿ òî÷êà t∗ ∈ (0, t] òàêàÿ, ÷òî ϕ(t∗, ψ, z1) = ϕ(t∗, ψ, z2); ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ôóíê-

öèÿ L(z) âîçðàñòàþùàÿ, ïîýòîìó �óíêöèÿ z → H(t, ψ, z) = L
(
ϕ(t, ψ, z)

)
òàêæå âîçðàñòàåò.
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Äàëåå, äëÿ ëþáîãî z ∈ (0,∞) �óíêöèÿ t→ H(t, ψ, z) óáûâàåò, ïîñêîëüêó óáûâàþùåé ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèÿ t → ϕ(t, ψ, z).
Çà�èêñèðóåì ïîëîæèòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè t1 < t2 è ðàññìîòðèì �óíêöèþ

S(z) = H(t2, ψ, z) − z, z ∈ R+.

Òîãäà S(0) = 0, S(z̃(t2, ψ)) = 0 è ïðè z > z̃(t1, ψ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

S(z) = H(t2, ψ, z) − z < H(t1, ψ, z) − z < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ z̃(t2, ψ) óðàâíåíèÿ H(t2, ψ, z) = z (èëè ðàâíîñèëü-
íîãî åìó óðàâíåíèÿ S(z) = 0) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî z̃(t2, ψ) 6 z̃(t1, ψ), òî åñòü �óíêöèÿ

t→ z̃(t, ψ) íåâîçðàñòàþùàÿ. �

Çàìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèþ H(t, ψ, z) íåëüçÿ âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ

îöåíèòü �óíêöèþ q(σ, z) íåêîòîðîé �óíêöèåé q0(σ, z), çàòåì ïîñòðîèòü �óíêöèþ H0(t, ψ, z)
è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ.

2.2. Óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè, âûïîëíåííûå äëÿ âñåõ σ ∈ Σ è âûïîëíåí-

íûå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(t, σ, z0) ðàçìåð ïîïóëÿöèè, äèíàìèêà êîòîðîé çàäàíà óðàâíåíèåì (2.1),

÷åðåç z0 � íà÷àëüíûé ðàçìåð ïîïóëÿöèè.

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ êàæäîãî ψ ∈ Ψ óðàâíåíèå H(α,ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ

ðåøåíèé è H ′
z(α,ψ, 0) < 1, òî äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è ëþáîãî z0 > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü σ = ((θ1, ψ1), (θ2, ψ2), . . . ) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Σ,
σ0 = ((θ1, ψ1), (α,ψ2), (α,ψ3), . . . ) ∈ Σ, ãäå θ1 ∈ [0, β], θk ∈ [α, β], k = 2, 3, . . . . �àññìîòðèì
ðåøåíèÿ z(t, σ0, z0) è z(t, σ, z0) óðàâíåíèÿ (2.1) ñ îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì z0 > 0.
Ïðè z0 = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî, ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî z0 > 0. �åøåíèþ
z(t, σ, z0) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk(σ)}∞k=1, ãäå

z0(σ) = z0, zk(σ) = z(τk(σ), σ) = H(θk, ψk, zk−1(σ)), k = 1, 2, . . . , (2.3)

òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk(σ0)}∞k=1. Åñëè σ = σ0, ìû èìååì óðàâ-

íåíèå ñ ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ τk(σ0) = θ1 + (k − 1)α, k = 1, 2, . . . , äëÿ êîòîðîãî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé ëåììû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
k→∞

zk(σ0) = 0 (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 27℄). Î÷åâèäíî,

÷òî z1(σ) = z(θ1, σ, z0) = z(θ1, σ0, z0) = z1(σ0). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ t → H(t, ψ, z) óáûâàåò

è θ2 ∈ [α, β], òî

z2(σ) = H(θ2, ψ2, z1(σ)) = H(θ2, ψ2, z1(σ0)) 6 H(α,ψ2, z1(σ0)) = z2(σ0).

Äàëåå, �óíêöèÿ z → H(t, ψ, z) âîçðàñòàþùàÿ, ïîýòîìó

z3(σ) = H(θ3, ψ3, z2(σ)) 6 H(θ3, ψ3, z2(σ0)) 6 H(α,ψ3, z2(σ0)) = z3(σ0).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî zk(σ) 6 zk(σ0) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k; êðîìå òîãî, â ñèëó ëåì-
ìû 1 èìååò ìåñòî zk(σ) = H(θk, ψk, zk−1(σ)) > 0. Òàêèì îáðàçîì, lim

k→∞
zk(σ) = lim

k→∞
zk(σ0) = 0.

Èç ëåììû 1 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [τk−1(σ), τk(σ)), k = 1, 2, . . . , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
0 < z(t, σ, z0) 6 zk−1(σ), ïîýòîìó lim

t→∞
z(t, σ, z0) = 0 äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è ëþáîãî z0 > 0. �

Â òåîðåìå 1 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà â ñëó÷àå,

êîãäà óðàâíåíèå H(β, ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ëþáûõ ψ ∈ Ψ. Îòíî-
ñèòåëüíî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ H(α,ψ, z) = z ïðåäïîëàãàåì òîëüêî, ÷òî äëÿ êàæäîãî �èêñèðî-

âàííîãî ψ ∈ Ψ ÷èñëî òàêèõ ðåøåíèé êîíå÷íîå, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé

ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì è ðàçëè÷íûì äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ψ ∈ Ψ.
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Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ âñåõ (t, ψ, z) ∈ [α, β] ×Ψ× (0,∞) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî H(t, ψ, z) < H ′
z(t, ψ, 0)z;

2) ñóùåñòâóåò θ∗ ∈ (α, β] òàêîå, ÷òî µ([θ∗, β]) > 1/2, äëÿ êàæäîãî ψ ∈ Ψ óðàâíåíèå

H(θ∗, ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
ψ∈Ψ

H ′
z(θ

∗, ψ, 0) · sup
ψ∈Ψ

H ′
z(α,ψ, 0) 6 1. (2.4)

Òîãäà ïîïóëÿöèÿ, äèíàìèêà ðàçâèòèÿ êîòîðîé çàäàíà ìîäåëüþ (2.1), âûðîæäàåòñÿ ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, òî åñòü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1
è lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0 è ëþáîãî z0 > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî σ ∈ Σ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ζk(σ)}∞k=1, ãäå ζk(σ) = 1, åñëè θk ∈ [α, θ∗) è ζk(σ) = −1, åñëè θk ∈ [θ∗, β].
Èç âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

µ(ζk(σ) = −1) = µ([θ∗, β]) >
1

2
, µ(ζk(σ) = 1) = µ([α, θ∗)) <

1

2
.

�àññìîòðèì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk(σ)}∞k=0, ãäå S0(σ) = 0, Sk(σ) = ζ1(σ) + . . . + ζk(σ),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ïî öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì ïðÿìîé, òîãäà èç íåðà-

âåíñòâà µ(ζk(σ) = −1) > 1/2 ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå óõîäèò

â −∞ (ñì. [9, ñ. 154℄). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Σ0 ⊂ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1 è

lim
k→∞

Sk(σ) = −∞ äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0.

Åñëè óðàâíåíèå H(α,ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ ψ ∈ Ψ, òî â ñèëó
ëåììû 2 ðàâåíñòâî lim

t→∞
z(t, σ, z0) = 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ σ ∈ Σ, z0 > 0. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì

ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ψ+ ⊆ Ψ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ψ ∈ Ψ+ óðàâíåíèå

H(α,ψ, z) = z èìååò ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç z̃(α,ψ) ìû îáîçíà÷àåì

íàèáîëüøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(α,ψ, z) = z, òîãäà z̃(α,ψ) > 0 ïðè âñåõ ψ ∈ Ψ+.
Ïóñòü c = sup

ψ∈Ψ
H ′
z(α,ψ, 0). Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ψ ∈ Ψ+, òî

z̃(α,ψ) = H(α,ψ, z̃(α,ψ)) < H ′
z(α,ψ, 0)z̃(α,ψ) 6 cz̃(α,ψ),

ïîýòîìó c > 1. Êàæäîé òî÷êå z0 > 0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí {yk(σ)}∞k=1, ãäå y0(σ) = z0, yk(σ) = cζk(σ)yk−1, k = 1, 2, . . . . Òîãäà

yk(σ) = cζ1(σ)+...+ζk(σ)z0 = cSk(σ)z0,

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè lim
k→∞

Sk(σ) = −∞, òî lim
k→∞

yk(σ) = 0.

�àñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk(σ)}∞k=1, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì (2.3), è ïîêàæåì, ÷òî ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà zk(σ) < yk(σ), ãäå k = 1, 2, . . . . Åñëè
θ1 ∈ [α, θ∗), òî ζ1(σ) = 1, �óíêöèÿ t→ H(t, ψ, z) óáûâàåò, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ψ1 ∈ Ψ èìååì

z1(σ) = H(θ1, ψ1, z0) 6 H(α,ψ1, z0) < H ′
z(α,ψ1, 0)z0 6 cζ1(σ)z0 = y1(σ).

Åñëè θ1 ∈ [θ∗, β], òî ζ1(σ) = −1, òîãäà èç (2.4) ïîëó÷àåì

z1(σ) = H(θ1, ψ1, z0) 6 H(θ∗, ψ1, z0) < H ′
z(θ

∗, ψ1, 0)z0 6
z0

sup
ψ∈Ψ

H ′
z(α,ψ, 0)

= cζ1(σ)z0 = y1(σ).

Äàëåå, åñëè θ2 ∈ [α, θ∗), òî ζ2(σ) = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

z2(σ) = H(θ2, ψ2, z1(σ)) 6 H(α,ψ2, z1(σ)) < H ′
z(α,ψ2, 0)z1(σ) <

< H ′
z(α,ψ2, 0)y1(σ) = cζ2(σ)y1(σ) = y2(σ).
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî z2(σ) < y2(σ) ïðè θ2 ∈ [θ∗, β], à òàêæå ÷òî íåðàâåíñòâî

0 < zk(σ) < yk(σ) âåðíî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . . Òàêèì îáðàçîì, åñëè σ ∈ Σ0, òî äëÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {zk(σ)}∞k=1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
k→∞

zk(σ) = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0, z0 > 0. �

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè, âûïîëíåííûå ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, íî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé, çäåñü íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè

âñåõ σ ∈ Σ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî lim
t→∞

z(t, σ, z0) = 0. Îòìåòèì, ÷òî ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ

è ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t∗
ðàçìåð ïîïóëÿöèè îêàçàëñÿ ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ z∗ > 0, ïðè êîòîðîì äàëüíåéøåå

âîññòàíîâëåíèå åå ÷èñëåííîñòè íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) H ′
z(t, ψ, z̃(t, ψ)) < 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ [α, β], ψ ∈ Ψ è sup

ψ∈Ψ
z̃(α,ψ) <∞;

2) ñóùåñòâóþò θ∗ ∈ (α, β) è ìíîæåñòâî Ψ∗ ⊆ Ψ òàêèå, ÷òî G(θ∗) < 1, µ(Ψ∗) > 0 è äëÿ

êàæäîãî ψ ∈ Ψ∗
óðàâíåíèå H(θ∗, ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1 è äëÿ ëþáûõ z∗ > 0, z0 > 0
è σ ∈ Σ0 íàéäåòñÿ òàêîå t∗ = t∗(z∗, σ, z0), ÷òî z(t∗, σ, z0) < z∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì z̄(α) = sup
ψ∈Ψ

z̃(α,ψ). Îòìåòèì, ÷òî z̄(α) = 0 òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå H(α,ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ êàæäîãî ψ ∈ Ψ;
ïîýòîìó, åñëè z̄(α) = 0, â ñèëó ëåììû 2 ðàâåíñòâî lim

t→∞
z(t, σ, z0) = 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ σ ∈ Σ,

òî åñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû çàâåäîìî âûïîëíåíî. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z̄(α) > 0,
è ïîêàæåì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè τr = τr(σ, z0)
äëÿ âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < z(t, σ, z0) 6 z̄(α).

�àññìîòðèì ñîáûòèÿ Ak, ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî (θk, ψk) ∈ [θ∗, β] × Ψ∗, k = 1, 2, . . . . Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû θ1, θ2, . . . è ψ1, ψ2, . . . íåçàâèñèìû, ïîýòîìó ñîáûòèÿ Ak íåçàâèñèìû è ïðè

k > 2 èìåþò îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè µ(Ak) = (1−G(θ∗))µ(Ψ∗) > 0. Â ñèëó ëåììû 1 óðàâíåíèå

H(t, ψ, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ t ∈ [θ∗, β], ψ ∈ Ψ∗, ïîýòîìó, åñëè
ïðîèñõîäÿò òîëüêî ñîáûòèÿ Ak, ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè z0 ðåøåíèå z(t, σ, z0) àñèìïòî-
òè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè, íàîáîðîò, ñîáûòèÿ Ak íèêîãäà íå ïðîèñõîäÿò, òî ðåøåíèå

z(t, σ, z0) ëèáî ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ z̃(α,ψ) 6 z̄(α) ïðè t → ∞ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà

θk = α, ψk = ψ äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . ), ëèáî â ñèëó ëåììû 1 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, ìåíüøåãî z̄(α).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñîáûòèÿ Ak âçàèìíî íåçàâèñèìû è ðÿä

∞∑
k=1

µ(Ak) ðàñõîäèòñÿ, òî ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ åäèíèöà îñóùåñòâèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé Ak (ñì. [10, ñ. 216℄). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè z0 > 0 íåðàâåíñòâî 0 < z(t, σ, z0) 6 z̄(α) áóäåò âûïîëíåíî

ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà ñîáûòèé Ak, òî åñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè

τr, r > k. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî 0 < z(t, σ, z0) 6 z̄(α) âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðîì t = τr,
òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ t > τr. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 < z(τr, σ, z0) 6 z̄(α), òî ïðè t ∈ (τr, τr+1)
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 < z(t, σ, z0) < z(τr, σ, z0) 6 z̄(α). Äàëåå,

0 < z(τr+1, σ, z0) = H(θr, ψr, z(τr, σ)) 6 H(α,ψr , z(τr, σ)) 6 H(α,ψr, z̄(α)) 6 z̄(α).

Òàêèì æå îáðàçîì ïîêàçûâàåì, ÷òî 0 < z(t, σ, z0) 6 z̄(α) äëÿ âñåõ t > τr+1.
�àññìîòðèì ðåøåíèå z(t, σ, z0) óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè t > τr, òîãäà 0 < z(t, σ, z0) 6 z̄(α).

Ïóñòü çàäàíî z∗ > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s òàêîå ÷èñëî, ÷òî ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îñóùåñòâ-

ëåíèÿ s ñîáûòèé Ak äëÿ ðåøåíèÿ z(t, σ, z0), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ z(t, σ, z0) 6 z̄(α), áóäåò
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî z(t, σ, z0) < z∗, òî åñòü ðàçìåð ïîïóëÿöèè îêàæåòñÿ íèæå ïðåäåëüíî äî-
ïóñòèìîãî óðîâíÿ. Òàêîå ÷èñëî s ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó, åñëè ïðîèñõîäÿò òîëüêî ñîáûòèÿ Ak,
ðåøåíèå z(t, σ, z0) àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîáûòèÿ

B1 = Ar+1 ∩ . . . ∩Ar+s, B2 = Ar+s+1 ∩ . . . ∩Ar+2s, . . . , r > 1.
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Ïóñòü p = µ(Ak) > 0, k = 2, 3, . . . . Èç íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé Ak ñëåäóåò, ÷òî ñîáûòèÿ Bk

íåçàâèñèìû è µ(Bk) = ps > 0, ïîýòîìó ðÿä

∞∑
k=1

µ(Bk) ðàñõîäèòñÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

îñóùåñòâèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé, òî åñòü ðàçìåð ïîïóëÿöèè áóäåò ìåíüøå çàäàííîãî

çíà÷åíèÿ z∗ > 0 â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ = t∗(z∗, σ).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) H ′
z(t, ψ, z̃(t, ψ)) < 1 äëÿ êàæäîãî t ∈ [α, β], ψ ∈ Ψ è sup

ψ∈Ψ
z̃(α,ψ) <∞;

2) ñóùåñòâóþò θ∗ ∈ (α, β) è ìíîæåñòâî Ψ∗ ⊆ Ψ òàêèå, ÷òî G(θ∗) < 1, µ(Ψ∗) > 0 è äëÿ

âñåõ ψ ∈ Ψ∗ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà z̃(θ∗, ψ) < z∗.
Òîãäà ñóùåñòâóåò Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1 è äëÿ ëþáûõ σ ∈ Σ0, z0 > 0 íàéäåòñÿ

òàêîå t∗ = t∗(z∗, σ, z0), ÷òî z(t∗, σ, z0) < z∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 1 ïðè t > α âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî z̃(t, ψ) < z̃(α,ψ).
Ïîýòîìó, òàê æå êàê â òåîðåìå 2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t1 = t1(σ, z0) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ z(t, σ, z0) óðàâíåíèÿ (2.1) âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî 0 < z(t, σ, z0) 6 z̄(α). Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 2. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ẑ(β, ψ) ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ H(β, ψ, z) = z
(åñëè òàêîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, ïîëîæèì ẑ(β, ψ) = 0). Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðèâå-

äåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîïóëÿöèÿ íå âûðîæäàåòñÿ, òî åñòü åå ðàçìåð âñå âðåìÿ ïðåâîñõîäèò

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå z∗ > 0. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü çàäàíî z∗ > 0. Åñëè inf
ψ∈Ψ

ẑ(β, ψ) > z∗, z0 > z∗ è H ′
z(β, ψ, ẑ(β, ψ)) < 1 äëÿ

âñåõ ψ ∈ Ψ, òî íåðàâåíñòâî z(t, σ, z0) > z∗ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t > 0, σ ∈ Σ.

Îòìåòèì, ÷òî â ìîäåëè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.1), ñóùåñòâóþò è äðóãèå äèíàìè÷åñêèå

ðåæèìû ðàçâèòèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå H(t, ψ, z) = z äëÿ êàæ-

äîé ïàðû (t, ψ) ∈ [α, β] × Ψ èìååò ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ẑ(t, ψ) òàêîå, ÷òî

H ′
z(t, ψ, ẑ(t, ψ)) > 1. Òîãäà lim

t→+∞
z(t, σ, z0) = +∞, åñëè z0 > sup

ψ∈Ψ
ẑ(β, ψ), è lim

t→+∞
z(t, σ, z0) = 0,

åñëè z0 6 inf
ψ∈Ψ

ẑ(α,ψ). Åñëè æå z0 ∈
(
inf
ψ∈Ψ

ẑ(α,ψ), sup
ψ∈Ψ

ẑ(β, ψ)
)
, òî ðåøåíèå z(t, σ, z0) ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ åäèíèöà ëèáî óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, ëèáî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè òîãî,

÷òî z(t, σ, z0) → +∞ ïðè t → ∞, è òîãî, ÷òî z(t, σ, z0) → 0 ïðè t → ∞, çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî

ðàçìåðà ïîïóëÿöèè z0.

� 3. Óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè äëÿ óïðàâëÿåìûõ ìîäåëåé ñ òèïîâîé,

âîçðàñòíîé èëè ïîëîâîé ñòðóêòóðîé

�åçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðà�à ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ ß.Þ. Ëàðèíîé.

3.1. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè

Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ ïîïóëÿöèè, äèíàìèêà ðàç-

âèòèÿ êîòîðîé çàäàíà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé

ẋ = f(htσ, x, u), t 6= τk(σ),

∆x
∣∣
t=τk(σ)

= g(x,w), (t, σ, x, u,w) ∈ R× Σ× R
n × R

m ×R
p,

(3.1)

ïîðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht), ïîñòðîåííîé â ïåðâîì ïàðàãðà-

�å. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3.1) îïèñûâàåò ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè ñ òèïîâîé, âîçðàñòíîé, ïîëî-

âîé ñòðóêòóðîé èëè ïîïóëÿöèè, â êîòîðîé åñòü îñîáè ðàçíûõ òèïîâ è ðàçëè÷íûõ âîçðàñòíûõ
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êëàññîâ (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 68�76℄, [2℄). Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(t, σ) áåðåì âñå-

âîçìîæíûå îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå U ∈ comp(Rm),
âåêòîð w òàêæå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì, âëèÿþùèì íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ìî-

ìåíòû âðåìåíè t = τk(σ), è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå W ∈ comp(Rp). Ïðåäïîëàãàåì,
÷òî �óíêöèÿ g(x,w) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, g(0, w) = 0; äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ
�óíêöèÿ (t, x, u) → f(htσ, x, u) íåïðåðûâíà, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1) íåïðåðûâíû ñëåâà.

Îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.1) òàêæå òðåáóåì, ÷òîáû îíè áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè

ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ ñèñòåìû ẋ = f(t, x) ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíåíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè (ñì.,

íàïðèìåð, [11, ñ. 34℄). Ñ�îðìóëèðóåì ïîäîáíîå óñëîâèå äëÿ ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâè-

åì (3.1). Îáîçíà÷èì R
n
+
.
= {x ∈ R

n : x1 > 0, . . . , xn > 0}.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèè f(htσ, x, u) è g(x,w) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ êâàçèïîëîæèòåëüíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ (t, σ, x) ∈ R+ × Σ × R
n
+ è ëþáûõ äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

fi(h
tσ, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn, u1, . . . , um) > 0, i = 1, . . . , n, (3.2)

xi + gi(x1, . . . , xn, w1, . . . , wp) > 0, i = 1, . . . , n. (3.3)

Ïóñòü x(t, σ, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = f(htσ, x, u), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
x(0, σ, x0) = x0. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.2) è x0 ∈ R

n
+, òî x(t, σ, x0) ∈ R

n
+ äëÿ âñåõ

t > 0 (ñì. [11, ñ. 34℄). Íåðàâåíñòâî (3.3) îáåñïå÷èâàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (3.1).

Ñëåäóÿ À.Ô. Ôèëèïïîâó, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå (3.1) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ-

÷åíèå

ẋ ∈ F (htσ, x), F (σ, x) = co F̃ (σ, x), (3.4)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (σ, x) ∈ Σ × R
n
ìíîæåñòâî F̃ (σ, x) ñîñòîèò èç âñåõ ïðå-

äåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè (t, x) → f
(
htσ, x, U

)
ïðè (ti, xi) → (0, x). Äàëåå, çàïèñü co F̃ (σ, x)

îçíà÷àåò çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà F̃ (σ, x). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåì

äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (3.4), êîòîðîå èìååò êîìïàêòíûå îáðàçû, òî åñòü ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ (σ, x) ìíîæåñòâî F (σ, x) âûïóêëî è êîìïàêòíî; òàêæå ïðåäïîëàãàåì,

÷òî äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ �óíêöèÿ (t, x) → F (htσ, x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

σ ∈ Σ ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ ∈ F (htσ, x), x(0) = x0 (ñì. [15, 
. 213℄).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ V (σ, x) ïåðåìåííûõ (σ, x) ∈ Σ×R
n
íàçûâàåòñÿ �óíê-

öèåé Ëÿïóíîâà (ñì. [12, 
. 235℄ ), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíê-

öèÿ Ṽ (x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ σ ∈ Σ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

V (σ, x) > Ṽ (x) > 0 ïðè |x| 6= 0, V (σ, 0) = Ṽ (0) = 0.

Ôóíêöèÿ V (σ, x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
|x|→∞

V (σ, x) = +∞.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (σ, x) îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â òî÷-
êå (σ, x) ∈ Σ × R

n
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà d ∈ R

n
(ïðîèçâîäíîé Ô. Êëàðêà) íàçûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèé ïðåäåë (ñì. [13, 
. 17℄):

V o(σ, x; d)
.
= lim sup

(ϑ,y,ε)→(σ,x,+0)

V (hεϑ, y + εd)− V (ϑ, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V o
min(σ, x)

.
= inf
d∈F (σ,x)

V o(σ, x; d), V o
max(σ, x)

.
= sup
d∈F (σ,x)

V o(σ, x; d) íàçûâàþòñÿ íèæíåé

è âåðõíåé ïðîèçâîäíûìè �óíêöèè V â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3.4).
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3.2. �àçëè÷íûå óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äëÿ

ïîïóëÿöèè, ðàçâèòèå êîòîðîé çàäàíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé (3.1).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1, è �óíêöèè V (σ, x) = V (x), q(σ, z), L(z) òàêèå, ÷òî
V (x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà è äëÿ âñåõ (σ, x) ∈ Σ0×R

n
+ âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà

V o
max(σ, x) 6 q

(
σ, V (x)

)
, max

w∈W
V
(
x+ g(x,w)

)
6 L

(
V (x)

)
. (3.5)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ϕ(t, σ, x) ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

ϕ(0, σ, x) = x ∈ R
n
+, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî lim

t→∞
|ϕ(t, σ, x)| = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ0 è äëÿ êàæäîãî x ∈ R
n
+ îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, σ, x)

ðåøåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x è îïðå-
äåëåííîå íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [0, τ). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t, σ) = V

(
ϕ(t, σ, x)

)
, êîòîðàÿ

â ñèëó òåîðåìû �àäåìàõåðà äè��åðåíöèðóåìà ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, τ). Â òî÷êàõ äè��åðåí-

öèðóåìîñòè �óíêöèè v(t, σ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (ñì. [14℄)

v̇(t, σ) 6 V o
max

(
htσ, ϕ(t, σ, x)

)
,

ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (3.5), èìååì ïðè âñåõ t ∈ [0, τ) íåðàâåíñòâî v̇(t, σ) 6 q(htσ, v(t, σ)), êîòîðîå
âåðíî, ïîñêîëüêó ϕ(t, σ, x) ∈ R

n
+ (ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ êâàçèïîëîæèòåëü-

íîñòè �óíêöèé f(htσ, x, u) è g(x,w)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(t, σ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëå-
òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0, σ) = v(0, σ) = V (x); ýòî ðåøåíèå áåñêîíå÷íî ïðîäîëæàåìî
âïðàâî, ïîñêîëüêó åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ëþáîé ïðîìåæóòîê [τk(σ), τk+1(σ)), k = 0, 1, . . .
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1). Â ñèëó òåîðåìû ×àïëûãèíà î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ

íåðàâåíñòâî v(t, σ) 6 z(t, σ) âåðíî ïðè âñåõ t ∈ [0,min{τ, τ1(σ)}). Äàëåå, åñëè τ > τ1(σ), òî èç
âòîðîãî íåðàâåíñòâà (3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈W âûïîëíåíî

v(τ1 + 0, σ) = V
(
ϕ(τ1 + 0, σ, x)

)
= V

(
ϕ(τ1, σ, x) + g(ϕ(τ1, σ, x), w)

)
6

6 L
(
V (ϕ(τ1, σ, x))

)
= L(v(τ1, σ)).

Äàëåå, èç ðàâåíñòâà z(τ1 + 0, σ) = z(τ1, σ) + ℓ(z(τ1, σ)) = L(z(τ1, σ)) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

v(τ1 + 0, σ) 6 z(τ1 + 0, σ). Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåí-

ñòâî v(t, σ) 6 z(t, σ) âåðíî äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ), è ïîñêîëüêó �óíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé

Ëÿïóíîâà, òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, τ) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 6 v(t, σ) 6 z(t, σ).
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) áåñêî-

íå÷íî ïðîäîëæàåìî âïðàâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ϕ(t, σ, x) îïðåäåëåíî íà ïðîìåæóòêå
[0, τ), ãäå τ 6= +∞, òîãäà |ϕ(t, σ, x)| → ∞ ïðè t → τ − 0. Ïîñêîëüêó V (x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî

áîëüøîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà, òî

lim
t→τ−0

v(t, σ) = lim
|ϕ(t,σ,x)|→∞

V
(
ϕ(t, σ, x)

)
= +∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó v(t, σ) 6 z(t, σ).
Â ñèëó òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Σ̃0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ̃0) = 1 è z(t, σ) → 0 ïðè

t→ ∞ äëÿ âñåõ σ ∈ Σ̃0; ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà 0 6 v(t, σ) 6 z(t, σ) ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
t→∞

v(t, σ) = lim
t→∞

V
(
ϕ(t, σ, x)

)
= 0

äëÿ âñåõ σ ∈ Σ0 ∩ Σ̃0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |ϕ(t, σ, x)| → 0 ïðè t → ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

(ýòî äîêàçàíî â [12, ñ. 242�243℄).
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1, è �óíêöèè V (x), q(σ, z), L(z) òàêèå, ÷òî V (x)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà è äëÿ âñåõ (σ, x) ∈ Σ0 × R

n
+ âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà (3.5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x∗ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå t∗ = t∗(x∗, σ), ÷òî |ϕ(t∗, σ, x)| < x∗
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü σ ∈ Σ0, ϕ(t, σ, x) � ðåøåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1), óäî-

âëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x, ãäå x ∈ R
n
+, z(t, σ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0, σ) = v(0, σ) = V (x). �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t, σ) = V
(
ϕ(t, σ, x)

)
,

òîãäà, êàê äîêàçàíî â òåîðåìå 4, v(t, σ) 6 z(t, σ) äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) è ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) áåñ-
êîíå÷íî ïðîäîëæàåìî âïðàâî. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 2, òî äëÿ ëþáîãî z∗ > 0
íàéäåòñÿ òàêîå t∗ = t∗(z∗, σ), ÷òî z(t∗, σ) < z∗ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî,

v(t∗, σ) = V
(
ϕ(t∗, σ, x)

)
6 x(t∗, σ) < z∗. (3.6)

Ïóñòü z∗ = inf Ṽ (x) > 0 ïðè |x| > x∗ > 0. Ïîêàæåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (3.6) ñëåäóåò, ÷òî

|ϕ(t∗, σ, x)| < x∗. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |ϕ(t∗, σ, x)| > x∗, òî

z∗ > V
(
ϕ(t∗, σ, x)

)
> Ṽ

(
ϕ(t∗, σ, x)

)
> z∗,

÷òî íåâîçìîæíî.

3.3. Óïðàâëåíèå ïîïóëÿöèåé, ïðèâîäÿùåå åå ê âûðîæäåíèþ

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî

ïîïóëÿöèþ ê âûðîæäåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (çäåñü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîïóëÿöèÿ

âðåäíûõ íàñåêîìûõ, âèðóñîâ èëè áàêòåðèé).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1, è �óíêöèè V (x), q(σ, z), L(z) òàêèå, ÷òî V (x)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà è äëÿ âñåõ (σ, x) ∈ Σ0 × R

n
+ âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà

V o
min(σ, x) 6 q

(
σ, V (σ, x)

)
, min

w∈W
V
(
x+ g(x,w)

)
6 L

(
V (x)

)
. (3.7)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n
+ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) óïðàâëÿå-

ìîé ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x, äëÿ êîòîðîãî èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî lim
t→∞

|ϕ(t, σ, x)| = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû À.Ô. Ôèëèïïîâà [15, ñ. 213℄ è òåîðåìû 2 ðàáîòû

[16℄ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x, òàêîå, ÷òî �óíêöèÿ v(t, σ) = V
(
ϕ(t, σ, x)

)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

v̇(t, σ) 6 q(htσ, v(t, σ)). Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4. �

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì óòâåðæäåíèÿì ïîëó÷àåì òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâî Σ0 ⊆ Σ òàêîå, ÷òî µ(Σ0) = 1, è �óíêöèè V (x), q(σ, z), L(z) òàêèå, ÷òî V (x)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà è äëÿ âñåõ (σ, x) ∈ Σ0×R

n
+ âûïîëíåíû íåðà-

âåíñòâà (3.7). Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) ñèñòåìû (3.1)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x∗ > 0 è σ ∈ Σ0 íàéäåòñÿ t∗ = t∗(x∗, σ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |ϕ(t∗, σ, x)| < x∗.
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� 4. Óïðàâëåíèå ÷èñëåííîñòüþ äâóïîëîé ïîïóëÿöèè, ïðèâîäÿùåå åå

ê âûðîæäåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü âåðîÿòíîñòíóþ

äèñêðåòíî-íåïðåðûâíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè,

îïèñàííîé â ðàáîòå [2℄. Ïóñòü x1(t) � ÷èñëåííîñòü ìóæñêèõ è x2(t) � ÷èñëåííîñòü æåíñêèõ

îñîáåé â ìîìåíò âðåìåíè t óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå:

ẋ1 = −(a1 + u1)x1 − b1x1(x1 + γx2), t 6= τk(σ),

ẋ2 = −(a2 + u2)x2 − b2x2(x1 + γx2), t 6= τk(σ),

∆x1
∣∣
t=τk(σ)

= w1D − x1, ∆x2
∣∣
t=τk(σ)

= w2D − x2,

(4.1)

ãäå a1, a2 � êîý��èöèåíòû åñòåñòâåííîé ãèáåëè ìóæñêèõ è æåíñêèõ îñîáåé, b1, b2 � êîý��èöè-

åíòû ñàìîðåãóëÿöèè. Êîý��èöèåíò γ îòðàæàåò íåðàâíîçíà÷íîñòü ¾âêëàäà¿ îñîáåé ðàçëè÷íûõ
ïîëîâ â ïðîöåññ ñàìîðåãóëÿöèè, âñå óêàçàííûå âûøå êîý��èöèåíòû ïîëîæèòåëüíûå. Äàëåå,

u1, u2 � óïðàâëåíèÿ, âëèÿþùèå íà êîý��èöèåíòû åñòåñòâåííîé ãèáåëè è óäîâëåòâîðÿþùèå

îãðàíè÷åíèÿì u1 ∈ [u11, u
2
1], u2 ∈ [u12, u

2
2], ãäå u

1
1 + a1 > 0, u12 + a2 > 0. Âåëè÷èíà

D = min{x2(τk), εx1(τk)}

ðàâíà ÷èñëåííîñòè îïëîäîòâîðåííûõ ñàìîê â ìîìåíò τi(σ), ãäå ε � ¾êîý��èöèåíò àêòèâíîñòè¿

ñàìöîâ, êîòîðûé îòðàæàåò íå òîëüêî èõ ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè, íî è õàðàêòåð âçàèìî-

äåéñòâèÿ îñîáåé ðàçëè÷íûõ ïîëîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå îñîáè ñòðîãî ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, òî

ε = 1. Âåëè÷èíû w1, w2 ðàâíû ñðåäíåìó ÷èñëó ïîòîìêîâ ìóæñêîãî è æåíñêîãî ïîëîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïîðîæäàåìûõ îäíîé îïëîäîòâîðåííîé ñàìêîé; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòèìè âåëè÷èíàìè

ìîæíî óïðàâëÿòü òàê, ÷òî w1 ∈ [w1
1, w

2
1 ], w2 ∈ [w1

2 , w
2
2], ãäå w

1
1 > 0, w1

2 > 0. Íå óìåíüøàÿ îáù-

íîñòè, ïîëàãàåì ε = 1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîìåíòû τk çàâèñÿò îò ðàçëè÷íûõ ïîãîäíûõ è ýêî-

ëîãè÷åñêèõ óñëîâèé, ïîýòîìó äëèíû èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè ïîÿâëåíèÿ íîâîé ãåíåðàöèè

θk = τk − τk−1, k = 2, 3, . . . , ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ðàñïðåäåëå-

íèåì G(t), êîòîðîå ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå [α, β], ãäå 0 < α < β < ∞. Â [2℄ îòìå÷åíî, ÷òî

àíàëèç äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè äâóïîëîé ïîïóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé êàê ñ òåîðåòè-

÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé ïîçèöèè. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ

÷èñëåííîñòüþ âðåäíûõ âèäîâ íàñåêîìûõ, îðèåíòèðîâàííûå íà ñîçäàíèå îïðåäåëåííîãî äèñáà-

ëàíñà â ïîëîâîé ñòðóêòóðå ïîïóëÿöèè, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ñíèæåíèþ ñêîðîñòè åå ðàçìíîæåíèÿ è

íåðåäêî ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ.

Â êà÷åñòâå �óíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì �óíêöèþ V (x) = |x1| + |x2|, òîãäà V (x) = x1 + x2
ïðè x = (x1, x2) ∈ R

2
+. Íàéäåì

V o
min(x) = −(a1 + u21)x1 − b1x1(x1 + γx2)− (a2 + u22)x2 − b2x2(x1 + γx2),

òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

V o
min(x) 6 −V (x)

(
aV (x) + b

)
,

ãäå a = min
(
b1, γb2,

γb1 + b2
2

)
> 0, b = min(a1 + u21, a2 + u22) > 0. Äàëåå,

min
w∈W

V (x+ g(x,w)) = min
w1,w2

(w1 + w2)D = (w1
1 + w1

2)min(x1, x2) 6
w1
1 + w1

2

2
V (x).

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà (3.7) âûïîëíåíû äëÿ �óíêöèé

V (x) = x1 + x2, q(σ, z) = −z(az + b), L(z) = cz, ãäå c =
w1
1 + w1

2

2
.
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Ïî äàííûì �óíêöèÿì ñîñòàâèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ż = −z(az + b), t 6= τk(σ), ∆z
∣∣
t=τk(σ)

= (c− 1)z, (4.2)

ïàðàìåòðèçîâàííîå ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht), ïîñòðîåííîé â � 1. Íåñëîæ-
íî ïîñ÷èòàòü, ÷òî åñëè c ∈ (0, 1], òî ðàçìåð ïîïóëÿöèè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (4.2) (ñëåäîâà-

òåëüíî, è ñèñòåìîé (4.1)), àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî c > 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θk, k = 2, 3, . . . , èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

íà îòðåçêå [α, β] =
[ ln c
2b
,
3 ln c

b

]
. Íà êàæäîì èíòåðâàëå (τk, τk+1) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.2)

ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

z(t) =
bzk

azk(eb(t−τk) − 1) + beb(t−τk)
,

ãäå zk = z(τk+) = lim
t→τk+0

z(t). Ïîñòðîèì �óíêöèþ

H(t, z) =
bcz

az(ebt − 1) + bebt

è íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ H(t, z) = z äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé t ∈ [α, β]. Óðàâíåíèå

H(t, z) = z èìååò ðåøåíèÿ z = 0 è z = z̄ =
b(c− ebt)

a(ebt − 1)
, ïðè÷åì z̄ > 0 ïðè t <

ln c

b
. Íåïî-

ñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî H(t, z) < H ′
z(t, 0)z âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t ∈ (0,∞)

è z ∈ (0,∞). Âîçüìåì θ∗ =
3 ln c

2b
, òîãäà µ(θk ∈ [θ∗, β]) =

3

5
, óðàâíåíèå H(θ∗, z) = z íå èìååò

ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, H ′
z(α, 0) =

√
c, H ′

z(θ
∗, 0) =

1√
c
, ñëåäîâàòåëüíî, H ′

z(θ
∗, 0)H ′

z(α, 0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è â ñèëó òåîðåìû 6 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

íàéäåòñÿ ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) ñèñòåìû (4.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0, σ, x) = x, äëÿ êîòîðîãî

lim
t→∞

ϕ(t, σ, x) = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θk, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [α, β],

ãäå α =
ln c

2b
, β =

ln c

b
+ ε, ε � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Çíà÷åíèå θ∗ ìîæíî âçÿòü ëþáûì èç

èíòåðâàëà (α, β), òîãäà µ(θk ∈ [θ∗, β]) > 0, óðàâíåíèå H(θ∗, z) = z íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ ðå-

øåíèé è H ′
z(θ

∗, 0) < 1. Â ñèëó òåîðåìû 7 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, σ, x)
ñèñòåìû (4.1) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x∗ > 0 è σ ∈ Σ0 íàéäåòñÿ t∗ = t∗(x∗, σ), äëÿ êîòîðîãî

|ϕ(t∗, σ, x)| < x∗.

� 5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàçðàáîòàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ èçìåíå-

íèé âíåøíåé ñðåäû íà èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äàííîé ìîäåëè

ñóùåñòâóåò áîëüøå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ ðàçâèòèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè äåòåðìèíèðî-

âàííûìè ìîäåëÿìè, èññëåäîâàíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè ïðè ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âîç-

äåéñòâèÿõ è óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ, âûïîëíåííûå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðàçìåð ïîïóëÿöèè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ïðåäåëüíî äîïóñòèìîãî

óðîâíÿ, ÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê åå èñ÷åçíîâåíèþ. Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëå-

íèÿ, ïðèâîäÿùåãî ïîïóëÿöèþ ê âûðîæäåíèþ.

�åçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ýïèäåìèîëîãèè, áîðüáû ñ áîëåçíÿìè

ðàñòåíèé è âðåäíûìè íàñåêîìûìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî èññëåäîâàòü ïîäîáíóþ âåðîÿò-

íîñòíóþ ìîäåëü äëÿ ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, êîãäà ìîìåíòû ïðîìûñëîâûõ çàãî-

òîâîê è ðàçìåðû ýòèõ çàãîòîâîê ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ òàêîé ìîäåëè ïðåä-

ñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò óïðàâëÿþùèå

âîçäåéñòâèÿ, íàïðàâëåííûå íà óâåëè÷åíèå ðàçìåðà ïîïóëÿöèè è ñîõðàíåíèå åãî íà îïðåäåëåí-

íîì óðîâíå.
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L. I. Rodina

On some probability models of dynami
s of population growth

Keywords: probability models of dynami
s of population, probability of degeneration of the population, 
ontrol

systems with random 
oe�
ients.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 34A60, 37N35, 49J15, 93B03

The new probability model is developed su
h that it is applied to the des
ription of dynami
s of growth for

the isolated population. The 
onditions of asymptoti
al degeneration with probability one for the population

whi
h development is given by 
ontrol system with random 
oe�
ients are found, and the 
onditions for the

existen
e of the 
ontrol leading population to degeneration are obtained, too. We study the dynami
 mode of

the development for the population whi
h is on the verge of disappearan
e; it means that with probability one

the size of su
h population will be less than the minimum 
riti
al value after whi
h the biologi
al restoration

of the population is impossible. The results of the work are illustrated on an example of development of

bisexual population.
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