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1

�àáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åííîãî

ïëîñêîãî ìíîæåñòâà M êîíå÷íûì íàáîðîì êðóãîâ îäíîãî ðàäèóñà. Ïðîáëåìà ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé, åñëè

óäàëîñü ïîñòðîèòü íàèëó÷øóþ â ñìûñëå õàóñäîð�îâîé ìåòðèêè n-ñåòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà.
Â ðàáîòå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè n-ñåòè, ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íàè-

ëó÷øèõ ñåòåé íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ M íà ïîäìíîæåñòâà è îòûñêàíèÿ èõ ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ. Ý��åê-

òèâíîñòü ñîçäàííîãî àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà ïðèìåðàõ ìíîæåñòâ ñ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷åáûøåâñêèé öåíòð, íàèëó÷øàÿ n-ñåòü, ïîêðûòèå êðóãàìè.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà àêòóàëüíà, à àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àïïðîê-

ñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè íàõîäÿò ìíîãî ïðèëîæåíèé. Ïðèìåðîì îò-

ðàñëè çíàíèÿ, â êîòîðîé àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ

òåîðèÿ ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ [1℄. Â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ðàçðåøàþùèå ìíî-

æåñòâà (ñòàáèëüíûå ìîñòû, èíòåãðàëüíûå âîðîíêè, ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè) èìåþò, êàê ïðà-

âèëî, ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ è íåðåãóëÿðíóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöó. Òî÷íîå ïîñòðî-

åíèå ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿåò òðóäíî ðàçðåøèìóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ íà ïðàêòèêå

îáõîäèòñÿ ïîäìåíîé ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà äðóãèì ìíîæåñòâîì, ÷àùå âñåãî åãî àïïðîêñè-

ìàöèåé. Åñòåñòâåííî, ÷òî çàìåíà ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà äðóãèì ìíîæåñòâîì äîëæíà áûòü

êîððåêòíîé. Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ òàêàÿ ïîäìåíà ìíîæåñòâ ñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè âíîâü

ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî èìååò ïðèåìëåìûé (ìàëûé) äå�åêò ñòàáèëüíîñòè [2,3℄. Åñëè ïðè ýòîì

ñêîíñòðóèðîâàííîå ìíîæåñòâî èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ãðàíèöó, òî ýòî ñëóæèò äîïîëíè-

òåëüíûì ïîáóäèòåëüíûì ìîòèâîì îñóùåñòâëåíèÿ òàêîé çàìåíû [4,5℄, ïîñêîëüêó ãëàäêîñòü ãðà-

íèöû ìíîæåñòâà îáëåã÷àåò ïîñòðîåíèå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì îäíèì èç

ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé äëÿ íóæä òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà

àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íûìè íàáîðàìè øàðîâ îäèíàêîâîãî

ðàäèóñà [6,7℄. Ïîõîæèå ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ ýëëèïñàìè ðàññìàò-

ðèâàëèñü À.Á. Êóðæàíñêèì [8℄ è åãî ñîòðóäíèêàìè [9℄.

Îñíîâíûì ýëåìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ øàðàìè â ïðîñòðàíñòâàõ êîíå÷-

íîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ íàèëó÷øàÿ n-ñåòü, îáîáùàþùàÿ ïîíÿòèå ÷åáûøåâ-

ñêîãî öåíòðà. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òàêèõ ñåòåé áûëè èçó÷åíû À.Ë. �àð-

êàâè [10�13℄ è Å.Í. Ñîñîâûì [14�16℄.

Â ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ òîãî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ n-ñåòü ÿâëÿåòñÿ
íàèëó÷øåé. Ïðåäëîæåíû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íàáîðîâ Ξ èç n êðó-

ãîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïëîñêèå ìíîæåñòâà. Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè

âûáðàí ìèíèìóì ðàäèóñà êðóãîâ (ïðè �èêñèðîâàííîì èõ êîëè÷åñòâå). Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè

íàèëó÷øåé n-ñåòè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè êðóãîâ èç íàáîðà Ξ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ � 11�01�00427-à, Ïðîãðàììû ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû â óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ ñ íåëèíåéíîé äèíàìèêîé¿ ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÓðÎ �ÀÍ (ïðîåêò � 12�Ï�1�1012) è Ïðîãðàììû ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òåîðèÿ óïðàâëå-

íèÿ¿ ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Óðàëüñêîãî Îòäåëåíèÿ �ÀÍ (ïðîåêò � 12�Ï�1�1002).
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� 1. ×åáûøåâñêèé öåíòð ìíîæåñòâà è åãî îáîáùåíèå

Ââåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Õàóñäîð�îâûì îòêëîíåíèåì [17℄ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R
2
îò êîì-

ïàêòíîãî ìíîæåñòâà B ⊂ R
2
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

h(A,B) = max
a∈A

min
b∈B

‖a− b‖.

Çäåñü íîðìà âåêòîðà a = (a1, a2) ïîíèìàåòñÿ â åâêëèäîâîé ìåòðèêå ‖a‖ = ‖(a1, a2)‖ =
√

a21 + a22,
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè a è b ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì ‖a− b‖.

Îïðåäåëåíèå 2. ×åáûøåâñêèì öåíòðîì [10,11℄ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ R
2
íàçûâàåò-

ñÿ òàêàÿ òî÷êà c(M), ÷òî

h(M, {c(M)}) = inf
x∈R2

h(M, {x}). (1.1)

Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà îí ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì [12℄.

Îïðåäåëåíèå 3. ×åáûøåâñêèì ðàäèóñîì r(M) êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ R
2
íàçûâàåò-

ñÿ âåëè÷èíà (1.1).

Ïîíÿòèÿ ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà è ðàäèóñà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ðàçëè÷íûõ �è-

ãóð, îñîáåííî ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì è êàðò, êîãäà èìåþùèå íåíóëåâûå ðàçìåðû îáúåêòû çàìå-

íÿþòñÿ òî÷êàìè. �àçëè÷íûå âàðèàíòû îòûñêàíèÿ c(M) è r(M) ïðèâåäåíû â [6℄. ×åáûøåâñêèé

öåíòð ìíîæåñòâà M âñåãäà ïðèíàäëåæèò åãî âûïóêëîé îáîëî÷êå coM [12℄.

Îïðåäåëåíèå 4. Íà ïëîñêîñòè n-ñåòüþ íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå íå áîëåå

÷åì èç n òî÷åê â R
2
.

Åñòåñòâåííî ââåñòè äëÿ n-ñåòåé íåêîòîðîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Σn ìíîæåñòâî âñåõ n-ñåòåé ïðîñòðàíñòâà R
2
.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñåòü S∗
íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øåé n-ñåòüþ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ R

2
,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ

h(M,S∗) = min
S∈Σn

h(M,S). (1.2)

Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 1. �àññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà M ⊂ R
2
è íàáîðû êðóãîâ

O(s1, r), O(s2, r), . . . , O(sn, r) ðàâíîãî ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ s1, s2, . . . , sn. Íàçîâåì
íàèëó÷øèì íàáîð êðóãîâ, êîòîðûé ïðè íàèìåíüøåì r óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

M ⊆
⋃

i=1,n

O(si, r).

Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèëó÷øèé íàáîð äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà M.

Îñíîâíîé ýëåìåíò ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 � ýòî ïîñòðîåíèå íàèëó÷øåé n-ñåòè S ìíîæåñòâà M .

Åå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè êðóãîâ íàèëó÷øåãî íàáîðà. �àäèóñ êðóãîâ ðàâåí r = h(M,S).
Íàèëó÷øàÿ ñåòü äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò, íî íå âñåãäà åäèíñòâåííà

(ïîäðîáíåå ñì. [10, 11℄). Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü îáúåäèíåíèå êðóãîâ ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè

â òî÷êàõ n-ñåòè S êàê Ξ(S, r).
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� 2. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øèõ ñåòåé

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ n-ñåòè ìîæíî óêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà íàèëó÷øåé äëÿ äàííîãî

ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî M, (n + 1)-ñåòü V = {vi}n+1
i=1

⊆ M è ÷èñëî R > 0
òàêèå, ÷òî

∀i = 1, n + 1, ∀j = 1, n + 1 (i 6= j) ⇒ (‖vi − vj‖ > R). (2.1)

Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîé n-ñåòè S âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

h(M,S) 6 R/2, (2.2)

òî îíà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé n-ñåòüþ ìíîæåñòâà M .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ñåòü S íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé n-ñåòüþ ìíîæåñòâà M .

Òîãäà èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèëó÷øàÿ n-ñåòü S∗ = {s∗i }ni=1, äëÿ êîòîðîé h(M,S∗) =
r < R/2. Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî V ⊆ M , òî h(V, S∗) 6 r. Èç îïðåäåëåíèÿ õàóñäîð�îâà îòêëî-

íåíèÿ âûòåêàåò

∀ i = 1, n+ 1 ∃ s∗j ∈ S∗ : ‖vi − s∗j‖ 6 r.

Èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî îäíà òî÷êà íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâûøàþùåì r < R/2,
îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç íàáîðà {vi}n+1

i=1
îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåòü S∗

äîëæíà

ñîäåðæàòü òî÷åê íå ìåíüøå, ÷åì V , òî åñòü n+ 1. Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M è ñåòåé V è S âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

òåîðåìû 1, òî îòíîñèòåëüíî èõ ðàñïîëîæåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü äâà âûâîäà.

1) Íåðàâåíñòâî (2.2) ïðèíèìàåò âèä ñòðîãîãî ðàâåíñòâà

h(M,S) = R/2. (2.3)

2) Íàéäóòñÿ òî÷êè vi,vj ∈ V , sk ∈ S òàêèå, ÷òî

‖vi − vj‖ = R (2.4)

è

sk = (vi + vj)/2. (2.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé n-ñåòè S
èìååò ìåñòî îöåíêà

h(M,S) > R/2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.2) âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî (2.3).

Ïîñêîëüêó â ñåòè S òî÷åê ìåíüøå, ÷åì â V , òî íàéäóòñÿ ìèíèìóì äâå òî÷êè vi,vj ∈ V ,
ïðèíàäëåæàùèå êðóãó O(sk, R/2) ñ öåíòðîì â sk ∈ S. Èç (2.2) ñëåäóåò îöåíêà ‖vi − vj‖ > R,
çíà÷èò, òî÷êè vi è vj ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà îêðóæíîñòè ∂O(sk, R/2) íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ êîíöàõ îòðåçêà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç åå öåíòð sk. Îòñþäà âûòåêàþò ðàâåíñòâà (2.4)

è (2.5). �

Òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèå èç íåå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü íàèëó÷øèå ñåòè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ

ïëîñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 1. Çàäàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê M = △a1a2a3. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ

íåãî íàèëó÷øóþ 2-ñåòü è ðåøèòü çàäà÷ó 1 ïðè n = 2.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî M îòâå÷àåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ìîæíî

âçÿòü â êà÷åñòâå òî÷åê {vi}3i=1, à äëèíó åãî ñòîðîíû � â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà R. Ñåòü S, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.2), ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

m1 = (a2 + a3)/3, m2 = (a1 + a3)/2, m3 = (a1 + a2)/2
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�èñ. 1. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, åãî íàèëó÷øàÿ 2-ñåòü S è ìíîæåñòâî Ξ(S, r)

ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà M . Â êà÷åñòâå òî÷êè s1 âîçüìåì ñåðåäèíó îäíîé èç ñòîðîí,

íàïðèìåð m1. À â êà÷åñòâå s2 ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó èç �èãóðû Φ, îãðàíè÷åííîé òðåìÿ
äóãàìè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà R/2 ñ öåíòðàìè â îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà △a1m2m3 è

êîíöàìè â äâóõ äðóãèõ âåðøèíàõ (ñì. ðèñ. 1). Èíîãäà Φ íàçûâàþò �èãóðîé �åëî [18℄.

Äëÿ ñåòè S âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1. Õàóñäîð�îâî îòêëîíåíèå òðåóãîëüíèêà

△a1a2a3 îò S ðàâíî R. Äëÿ òî÷åê a2, a3 è s1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2.4) è (2.5).

Ëþáîé íàáîð êðóãîâ Ξ(S,R/2) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è 1 â äàííîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2. Çàäàí òðåóãîëüíèê M = △a1a2a3 ñ óãëàìè ïðè âåðøèíàõ

α1 = π/6, α2 = 5π/12, α3 = 5π/12.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ íåãî íàèëó÷øóþ 3-ñåòü è ðåøèòü çàäà÷ó 1 ïðè n = 3.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî M îòâå÷àåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà R âîçü-

ìåì ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà △a1a2a3. Ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíóñîâ,

äëèíû ñòîðîí, âûðàæåííûå ÷åðåç R, ðàâíû

A1 = 2R sinα1 = 2R sinπ/6 = R,

A2 = 2R sinα2 = 2R sin(5π/12) =

√
2 +

√
3R,

A3 = 2R sinα3 = 2R sin(5π/12) =

√
2 +

√
3R.

Åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå ñåòè V âçÿòü íàáîð {a1,a2,a3, c}, ãäå c � öåíòð îïèñàííîé âîêðóã

òðåóãîëüíèêà M îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó âñå óãëû αi, i = 1, 3, îñòðûå, òî c ∈ M . Âûðàæåíèÿ

äëÿ äëèí ñòîðîí Ai, i = 1, 3, è òîò �àêò, ÷òî òî÷êà c óäàëåíà îò âñåõ âåðøèí íà ðàññòîÿíèå R,
îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî íàáîðà V âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.1).

Íàèëó÷øàÿ 3-ñåòü íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé.

Îäíà èç íèõ ñîñòîèò èç òî÷åê, ëåæàùèõ íà îñè ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà. À èìåííî, S =
{s1, s2, s3}, ãäå

s1 = a1 + (2−
√
3)v, s2 = a1 + (

√
3− 1)v, s3 = a1 + v = m1.
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�èñ. 2. �àâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, åãî íàèëó÷øàÿ 3-ñåòü S è ìíîæåñòâî Ξ(S, r)

Çäåñü v = m1−a1 = (a2+a3)/2−a1 � âåêòîð ñ íà÷àëîì â âåðøèíå a1 è êîíöîì íà ñåðåäèíå m1

ñòîðîíû A1.

Äðóãàÿ íàèëó÷øàÿ ñåòü ñîñòîèò èç ñåðåäèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà:

S∗ = {s∗i }3i=1 =

{
ai + c

2

}3

i=1

.

Êîîðäèíàòû òî÷êè c, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî âûðàçèòü êàê

c = a1 + 2(2 −
√
3)v

èëè

c = m1 − (2
√
3− 3)v.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îáåèõ íàèëó÷øèõ ñåòåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1. Äëÿ ñåòåé

S è S∗
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.3). Ñåòü S ñîäåðæèò òî÷êó s3, ÿâëÿþùóþñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà

[a2,a3] äëèíîé ‖a2−a3‖ = R. Ñåòü S∗
ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç òî÷åê, ñîâïàäàþùèõ ñ ñåðåäèíàìè

îòðåçêîâ [c,ai], äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà R.
Íàèëó÷øèìè íàáîðàìè êðóãîâ, ÿâëÿþùèìèñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è 1, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-

íî Ξ(S,R/2) è Ξ(S∗, R/2).

� 3. ×èñëåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øèõ ñåòåé

�åøåíèå çàäà÷è 1 â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåàëèçóåìî èñêëþ÷èòåëüíî ïðèáëèæåííî. Îäèí èç

âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåé ñåòè, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [19℄, áàçèðóåòñÿ íà îòûñêàíèè

òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâàM íà n ïîäìíîæåñòâ Mi ⊆ M , i = 1, n, ÷òîáû ÷åáûøåâñêèå öåíòðû

åãî ýëåìåíòîâ îáðàçîâûâàëè áû íàèëó÷øóþ n-ñåòü.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ó ìíîæåñòâà M åñòü ðîâíî îäíà íàèëó÷øàÿ n-ñåòü S. Òîãäà S ñîäåð-

æèò ðîâíî n ýëåìåíòîâ si, i = 1, n, è ìíîæåñòâî M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

M = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mn åãî ïîäìíîæåñòâ Mi, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî

c(Mi) = si ∀i = 1, n (3.1)

è

r(Mi) = h(M,S) ∀i = 1, n. (3.2)
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�èñ. 3. �àâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, åãî íàèëó÷øàÿ 3-ñåòü S∗
è ìíîæåñòâî Ξ(S∗, r)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì r = h(M,S). Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ñåòü S ÿâëÿåòñÿ

íàèëó÷øåé è åäèíñòâåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèò ðîâíî n òî÷åê, èíà÷å ê íåé ìîæíî

áûëî äîáàâèòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó è ïîëó÷èòü åùå îäíó íàèëó÷øóþ n-ñåòü. Ïîñòðîèì ïîä-

ìíîæåñòâî Mi êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ìíîæåñòâà M , óäàëåííûõ îò òî÷êè si íå áîëåå

÷åì îò îñòàëüíûõ òî÷åê ñåòè S:

Mi =
{
m ∈ M : ∀j = 1, n (‖m− si‖ 6 ‖m− sj‖)

}
, i = 1, n. (3.3)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èìååò ìåñòî

Mi 6= ∅ ∀i = 1, n,

à çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà Mi îïðåäåëåí ÷åáûøåâñêèé öåíòð. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ 1, n, ÷òîMj = ∅. �àññìîòðèì òîãäà ñåòü Ŝ = S\{sj}. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.3)
è ïóñòîòû ìíîæåñòâà Mj ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ M íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ŝ ∈ Ŝ

ñåòè Ŝ, ÷òî ‖m − ŝ‖ 6 r. Çíà÷èò, Ŝ òîæå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé n-ñåòüþ ìíîæåñòâà M , ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (3.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà sj , êîòîðàÿ

íå ñîâïàäàåò ñ ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì ïîäìíîæåñòâà Mj . �àññìîòðèì òîãäà n-ñåòü

Ŝ = (S \ {sj}) ∪ {c(Mj)}.

Ïîñêîëüêó èç îïðåäåëåíèÿ ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà ñëåäóåò, ÷òî h(Mj , {c(Mj)}) 6 h(Mj , {sj}), è
ñåòü Ŝ ñîäåðæèò âñå òî÷êè ñåòè S, êðîìå sj , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî h(M, Ŝ) 6 h(M,S).

Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå Ŝ áûëà áû íàèëó÷øåé n-ñåòüþ ìíîæåñòâà M , íå

ñîâïàäàþùåé ñ S. À ïî óñëîâèþ òåîðåìû íàèëó÷øàÿ n-ñåòü åäèíñòâåííà.
Äîêàæåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (3.2). Äîïóñòèì, íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî Mj , ÷òî

r(Mj) > r. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà m∗ ∈ Mj , ÷òî ‖m∗ − sj‖ > r. À ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ

ìíîæåñòâà Mj òî÷êà sj áëèæàéøàÿ ê m∗
èç ñåòè S è h(M,S) = r, òî ýòî íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî Mj , ÷òî r(Mj) < r. Îáîçíà÷èì r̂ = r(Mj).
�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ŝ òàêóþ, ÷òî ‖ŝ−sj‖ = r− r̂. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êèm ∈ Mj

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖m− ŝ‖ 6 ‖m− sj‖+ ‖ŝ− sj‖ = r

â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåòü Ŝ = (S \ {sj}) ∪ {ŝ}, íå ñîâïàäàþùàÿ
ñ S, òîæå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Îïÿòü ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå.



94 Ï.Ä. Ëåáåäåâ, À.À. Óñïåíñêèé, Â.Í. Óøàêîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

Åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷åáûøåâñêîãî ðàäèóñà r(Mi) = r ïðè i = 1, n, ÷òî ñîâ-

ïàäàåò ñ ðàâåíñòâàìè (3.2). �

Â îáùåì ñëó÷àå íàèëó÷øàÿ n-ñåòü ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííîé, êàê â ïðèìåðå 1.
Îäíàêî ðàçáèåíèå, çàäàííîå �îðìóëîé (3.3), ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñè-

ìàöèé íàèëó÷øèõ ñåòåé äëÿ ìíîæåñòâ ñàìîãî ðàçëè÷íîãî âèäà. Îíî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íà áàçå

íåêîòîðîé íà÷àëüíîé n-ñåòè íîâûå ïðèáëèæåíèÿ.

Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè íàèëó÷øåé n-ñåòè äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì

ñòîðîí ðåàëèçîâàíî àâòîðàìè â âèäå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà, àíàëîãè÷íîãî ñõåìàì, èñïîëü-

çîâàííûì â ðàáîòàõ [20, 21℄.

Àëãîðèòì 1

1. Çàäàíèå ïàðàìåòðîâ òî÷íîñòè. Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû òî÷íîñòè ïî õàóñäîð�îâîìó îòêëî-

íåíèþ δh.
2. �åíåðàöèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ïåðâîãî ïðè-

áëèæåíèÿ ñåòè S = {si}ni=1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü S ⊂ M . Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òî÷åê si
ìîæíî âçÿòü íåêîòîðûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà M , à â ñëó÷àå, åñëè èõ ÷èñëî ìåíüøå, ÷åì

n, åùå è òî÷êè íà ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà.

3. Ñåãìåíòàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà M íà n ÷àñòåé

ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Âîðîíîãî [22℄. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïëîñêîñòü äåëèòñÿ íà n ÷àñòåé:

Pi =
{
p ∈ R

2 : ∀j = 1, n (‖p− si‖ 6 ‖p− sj‖)
}
, i = 1, n.

Pi åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, êîòîðûå îòñòîÿò îò si íå äàëüøå, ÷åì îò äðóãèõ òî÷åê

ñåòè S. Çàòåì ñòðîèì ìíîæåñòâà

Mi = Pi ∩M, i = 1, n,

êàê â âûðàæåíèÿõ (3.3). Â ðàáîòå [20℄ îíè íàçâàíû îáëàñòÿìè Äèðèõëå.

4. Ïåðåîïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷åê ñåòè. Îïðåäåëÿåòñÿ íîâàÿ ñåòü S∗ = {s∗i }ni=1 ïî ñëåäó-

þùåìó ïðàâèëó. Åñëè Mi 6= ∅, òî áåðåì â êà÷åñòâå s∗i ÷åáûøåâñêèé öåíòð c(Mi) ìíîæåñòâà Mi.

Åñëè Mi = ∅, òî ïîëàãàåì s∗i = si.

5. Îïðåäåëåíèå óñëîâèé îêîí÷àíèÿ. Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå óñëîâèé îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà

|h(M,S) − h(M,S∗)| 6 δh (3.4)

è

max{‖si − s∗i ‖ : i = 1, n} 6 δh. (3.5)

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (3.4), (3.5) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî áåðåì S∗
âìåñòî ñåòè S

è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 3.

Åñëè íåðàâåíñòâà (3.4) è (3.5) âûïîëíÿþòñÿ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî S∗
� ïðèåìëåìàÿ àïïðîêñè-

ìàöèÿ íàèëó÷øåé n-ñåòè. �àáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Àëãîðèòì 1 ìîæåò äàâàòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû â çàâèñèìîñòè

îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê [21℄. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1 äëÿ êîíêðåòíûõ

ìíîæåñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü åãî íåñêîëüêî ðàç ñ ðàçëè÷íîé íà÷àëüíîé n-ñåòüþ S. Çàòåì èç

ðàçëè÷íûõ ïîëó÷åííûõ âàðèàíòîâ S∗
íàäî âûáðàòü òîò, êîòîðûé äàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

h(M,S∗).

Ïðèìåð 3. Çàäàí êâàäðàò M ñ âåðøèíàìè

{ai}4i=1 = {(−1,−1), (−1, 1), (1, 1), (1,−1)}.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ íåãî íàèëó÷øóþ 3-ñåòü è ðåøèòü çàäà÷ó 1 ïðè n = 3.
�åøåíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò: íàèëó÷øàÿ 3-ñåòü S

ñîñòîèò èç òî÷åê s1 = (−0.125, 0.5), s2 = (−0.125,−0.5), s3 = (0.875, 0). Òî÷êè S îáðàçóþò
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�èñ. 4. Êâàäðàò M , åãî íàèëó÷øàÿ 3-ñåòü S è ìíîæåñòâî Ξ(S, r) â ïðèìåðå 3

ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âûñîòîé, îïóùåííîé èç s3, ðàâíîé äëèíå ‖s1 − s2‖ = 1 ñòîðîíû

[s1, s2]. Õàóñäîð�îâî îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà îò íàèëó÷øåé ñåòè r = h(M,S) =
√

1 1
64 ≈ 1.0078.

�åøåíèåì çàäà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå êðóãîâ Ξ(S, r). Êâàäðàò M , ñåòü S è ìíîæåñòâî

Ξ(S, r) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 4.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå íàèëó÷øàÿ ñåòü íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Êâàäðàò M
ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà íà π/2 (ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò). Ïîýòîìó 3-ñåòè,

ïîëó÷åííûå ïóòåì ïîâîðîòà S íà óãëû π/2, π è 3π/2 âîêðóã òî÷êè (0, 0), òîæå áóäóò íàèëó÷-
øèìè.

Ïðèìåð 4. Çàäàí íåâûïóêëûé âîñüìèóãîëüíèê M ñ âåðøèíàìè

{ai}8i=1 = {(−1,−1.5), (−0.8,−0.5), (−1, 1), (−0.25, 0.75), (1.3, 1), (0.9, 0.3), (1,−1), (−0,−0.5)}.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ íåãî íàèëó÷øóþ 5-ñåòü è ðåøèòü çàäà÷ó 1 ïðè n = 5.
Ïîëó÷åííûé ÷èñëåííî ðåçóëüòàò: íàèëó÷øàÿ 5-ñåòü S èìååò âèä

S ≈ {(−0.6060,−0.9541), (0.6354, 0.8928), (−0.0577, 0.113), (0.7407,−0.3788), (−0.8052, 0.3556)}.

Õàóñäîð�îâî îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà îò íàèëó÷øåé ñåòè r = h(M,S) ≈ 0.6732. �åøåíèåì çà-

äà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå êðóãîâ Ξ(S, r). Âîñüìèóãîëüíèê M , ñåòü S è ìíîæåñòâî Ξ(S, r)
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 5.

Ïðèìåð 5. Çàäàí íåâûïóêëûé äåâÿòèóãîëüíèê M ñ âåðøèíàìè

{ai}9i=1 = {(−2, 0), (−1, 1.3), (−0.8,−0.5), (0.3, 0.6), (1, 1), (2, 0), (1,−1), (0.7,−0.5), (−1,−1)}.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ íåãî íàèëó÷øóþ 6-ñåòü è ðåøèòü çàäà÷ó 1 ïðè n = 6.
Ïîëó÷åííûé ÷èñëåííî ðåçóëüòàò: íàèëó÷øàÿ 6-ñåòü S èìååò âèä

S ≈ {(−0.7393, 0.6152), (0.4964, 0.488), (0.7622,−0.352),
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(−0.5866,−0.4318), (−1.3557,−0.0325), (1.2906, 0.1834)}.
Õàóñäîð�îâî îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà îò íàèëó÷øåé ñåòè r = h(M,S) ≈ 0.7327. �åøåíèåì çà-

äà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå Ξ(S, r) øåñòè êðóãîâ ðàäèóñà r. Âîñüìèóãîëüíèê M , ñåòü S è

ìíîæåñòâî Ξ(S, r) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 6. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà s1 ∈ S íå ïðèíàäëåæèò

ìíîãîóãîëüíèêó M , íî ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êå coM.

Â ïðèìåðàõ 3�5 àïïðîêñèìàöèè íàèëó÷øèõ n-ñåòåé S ñîñòîÿò èç ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ íåêî-

òîðûõ ÷àñòåé Mi çàäàííîãî ìíîæåñòâà M . Êðóãè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò àïïðîêñèìàöèÿ Ξ(S, r),
èìåþò ðàäèóñ, ðàâíûé ÷åáûøåâñêîìó ðàäèóñó ýòèõ ïîäìíîæåñòâ Mi. �àñïîëîæåíèå òî÷åê S
êðóãîâ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðèáëèæàåòñÿ ê îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîìó íà âûïóêëîé

îáîëî÷êå coM ìíîæåñòâà M.
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P.D. Lebedev, A.A. Uspenskii, V.N. Ushakov

Algorithms of the best approximations of the �at sets by the union of 
ir
les

Keywords: Chebyshev 
enter, the best net, 
ir
le 
over.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 05B40

The arti
le is devoted to the problem of 
onstru
ting an optimal approximating 
ir
le-
over for the bounded

�at set by the �nite number of 
ir
les with equal radius. The problem is solved if the best n-net in meaning
of Hausdor� metri
 is 
onstru
ted for the 
onsidered set. Su�
ient 
onditions of optimality of the n-nets
are given. The best net-
onstru
tion algorithm based on dividing of the set M into subsets and �nding their

Chebyshev 
enters is realized. This algorithm is proved to be e�
ient with the examples of sets with di�erent

geometry.
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