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ÏÎ��ÅØÍÎÑÒÜ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ ÌÍÎ�Î×ËÅÍÀÌÈ ØÅÑÒÎÉ

ÑÒÅÏÅÍÈ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÅ

�àññìàòðèâàåòñÿ áèðêãî�îâà èíòåðïîëÿöèÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ìíîãî÷ëåíàìè øåñòîé ñòåïåíè

íà òðåóãîëüíèêå. Ïîäîáíûå îöåíêè àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ, ñ êîòîðûì òåñíî ñâÿçàíû. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè äëÿ ïðåäëîæåííûõ ýëåìåíòîâ çàâèñÿò

òîëüêî îò äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ è íå çàâèñÿò îò óãëîâ òðèàíãóëÿöèè. Ïîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åí-

íûõ îöåíîê. Íåóëó÷øàåìîñòü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ èç çàäàííîãî êëàññà

è ñóùåñòâóþò àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò òðèàíãóëÿöèè, òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñíèçó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè, êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ �óíêöèÿ, òðèàíãóëÿöèÿ, ìåòîä

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ââåäåíèå

�àáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ [1�4℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü ñïîñîáû èíòåðïîëÿöèè

òèïà Áèðêãî�à ìíîãî÷ëåíàìè (âòîðîé, òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî)

íà òðåóãîëüíèêå, îöåíêè ïîãðåøíîñòè â êîòîðûõ çàâèñÿò òîëüêî îò íàèáîëüøåé ñòîðîíû òðå-

óãîëüíèêà è íå çàâèñÿò îò óãëîâ òðèàíãóëÿöèè. Áûëà ïîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííûõ

îöåíîê. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè ãëîáàëüíî íå ÿâëÿþò-

ñÿ íåïðåðûâíûìè. Ïîäîáíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû óñïåøíî èñïîëüçîâàëèñü ïðè ðåøåíèè çàäà÷

î äâèæåíèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè òèïà Áèðêãî�à ìíîãî÷ëåíàìè øå-

ñòîé ñòåïåíè íà òðåóãîëüíèêå, îöåíêè ïîãðåøíîñòè â êîòîðûõ çàâèñÿò òîëüêî îò íàèáîëüøåé

ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è íå çàâèñÿò îò óãëîâ. Ïîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê.

Íåóëó÷øàåìîñòü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ èç çàäàííîãî êëàññà è ñó-

ùåñòâóþò àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò òðèàíãóëÿöèè, òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñíèçó.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ñèëó ëîêàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé, íà êîòîðûõ ïîñòðîåííûé

èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí øåñòîé ñòåïåíè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî, îãðàíè÷èìñÿ

ðàññìîòðåíèåì ëèøü îäíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü △� íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê â R
2. Ïðè

i = 1, 2, 3 ÷åðåç ai áóäåì îáîçíà÷àòü âåðøèíû òðåóãîëüíèêà △, ÷åðåç n1� åäèíè÷íóþ íîðìàëü

ê ñòîðîíå [a1, a2], ÷åðåç b1� ñåðåäèíó ñòîðîíû [a1, a2]. Ïóñòü òî÷êè b2 è b3 äåëÿò íàèáîëüøóþ

ñòîðîíó [a1, a2] íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, à òî÷êè bi ïðè i = 4, 5, 6 äåëÿò ñòîðîíó [a1, a2] íà ÷åòûðå
ðàâíûå ÷àñòè.

Äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû òðåóãîëüíèêà △ èìåþò êî-

îðäèíàòû a1 = (b, 0), a2 = (−a, 0), a3 = (0, h), ïðè÷åì 0 < a 6 b è äëèíà íàèáîëüøåé ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêà △ ðàâíà a + b = H. Òîãäà ñåðåäèíà ñòîðîíû [a1, a2] áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû

b1 =
(b− a

2
, 0
)

, à îñòàëüíûå òî÷êè � b2 =
(b− 2a

3
, 0
)

, b3 =
(2b− a

3
, 0
)

, b4 =
(b− 3a

4
, 0
)

,

b5 =
(b− a

2
, 0
)

, b6 =
(3b− a

4
, 0
)

, ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî b5 = b1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Dηf(x, y) = η(1)
∂f(x, y)

∂x
+ η(2)

∂f(x, y)

∂y
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ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ η =
(

η(1), η(2)
)

,
(

η(1)
)2

+
(

η(2)
)2

= 1, è ïóñòü

W s+1M =
{

f(x, y) : Dl
η1,...,ηl

f(x, y) ∈ C(△) (0 6 l 6 s+ 1) è

∀ (x, y) ∈ △, ∀ η1, . . . , ηs+1

∣

∣

∣
Ds+1

η1,...,ηs+1
f(x, y)

∣

∣

∣
6 M

}

,

ãäå C(△) îáîçíà÷àåò êëàññ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà òðåóãîëüíèêå △.

×åðåç P6(x, y) = P6(f ;x, y) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò øåñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì:

∂mf(ai)

∂xm
=

∂mP6(ai)

∂xm
, m = 0, 1, 2 (i = 1, 2); (1)

∂3f(a2)

∂x3
=

∂3P6(a2)

∂x3
; (2)

∂k+1f(ai)

∂xk∂y
=

∂k+1P6(ai)

∂xk∂y
, k = 0, 1, 2 (i = 1, 2); (3)

D6
n6
1

f(b1) = D6
n6
1

P6(b1); (4)

D5
n5
1

f(bi) = D5
n5
1

P6(bi) (i = 2, 3); (5)

D4
n4
1

f(bi) = D4
n4
1

P6(bi) (i = 4, 5, 6); (6)

∂mf(ai)

∂ym
=

∂mP6(ai)

∂ym
, m = 2, 3 (i = 3); (7)

∂6f(ai)

∂x3∂y3
=

∂6P6(ai)

∂x3∂y3
(i = 3); (8)

∂4f(ai)

∂x∂y3
=

∂4P6(ai)

∂x∂y3
(i = 1, 2); (9)

∂k+2f(ai)

∂xk∂y2
=

∂k+2P6(ai)

∂xk∂y2
, k = 1, 2, 3, 4 (i = 3). (10)

Ïîëîæèì e(x, y) = f(x, y)− P6(x, y), ei,j(x, y) =
∂i+je(x, y)

∂xi∂yj
, ei,j = ei,j(0, 0).

� 2. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû Ci,j, ÷òî äëÿ

ëþáîé �óíêöèè f ∈ W 7M è ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà △, äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî

ìíîãî÷ëåíà P6(x, y), çàäàííîãî óñëîâèÿìè (1)�(10), èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥

∥

∥

∥

∂se(x, y)

∂xs−j∂yj

∥

∥

∥

∥

C(△)

6 Cs−j,jMH7−s (0 6 j 6 6, j 6 s 6 6). (11)

Ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò, íå çàâèñÿùèõ îò òðèàíãóëÿöèè, íà ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå

�óíêöèé îöåíêè ïîãðåøíîñòè íåóëó÷øàåìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî �îðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé �îðìå

Êîøè èìååì

e(x, y) =

6
∑

i=0

yi

i!

6−i
∑

j=0

xj

j!
ej,i +R(x, y), (12)

ãäå R(x, y) =

∫ y

0

(y − t)6

6!

∂7f(0, t)

∂t7
dt+

6
∑

i=0

yi

i!

∫ x

0

(x− u)6−i

(6− i)!

∂7f(u, 0)

∂u7−i∂yi
du.
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Äàëåå ÷åðåç Ki è kij áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå,

íå çàâèñÿùèå îò �óíêöèè f è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òðåóãîëüíèêà.

Óñëîâèÿ (1)�(2) îïðåäåëÿþò îäíîìåðíûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà, èñïîëüçóÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí

êîòîðîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè (ñì. [5, ñ. 173℄):

|e0,0| 6 k00Ma4b3, |e1,0| 6 k10Ma3b3, |e2,0| 6 k20Ma2b3,

|e3,0| 6 k30Mab3, |e4,0| 6 k40Mb3, |e5,0| 6 k50Mb2, |e6,0| 6 k60Mb.

Àíàëîãè÷íî óñëîâèÿ (3) îïðåäåëÿþò îäíîìåðíûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà, èñïîëüçóÿ îñòàòî÷íûé

÷ëåí êîòîðîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè (ñì. [5, ñ. 173℄):

|e0,1| 6 k01Ma3b3, |e1,1| 6 k11Ma2b3, |e2,1| 6 k21Mab3,

|e3,1| 6 k31Mb3, |e4,1| 6 k41Mb2, |e5,1| 6 k51Mb.

Èç óñëîâèÿ (4) èìååì e0,6

(b− a

2
, 0
)

= 0. Îòêóäà e0,6 = −
∂6

∂y6
R
(b− a

2
, 0
)

, à çíà÷èò,

|e0,6| 6 k06Mb.

Èç óñëîâèÿ (5) ïðè i = 2, 3 ïîëó÷èì















e0,5 +
2b− a

3
e1,5 = −

∂5

∂y5
R
(2b− a

3
, 0
)

,

e0,5 +
b− 2a

3
e1,5 = −

∂5

∂y5
R
(b− 2a

3
, 0
)

.

Îòêóäà ñëåäóåò

e1,5 =
3

b+ a

[

∂5

∂y5
R
(b− 2a

3
, 0
)

−
∂5

∂y5
R
(2b− a

3
, 0
)

]

,

e0,5 =
2b− a

3

∂5

∂y5
R
(b− 2a

3
, 0
)

−
b− 2a

3

∂5

∂y5
R
(2b− a

3
, 0
)

;

çäåñü

|e0,5| 6 k05Mb2, |e1,5| 6 k15Mb.

Èç óñëîâèÿ (6) ïðè i = 4, 5, 6 ïîëó÷èì



































e0,4 +
b− 3a

4
e1,4 +

1

2

(b− 3a

4

)2
e2,4 = −

∂4

∂y4
R
(b− 3a

4
, 0
)

,

e0,4 +
b− a

2
e1,4 +

1

2

(b− a

2

)2
e2,4 = −

∂4

∂y4
R
(b− a

2
, 0
)

,

e0,4 +
3b− a

4
e1,4 +

1

2

(3b− a

4

)2
e2,4 = −

∂4

∂y4
R
(3b− a

4
, 0
)

.

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
b− 3a

4

1

2

(b− 3a

4

)2

1
b− a

2

1

2

(b− a

2

)2

1
3b− a

4

1

2

(3b− a

4

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
(b+ a)3

64
6= 0.
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Òàê êàê

∣

∣

∣

∣

∂4

∂y4
R(bi)

∣

∣

∣

∣

6 KMb3 ïðè i = 4, 5, 6, òî |∆j | 6 KMb7−j (j = 1, 2, 3), ãäå ∆j � ýòî

îïðåäåëèòåëü ∆, j-ûé ñòîëáåö êîòîðîãî çàìåíåí ïðàâîé ÷àñòüþ ñèñòåìû. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

�îðìóëû Êðàìåðà, èìååì ej−1,4 =
∆j

∆
, j = 1, 2, 3. Îòêóäà ñëåäóåò

|e0,4| 6 k04Mb3, |e1,4| 6 k14Mb2, |e2,4| 6 k24Mb.

Èç óñëîâèé (7) ïðè m = 3, 2 ïîëó÷èì















e0,3 + he0,4 +
h2

2
e0,5 +

h3

6
e0,6 = −

∂3

∂y3
R (0, h) ,

e0,2 + he0,3 +
h2

2
e0,4 +

h3

6
e0,5 +

h4

24
e0,6 = −

∂2

∂y2
R (0, h) .

Îòêóäà

e0,3 = −he0,4 −
h2

2
e0,5 −

h3

6
e0,6 −

∂3

∂y3
R (0, h) ,

e0,2 = −he0,3 −
h2

2
e0,4 −

h3

6
e0,5 −

h4

24
e0,6 −

∂2

∂y2
R (0, h) .

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿ e0,4, e0,5 è e0,6, èìååì

|e0,3| 6 k03Mb3h, |e0,2| 6 k02Mb3h2.

Èç óñëîâèÿ (8) èìååì e3,3 = −
∂6

∂x3∂y3
R(0, h). Îòêóäà |e3,3| 6 k33Mh.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (9) ïðè i = 1, 2, ïîëó÷èì















e1,3 − ae2,3 +
a2

2
e3,3 = −

∂4

∂x∂y3
R (−a, 0)

.
= A1,

e1,3 + be2,3 +
b2

2
e3,3 = −

∂4

∂x∂y3
R (b, 0)

.
= A2,

ãäå çíà÷îê ¾

.
=¿ îçíà÷àåò ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Òîãäà











e1,3 =
1

a+ b
(bA1 + aA2),

e2,3 =
1

a+ b
(A2 −A1).

Òàê êàê |A1| 6 K1Ma3, |A2| 6 K2Mb3, òî èìååì

|e1,3| 6 k13Mab2, |e2,3| 6 k23Mb2.

Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 4 ïîëó÷èì e4,2 = −
∂6

∂x4∂y2
R(0, h). Òîãäà |e4,2| 6 k42Mh.

Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 2, 3 ïîëó÷èì

e2,2 + he2,3 +
h2

2
e2,4 = −

∂4

∂x2∂y2
R(0, h), e3,2 + he3,3 = −

∂5

∂x3∂y2
R(0, h).

Îòêóäà

e2,2 = −he2,3 −
h2

2
e2,4 −

∂4

∂x2∂y2
R(0, h), e3,2 = −he3,3 −

∂5

∂x3∂y2
R(0, h).



Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíàìè øåñòîé ñòåïåíè íà òðåóãîëüíèêå 83

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿ e2,3, e2,4 è e3,3, èìååì

|e2,2| 6 k22Mb2h, |e3,2| 6 k32Mh2.

Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 1 ïîëó÷èì

e1,2 + he1,3 +
h2

2
e1,4 +

h3

6
e1,5 = −

∂3

∂x∂y2
R(0, h).

Îòêóäà

e1,2 = −he1,3 −
h2

2
e1,4 −

h3

6
e1,5 −

∂3

∂x∂y2
R(0, h).

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿ e1,3, e1,4 è e1,5, èìååì |e1,2| 6 k12Mab2h.

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè äëÿ ei,j â ðàçëîæåíèå Òåéëîðà (12) è âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ñ ïåðâîãî ïî øåñòîé ïîðÿäîê ïî ïåðåìåííûì x è y, ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (11) òåî-

ðåìû. È ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âìåñòî óñëîâèÿ (2) âçÿòü óñëîâèå

∂3f(a1)

∂x3
=

∂3P6(a1)

∂x3
, èëè f(c) = P6(c),

ãäå c ∈ (a2, a1), òî ïîëó÷àòñÿ îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (11).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âìåñòî óñëîâèÿ (9) ðàññìîòðåòü óñëîâèå

∂3f(ai)

∂y3
=

∂3P6(ai)

∂y3
ïðè

i = 1, 2, òî âèä îöåíîê (11) íå èçìåíèòñÿ.

� 3. Íåóëó÷øàåìîñòü îöåíîê

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñïîñîáà èíòåðïîëÿöèè ñóùåñòâóþò

òàêèå êîíñòàíòû C∗
i,j > 0 è �óíêöèÿ f∗ ∈ W 7M, ÷òî äëÿ e(x, y) = f∗(x, y) − P6(f

∗;x, y) ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

∥

∥

∥

∥

∂se(x, y)

∂xs−j∂yj

∥

∥

∥

∥

C(△)

> C∗

s−j,jMH7−s (0 6 j 6 6, j 6 s 6 6). (13)

�àññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ïîëîæèâ a = b =
H

2
. Â êà÷åñòâå �óíêöèè âîçü-

ìåì

f∗

1 (x, y) = M(b+ x)4(b− x)3 +M(b+ x)3(b− x)3y +

+M(b+ x)2(b− x)y4 +M(b+ x)(b− x)y5 +M(b+ x)y6 (14)

è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí:

P6(f
∗

1 ;x, y) = p0,0 + p1,0x+ p2,0x
2 + p3,0x

3 + p4,0x
4 + p5,0x

5 + p6,0x
6 + p0,1y + p1,1xy + p2,1x

2y +

+ p3,1x
3y + p4,1x

4y + p5,1x
5y + p0,2y

2 + p1,2xy
2 + p2,2x

2y2 + p3,2x
3y2 + p4,2x

4y2 + p0,3y
3 +

+ p1,3xy
3 + p2,3x

2y3 + p3,3x
3y3 + p0,4y

4 + p1,4xy
4 + p2,4x

2y4 + p0,5y
5 + p1,5xy

5 + p0,6y
6.

Êîý��èöèåíòû pi,j íàéäåì èç óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè.

Èç óñëîâèé (1)�(2) èìååì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó























































p0,0 + bp1,0 + b2p2,0 + b3p3,0 + b4p4,0 + b5p5,0 + b6p6,0 = 0,

p0,0 − bp1,0 + b2p2,0 − b3p3,0 + b4p4,0 − b5p5,0 + b6p6,0 = 0,

p1,0 + 2bp2,0 + 3b2p3,0 + 4b3p4,0 + 5b4p5,0 + 6b5p6,0 = 0,

p1,0 − 2bp2,0 + 3b2p3,0 − 4b3p4,0 + 5b4p5,0 − 6b5p6,0 = 0,

2p2,0 + 6bp3,0 + 12b2p4,0 + 20b3p5,0 + 30b4p6,0 = 0,

2p2,0 − 6bp3,0 + 12b2p4,0 − 20b3p5,0 + 30b4p6,0 = 0,

6p3,0 − 24bp4,0 + 60b2p5,0 − 120b3p6,0 = 0,
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îïðåäåëèòåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå:

p0,0 = p1,0 = p2,0 = p3,0 = p4,0 = p5,0 = p6,0 = 0. (15)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç óñëîâèé (3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó:











































p0,1 + bp1,1 + b2p2,1 + b3p3,1 + b4p4,1 + b5p5,1 = 0,

p0,1 − bp1,1 + b2p2,1 − b3p3,1 + b4p4,1 − b5p5,1 = 0,

p1,1 + 2bp2,1 + 3b2p3,1 + 4b3p4,1 + 5b4p5,1 = 0,

p1,1 − 2bp2,1 + 3b2p3,1 − 4b3p4,1 + 5b4p5,1 = 0,

2p2,1 + 6bp3,1 + 12b2p4,1 + 20b3p5,1 = 0,

2p2,1 − 6bp3,1 + 12b2p4,1 − 20b3p5,1 = 0,

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå:

p0,1 = p1,1 = p2,1 = p3,1 = p4,1 = p5,1 = 0. (16)

Èç óñëîâèÿ (4), ó÷èòûâàÿ, ÷òî b1 =
b− a

2
= 0, èìååì p0,6 = Mb.

Èç óñëîâèÿ (5) ïðè i = 2, 3 ïîëó÷èì











p0,5 +
b

3
p1,5 =

8

9
Mb2,

p0,5 −
b

3
p1,5 =

8

9
Mb2,

îòêóäà ñëåäóåò p0,5 =
8

9
Mb2, p1,5 = 0.

Èç óñëîâèÿ (6) ïðè i = 4, 5, 6 ïîëó÷èì























p0,4 −
b

2
p1,4 +

b2

4
p2,4 =

75

64
Mb3,

p0,4 = Mb3,

p0,4 +
b

2
p1,4 +

b2

4
p2,4 =

45

64
Mb3.

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ =
b3

4
6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

p0,4 = Mb3, p1,4 =
15

16
Mb2, p2,4 = −Mb.

Èç óñëîâèé (7) ïîëó÷èì

{

2p0,2 + 6hp0,3 + 12h2p0,4 + 20h3p0,5 + 30h4p0,6 = 30Mbh4 + 20Mb2h3 + 12Mb3h2,

6p0,3 + 24hp0,4 + 60h2p0,5 + 120h3p0,6 = 120Mbh3 + 60Mb2h2 + 24Mb3h.

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ p0,j ïðè j = 4, 5, 6, ïîëó÷àåì

p0,2 = −
50

9
Mb2h3, p0,3 =

10

9
Mb2h2.

Èç óñëîâèÿ (8) ñðàçó íàéäåì êîý��èöèåíò p3,3 = −4Mh.

Èç óñëîâèÿ (9) ïîëó÷èì ñèñòåìó

{

p1,3 − 2bp2,3 + 3b2p3,3 = 0,

p1,3 + 2bp2,3 + 3b2p3,3 = 0.
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È
ïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå p3,3, èìååì p2,3 = 0, p1,3 = 12Mb2h.

Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 4 ïîëó÷èì, ÷òî p4,2 = −Mb. Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 1, 2, 3 ïîëó÷èì

2p1,2 + 6hp1,3 + 12h2p1,4 + 20h3p1, 5 = 30Mh4 + 12Mb2h2,

2p2,2 + 6hp2,3 + 12h2p2,4 = −20Mh3 − 12Mbh2,

2p3,2 + 6hp3,3 = −12Mh2.

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ óæå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, èìååì

p1,2 = −
285

8
Mb2h2 + 15Mh4, p2,2 = −10Mh3, p3,2 = 6Mh2.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå êîý��èöèåíòû â P6(f
∗
1 ;x, y), ïðåîáðàçóåì �óíêöèþ

e(x, y) = f∗

1 (x, y)− P6(f
∗

1 ;x, y).

Îöåíèì çíà÷åíèå �óíêöèè e(x, y) è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

‖e(x, y)‖ > |e (0, 0)| = Mb7,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂x5∂y

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂6e

∂x5∂y

( b

2
, 0
)

∣

∣

∣

∣

= 360Mb,

∥

∥

∥

∥

∂e(x, y)

∂x

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂e

∂x
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= Mb6,

∥

∥

∥

∥

∂2e(x, y)

∂y2

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂2e

∂y2
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

> 2Mb5,

∥

∥

∥

∥

∂2e(x, y)

∂x2

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂2e

∂x2
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 6Mb5,

∥

∥

∥

∥

∂3e(x, y)

∂x∂y2

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂3e

∂x∂y2
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

> 8Mb4,

∥

∥

∥

∥

∂3e(x, y)

∂x3

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂3e

∂x3
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 16Mb4,

∥

∥

∥

∥

∂4e(x, y)

∂x2∂y2

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂4e

∂x2∂y2
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

> 24Mb3,

∥

∥

∥

∥

∂4e(x, y)

∂x4

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂4e

∂x4
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

= 352Mb3,

∥

∥

∥

∥

∂5e(x, y)

∂x3∂y2

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂5e

∂x3∂y2
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

> 24Mb2,

∥

∥

∥

∥

∂5e(x, y)

∂x5

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂5e

∂x5
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 68Mb2,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂x4∂y2

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂6e

∂x4∂y2
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 24Mb,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂x6

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂6e

∂x6
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 336Mb,

∥

∥

∥

∥

∂4e(x, y)

∂y4

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂4e

∂y4
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

=
45

2
Mb3,

∥

∥

∥

∥

∂e(x, y)

∂y

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂e

∂y
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= Mb6,

∥

∥

∥

∥

∂5e(x, y)

∂x∂y4

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂5e

∂x∂y4
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

>
3

2
Mb2,

∥

∥

∥

∥

∂2e(x, y)

∂x∂y

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂2e

∂x∂y

( b

2
, 0
)

∣

∣

∣

∣

=
27

16
Mb5,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂x2∂y4

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂6e

∂x2∂y4
(−b, 0)

∣

∣

∣

∣

> 144Mb,

∥

∥

∥

∥

∂3e(x, y)

∂x2∂y

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂3e

∂x2∂y
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 6Mb4,

∥

∥

∥

∥

∂5e(x, y)

∂y5

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂5e

∂y5
(b, 0)

∣

∣

∣

∣

=
320

3
Mb2,

∥

∥

∥

∥

∂4e(x, y)

∂x3∂y

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂4e

∂x3∂y

( b

2
, 0
)

∣

∣

∣

∣

= 21Mb3,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂x∂y5

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂6e

∂x∂y5

( b

2
, 0
)

∣

∣

∣

∣

= 12Mb,

∥

∥

∥

∥

∂5e(x, y)

∂x4∂y

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂5e

∂x4∂y
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

= 72Mb2,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂y6

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂6e

∂y6

( b

2
, y
)

∣

∣

∣

∣

= 360Mb.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü îòñóòñòâóþò îöåíêè äëÿ

∥

∥

∥

∥

∂k+3e(x, y)

∂xk∂y3

∥

∥

∥

∥

ïðè 0 6 k 6 3. ×òîáû èõ ïîëó-

÷èòü, ðàññìîòðèì äðóãóþ �óíêöèþ:

f∗

2 (x, y) = My3(b+ x)4 +My2(b− x)2(b+ x)3; (17)

ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí P6(f
∗
2 ;x, y).

Èç óñëîâèé (1)�(2) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì âûïîëíåíèå (15), à èç óñëîâèÿ (3) èìååì

âûïîëíåíèå (16).

Èç óñëîâèÿ (4) èìååì p0,6 = 0.



86 Í.Â. Ëàòûïîâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

Èç óñëîâèÿ (5) ïðè i = 2, 3 ïîëó÷èì










p0,5 +
b

3
p1,5 = 0,

p0,5 −
b

3
p1,5 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò p0,5 = p1,5 = 0.
Èç óñëîâèÿ (6) ïðè i = 4, 5, 6 ïîëó÷èì























p0,4 −
b

2
p1,4 +

b2

4
p2,4 = 0,

p0,4 = 0,

p0,4 +
b

2
p1,4 +

b2

4
p2,4 = 0.

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ =
b3

4
6= 0. À çíà÷èò, ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå:

p0,4 = p1,4 = p2,4 = 0.

Èç óñëîâèé (7) ïîëó÷èì

{

2p0,2 + 6hp0,3 + 12h2p0,4 + 20h3p0,5 + 30h4p0,6 = 2Mb5 + 6Mb4h,

6p0,3 + 24hp0,4 + 60h2p0,5 + 120h3p0,6 = 6Mb4.

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ p0,j = 0 ïðè j = 4, 5, 6, ïîëó÷àåì

p0,2 = Mb5, p0,3 = Mb4.

Èç óñëîâèÿ (8) íàéäåì êîý��èöèåíò p3,3 = 4Mb.

Èç óñëîâèÿ (9) ïîëó÷èì ñèñòåìó

{

p1,3 − 2bp2,3 + 3b2p3,3 = 32Mb3,

p1,3 + 2bp2,3 + 3b2p3,3 = 0.

Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå p3,3, èìååì p2,3 = 8Mb2, p1,3 = 4Mb3.

Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 4 ïîëó÷èì, ÷òî p4,2 = M(b + h). Èç óñëîâèÿ (10) ïðè k = 1, 2, 3
ïîëó÷èì

2p1,2 + 6hp1,3 + 12h2p1,4 + 20h3p1, 5 = 24Mhb3 + 2Mb4,

2p2,2 + 6hp2,3 + 12h2p2,4 = −4Mb3 + 36Mhb2,

2p3,2 + 6hp3,3 = −4Mb2 + 24Mbh.

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ óæå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, èìååì

p1,2 = Mb4, p2,2 = −Mb3 − 6Mb2h, p3,2 = 2Mb2.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå êîý��èöèåíòû â P6(f
∗
2 ;x, y), îöåíèì íåäîñòàþùèå çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè e(x, y). Èòàê,

∥

∥

∥

∥

∂3e(x, y)

∂y3

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂3e

∂y3
(−b, y)

∣

∣

∣

∣

= 6Mb4,

∥

∥

∥

∥

∂5e(x, y)

∂x2∂y3

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂5e

∂x2∂y3
(0, y)

∣

∣

∣

∣

= 120Mb2,

∥

∥

∥

∥

∂4e(x, y)

∂x∂y3

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂4e

∂x∂y3

(

−
b

2
, y
)

∣

∣

∣

∣

= 9Mb3,

∥

∥

∥

∥

∂6e(x, y)

∂x3∂y3

∥

∥

∥

∥

>

∣

∣

∣

∣

∂56

∂x3∂y3

( b

2
, y
)

∣

∣

∣

∣

= 72Mb.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è äåëàÿ çàìåíó b =
H

2
, ïîëó÷àåì îöåíêè ñíèçó, êîòîðûå

èìåþò âèä (13) è ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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N.V. Latypova

Error of interpolation by sixth-degree polynomials on a triangle

Keywords: error of interpolation, pie
ewise polynomial fun
tion, triangulation, �nite element method.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 41A05

The paper 
onsiders Birkho�-type triangle-based interpolation to a two-variable fun
tion by sixth-degree

polynomials. Similar estimates are automati
ally transferred to error estimates of related �nite element

method. The error estimates for the given elements depend only on the de
omposition diameter, and do

not depend on triangulation angles. We show that the estimates obtained are unimprovable. Unimprovability

is understood in a following sense: there exists fun
tion from the given 
lass and there exist absolute positive


onstants independent of triangulation su
h that estimates from below are valid for any nondegenerate

triangle.

REFERENCES

1. Latypova N.V. Error of interpolation by a pie
ewise paraboli
 polynomial on a triangle, Vestn. Udmurt.

Univ. Mat. Mekh. Komp'yut. Nauki, 2009, no. 3, pp. 91�97.

2. Latypova N.V. Independen
e of error estimates of interpolation by 
ubi
 polynomials from the angles

of a triangle, Tr. Inst. Mat. Mekh. Ural. Otd. Ross. Akad. Nauk, 2011, vol. 17, no. 3, pp. 233�241.

3. Latypova N.V. Independen
e of interpolation error estimates by fourth-degree polynomials on angles

in a triangle, Vestn. Udmurt. Univ. Mat. Mekh. Komp'yut. Nauki, 2011, no. 3, pp. 64�74.

4. Latypova N.V. Independen
e of interpolation error estimates by �fth-degree polynomials on angles in

a triangle, Vestn. Udmurt. Univ. Mat. Mekh. Komp'yut. Nauki, 2012, no. 3, pp. 53�64.

5. Berezin I.S., Zhidkov N.P. Metody vy
hislenii (Computing Methods), vol. 1, Mos
ow: Fizmatgiz, 1962,

464 p.

Re
eived 19.10.2013

Latypova Natal'ya Vladimirovna, Candidate of Physi
s and Mathemati
s, Asso
iate Professor, Department

of Mathemati
al Analysis, Udmurt State University, ul. Universitetskaya, 1, Izhevsk, 426034, Russia.

E-mail: nlatypova�udm.ru


