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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è ñìåøàí-

íûõ ñåòîê. Îïèñûâàþòñÿ âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ ¾íà äåâÿòü ÿ÷ååê¿ â ñëó÷àå

íåñòðóêòóðèðîâàííîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè, îáåñïå÷èâàþùèå âûïóêëîñòü ÿ÷ååê êîíå÷íîé ñåòêè. Äëÿ

êîíòðîëÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî óãëà ñåòêè ïðåäëîæåíû øàáëîíû ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷ååê ïëîõîãî êà÷å-

ñòâà. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñìåøàííîé ñåòêè, ïðèâåäåíû ïðèìåðû

ðàáîòû àëãîðèòìà, ïîêàçûâàþùèå óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ñåòêè â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè, ñìåøàííûå ñåòêè, ïåðåñòðîåíèå ñåòîê, øàáëîíû ïåðå-

ñòðîåíèé, ãåîìåòðè÷åñêè àäàïòèâíûå ñåòêè.

Ââåäåíèå

Ïåðåñòðîåíèå ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû (ãåîìåòðè÷åñêè àäàïòèâíûå ñåò-

êè) èëè èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà îïðåäåëåííîé ïîäîáëàñòè, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íîâîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿ-

ìè òàêîé îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ êîí�îðìíîñòü ñåòêè (ñîãëàñîâàííîñòü óçëîâ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ)

è ñîõðàíåíèå âûïóêëîñòè ÿ÷ååê ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ. Âàæíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîñòî-

ÿíñòâî ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ âåëè÷èí óãëîâ â ÿ÷åéêàõ ïðè ïåðåñòðîåíèè.

Êàê ïðàâèëî, â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷ íà ïëîñêîñòè èñïîëüçóåòñÿ äåëåíèå

îáëàñòè íà òðåóãîëüíûå è ÷åòûðåõóãîëüíûå ÿ÷åéêè. Ïðè ýòîì ðàñ÷åòíûå ñåòêè ñîäåðæàò ÿ÷åé-

êè îäíîãî òèïà, îäíàêî ïðèìåíåíèå ñìåøàííûõ ñåòîê, ñîñòîÿùèõ èç ÿ÷ååê îáîèõ òèïîâ, íàõîäèò

âñ¼ áîëüøåå ïðèìåíåíèå. Ïîñëåäíèå ìîãóò âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íåïðÿìûõ ìåòîäîâ

ïîñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòîê, à òàêæå ïóòåì ïåðåñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé ñåòêè, ñîäåðæàùåé

ÿ÷åéêè òîëüêî îäíîãî âèäà. Ñîîòâåòñòâåííî, àëãîðèòìû ïåðåñòðîåíèÿ ñåòîê ìîæíî ðàçäåëèòü

íà äâå ãðóïïû. Ê ïåðâîé îòíîñÿòñÿ ìåòîäû, ãåíåðèðóþùèå ïîëíîñòüþ òðåóãîëüíóþ èëè ÷å-

òûðåõóãîëüíóþ ñåòêó, îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè è íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ðàñ÷åòàõ.

Âòîðàÿ ãðóïïà � ýòî àëãîðèòìû, â ðåçóëüòàòå ðàáîòû êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ

èç òðåóãîëüíûõ è ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê. Òàêèå ñïîñîáû ïåðåñòðîåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â ïðèëî-

æåíèÿõ, ãäå èñïîëüçîâàíèå ñìåøàííûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì; êàê ïðàâèëî ñ ïîìîùüþ

òàêèõ ïåðåñòðîåíèé óëó÷øàþò êà÷åñòâî ÿ÷ååê èñõîäíîé ñåòêè.

Äëÿ ìåòîäîâ ïåðåñòðîåíèÿ òðåóãîëüíûõ ñåòîê [1�3℄ ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ âàðèàíòà èëè

øàáëîíà ïåðåñòðîåíèÿ: áèñåêöèÿ � äåëåíèå íà äâà òðåóãîëüíèêà (ïî ¾áîëüøîé¿ ñòîðîíå èëè

¾íîâîìó¿ óçëó) è ðåãóëÿðíîå ïåðåñòðîåíèå � íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Â îòíîøåíèè ÷åòûðåõ-

óãîëüíûõ ñåòîê èçâåñòíî íåñêîëüêî ñõåì ïåðåñòðîåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îòìå÷åííûì âûøå

òðåáîâàíèÿì. Îäíàêî, äàííûå ìåòîäû îðèåíòèðîâàíû íà ñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè, êîãäà óç-

ëû è ÿ÷åéêè ñåòêè ñòðîãî óïîðÿäî÷åíû, ðàçìåð è �îðìà ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ áëèçêè ê èäåàëü-

íûì ïîêàçàòåëÿì. Ñðåäè ñïîñîáîâ ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè

îñíîâíûìè ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðåñòðîåíèÿ íà ÷åòûðå è äåâÿòü ÿ÷ååê, ïðåäëîæåííûå �. Øíåéäå-

ðîì [4℄. Èñïîëüçóÿ èäåè Øíåéäåðà, ñõîäíóþ ìåòîäèêó ïåðåñòðîåíèÿ ïî øàáëîíàì ïðåäëîæèë

�. �àðèìåëëà [5℄. Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòó M. Ýáåéäû, Ä. Îóýíñà è äð. [6℄ ïî ìîäè�èöè-

ðîâàíèþ ïåðåñòðîåíèÿ íà ÷åòûðå ÿ÷åéêè Øíåéäåðà äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê.

Ñïîñîáû ïåðåñòðîåíèÿ ñìåøàííûõ ñåòîê íà äàííûé ìîìåíò ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷åíû.
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 13�01�00101, 12�07�31114).
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Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû îñíîâíûå àëãîðèòìû è ïðåäëàãàåìûå ìîäè�èêàöèè äëÿ ïåðå-

ñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è ñìåøàííûõ ñåòîê. �àáîòà èìååò ñëåäóþ-

ùóþ ñòðóêòóðó: ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñåòêàì;

â � 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòîê è

ïðåäëàãàåòñÿ ìîäè�èöèðîâàííàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà; � 4 ïîñâÿùåí ïå-

ðåñòðîåíèþ ñìåøàííûõ ñåòîê, îïèñûâàåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóê-

òóðèðîâàííîé ñìåøàííîé ñåòêè; â � 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ øàáëîíû äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõ-

óãîëüíûõ ÿ÷ååê ñ îãðàíè÷åíèÿìè è ïðèâîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

� 1. Ïåðåñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê

Ìåòîäû ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå ãðóïïû:

óìåíüøåíèå øàãà ñåòêè è óâåëè÷åíèå øàãà ñåòêè (îãðóáëåíèÿ). Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû óâå-

ëè÷åíèÿ øàãà ñåòêè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óìåíüøåíèå øàãà ñåòêè äîñòèãàåòñÿ ïóòåì äåëåíèÿ

ÿ÷ååê, à òàêæå äâèæåíèåì óçëîâ ñåòêè ê ãðàíèöå îáëàñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T íåñòðóêòóðèðîâàííóþ ñåòêó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà åå óçëîâ

N =
⋃N

i=1 ni, ìíîæåñòâà ðåáåð E =
⋃E

i=11 ei è ìíîæåñòâà ÿ÷ååê M =
⋃M

i=1mi. Ìàêñèìàëüíûé

è ìèíèìàëüíûé óãëû ÿ÷ååê ñåòêè îïðåäåëèì ÷åðåç Θmax,Θmin ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. ß÷åéêà m íàçûâàåòñÿ íåêîí�îðìíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî e ∈ m, e =
[n1, n2], è ñóùåñòâóåò óçåë n, ëåæàùèé íà äàííîì ðåáðå, òàêîé, ÷òî n 6= n1, n 6= n2.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà T ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé (êîí�îðìíîé), åñ-

ëè ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ñîåäèíåííûå ÿ÷åéêè ñåòêè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîì óçëå ëèáî

ðåáðå, òî åñòü T íå ñîäåðæèò íåêîí�îðìíûå ÿ÷åéêè.

Ñîãëàñîâàííàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ

â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðàêòè÷åñêè âñå ñïîñîáû äåëåíèÿ ÿ÷ååê èçìåíÿþò êîí�îðì-

íîñòü ñåòêè, è îïåðàöèÿ ïåðåñòðîåíèÿ ñîäåðæèò äâà ýòàïà: äåëåíèå óòî÷íÿåìûõ ÿ÷ååê (óòî÷íÿ-

þùåå ïåðåñòðîåíèå) è äåëåíèå ÿ÷ååê äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîí�îðìíîñòè ñåòêè (ñîãëàñóþùåå ïåðå-

ñòðîåíèå). Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ êàæäîé óòî÷íÿåìîé ÿ÷åéêè äåëÿòñÿ ïîÿâèâøèåñÿ íåêîí�îðìíûå

ÿ÷åéêè. Äåëåíèå íåêîí�îðìíûõ ÿ÷ååê çàâåðøàåòñÿ íà ýòàïå ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ. Ïå-

ðåñòðîåíèå ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíûì, êîãäà îáåñïå÷èâàåòñÿ êîí�îðìíîñòü ðåçóëüòèðóþùåé ñåòêè

ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ.

Íåîáõîäèìûì ïàðàìåòðîì îïåðàöèè ïåðåñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü äåëåíèÿ êàæäîé âû-

áðàííîé ÿ÷åéêè.

Îïðåäåëåíèå 3. Óðîâíåì äåëåíèÿ ÿ÷åéêè (ðåáðà) s íàçîâåì ÷èñëî èòåðàöèé äåëåíèÿ äàí-

íîé ÿ÷åéêè (ðåáðà) â ïðîöåññå ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè.

Êàæäàÿ óòî÷íÿåìàÿ ÿ÷åéêà áóäåò èìåòü óðîâåíü äåëåíèÿ s > 0. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû

ïðèìåðû ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íèæíåé ÿ÷åéêå áûë ïðèñâî-

åí óðîâåíü äåëåíèÿ s = 2, â ðåçóëüòàòå îíà áûëà ðàçáèòà íà 27 íîâûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

Âåðõíÿÿ ÿ÷åéêà èìåëà óðîâåíü äåëåíèÿ, ðàâíûé íóëþ, íî áûëà ïåðåñòðîåíà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

êîí�îðìíîñòè ñåòêè. Îòìåòèì, ÷òî êàê äëÿ ïåðâîãî, òàê è äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ â êà÷åñòâå ÿ÷å-

åê ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû òîëüêî ñîñåäíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, òî åñòü

îáëàñòü ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ íå çàâèñåëà îò óðîâíÿ äåëåíèÿ óòî÷íÿåìîé ÿ÷åéêè.

Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìîâ ïî ïåðåñòðîåíèþ ñåòêè ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ìàê-

ñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî óãëîâ ñåòêè îò óðîâíåé äåëåíèÿ åå ÿ÷ååê (ñì. ðèñ. 1).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðåñòðîåíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè ìèíèìàëüíûé óãîë Θ
(s)
min ïåðå-

ñòðîåííîé ñåòêè íå çàâèñèò îò óðîâíÿ äåëåíèÿ s è áîëüøå îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ

Θ∗
: Θ

(s)
min > Θ∗, s → ∞.
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a) á )

�èñ. 1. Ïåðåñòðîåíèå ñåòîê: à) íåóñòîé÷èâîå; á ) óñòîé÷èâîå

Óñòîé÷èâîñòü ïåðåñòðîåíèÿ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà ðåçóëüòèðóþùåé

ñåòêè, ÷òî îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ ìíîãîêðàòíîãî äåëåíèÿ âûáðàííîé îáëàñòè (äëÿ

óðîâíåé äåëåíèÿ s > 2). Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ íà ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ

õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà ñåòêè âî âðåìÿ ïðîöåññà ïåðåñòðîåíèÿ, êîíòðîëü äàííûõ ïîêàçàòåëåé

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ý��åêòèâíîé ðàáîòû ëþáîãî àëãîðèòìà ïåðåñòðîåíèÿ.

� 2. Ìåðû êà÷åñòâà ñåòîê

Êàê ïðàâèëî, äëÿ çàäà÷ íà ïëîñêîñòè ìåðû êà÷åñòâà ñåòîê îñíîâûâàþòñÿ íà ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâàõ åå ÿ÷ååê [7℄. Ïðè ýòîì äëÿ ðàáîòû ñî ñìåøàííîé ñåòêîé íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ

óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåðû êàê äëÿ òðåóãîëüíîé, òàê è äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷åéêè.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñåòêàõ âûðàæåíèå äëÿ ìåðû ñêîøåííîñòè îöåíèâàëîñü êàê îòêëîíåíèå

îò èäåàëüíîãî óãëà αn ÿ÷åéêè è èìåëî ñëåäóþùèé âèä:

qs = max [(αmax − αn)/αn, (αn − αmin)/αn] ,

ãäå αmax, αmin � ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé óãëû ÿ÷åéêè, αn = 60◦, αn = 90◦ � äëÿ òðå-

óãîëüíîé è ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷ååê ñîîòâåòñòâåííî. Ñêîøåííîñòü ñåòêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîøåííîñòè åå ÿ÷ååê: Qs = maxMi=1 q
i
s. Õîðîøèìè ñ÷èòàþòñÿ ñåòêè, èìå-

þùèå âåëè÷èíó ñêîøåííîñòè 0.25�0.5, äîïóñòèìûìè � 0.5�0.8; ïëîõèìè ñåòêàìè � 0.8�0.95.

Íà ïðàêòèêå äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ ñåòîê ýòà ìåðà íå äîëæíà ïðåâûøàòü 0.85.

Ìåðà ãëàäêîñòè õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ðàçìåðà ñîñåäíèõ ÿ÷ååê â ñåòêå. Äîïóñòèìûì ñ÷èòà-

åòñÿ èçìåíåíèå ãëàäêîñòè â ïðåäåëàõ äâàäöàòè. Âû÷èñëåíèå ãëàäêîñòè ÿ÷åéêè îïðåäåëÿëîñü

êàê qe = maxmi=1 S/Si, ãäå S � ïëîùàäü ÿ÷åéêè, Si � ïëîùàäü ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, m � ÷èñëî

ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. �ëàäêîñòü ñåòêè îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Qe = maxMi=1 q
i
e. Àñïåêò-

íîå ñîîòíîøåíèå � ýòî îòíîøåíèå íàèáîëüøåãî ðåáðà ê íàèìåíüøåìó. Èäåàëüíîå àñïåêòíîå

ñîîòíîøåíèå ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Äàííûé ïàðàìåòð î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå è ÿâ-

ëÿåòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìûì íà ïðàêòèêå. Àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå qa = lmax/lmin, lmax, lmin �

ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ äëèíû ðåáåð ÿ÷åéêè. Ïàðàìåòð àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñåòêè

â öåëîì Qa = maxMi=1 q
i
a.

Íå ìåíåå ý��åêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåð, îñíîâàííûõ íà óãëîâûõ õàðàêòåðè-

ñòèêàõ ÿ÷ååê. ×àñòî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ñâÿçàí ñ êîíòðîëåì ìèíèìàëüíîãî óãëà ÿ÷åéêè.

Â äàííîì ñëó÷àå, åñëè óãîë ÷åòûðåõóãîëüíèêà áîëüøå (ìåíüøå) îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî

çíà÷åíèÿ Θ, ïðîâîäÿòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè äëÿ óäàëåíèÿ äàííîãî óãëà. Ê ïðèìåðó, ìàê-

ñèìàëüíîé óãîë ñåòêè ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ ïîñëå óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè ïåðåñòðîåíèÿ.

Íåêîòîðûå ìåòîäû èñïîëüçóþò ïðèíöèï ãàðàíòèðîâàííîãî îáåñïå÷åíèÿ äèàïàçîíà çíà÷åíèé

óãëîâ ÿ÷ååê äî è ïîñëå îïåðàöèé íàä ñåòêîé. Ïóñòü Θmin,Θmax � çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî

è ìàêñèìàëüíîãî óãëîâ ñåòêè äî åå ïåðåñòðîåíèÿ, Θ
(s)
min,Θ

(s)
max � ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ. Òîãäà äëÿ

ïåðåñòðîåííîé ñåòêè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: Θ
(s)
min > Θmin,Θ

(s)
max 6 Θmax.

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ìåðà êà÷åñòâà óçëîâ � âàëåíòíîñòü. Ïîä âàëåíòíîñòüþ υ
âíóòðåííåãî óçëà ñåòêè ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð, ñõîäÿùèõñÿ â íåì. Äëÿ òðåóãîëüíîé ñåòêè
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èäåàëüíàÿ âàëåíòíîñòü ðàâíà øåñòè, äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé � ÷åòûðåì. Â ëþáîì ñëó÷àå âà-

ëåíòíîñòü óçëà äîëæíà ïðåâûøàòü åäèíèöó. Âåëè÷èíà âàëåíòíîñòè âíóòðåííåãî óçëà ñåòêè

êîñâåííî âëèÿåò íà ðàçìåð è �îðìó ÿ÷ååê. Êàê ïðàâèëî, ê óçëàì ñ âûñîêîé âàëåíòíîñòüþ

ïðèëåãàþò ÿ÷åéêè, èìåþùèå ñàìûå íèçêèå õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà.

Èñïîëüçîâàíèå ìåð êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýòàïîì êàê â ïîñòðîåíèè, òàê è â ïåðå-

ñòðîåíèè ðàñ÷åòíîé ñåòêè.

� 3. Ïåðåñòðîåíèå ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòîê

Ïðîñòåéøèì ìåòîäîì ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè, îòíîñÿùèìñÿ ê ïåðâîé ãðóïïå,

ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ïîøàãîâîãî äåëåíèÿ êàæäîé ÿ÷åéêè íà ïÿòü íîâûõ ïîñðåäñòâîì âñòàâêè

ìåíüøåãî ïî ðàçìåðó ÷åòûðåõóãîëüíèêà â åå öåíòð. ×åòûðå îñòàëüíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà äî-

ñòðàèâàþòñÿ ïóòåì ñîåäèíåíèÿ óçëîâ öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè ñ âåðøèíàìè èñõîäíîé. Ïðè ýòîì

ðåáðà èñõîäíîé ÿ÷åéêè íå èçìåíÿþòñÿ, à êà÷åñòâî ñåòêè ñóùåñòâåííî óõóäøàåòñÿ. Áîëåå ý�-

�åêòèâíûìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ÿ÷åéêè ñîãëàñóþùåãî ïå-

ðåñòðîåíèÿ, òàêèå êàê ïåðåñòðîåíèå Øíåéäåðà è ïåðåñòðîåíèå �àðèìåëëà.

3.1. Ïåðåñòðîåíèå Øíåéäåðà

�àññìîòðèì ìåòîä ïåðåñòðîåíèÿ Øíåéäåðà [4℄. Ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà ïåðåñòðîåíèÿ â çà-

âèñèìîñòè îò âèäà øàáëîíîâ ðàçáèåíèÿ ÿ÷ååê. Ïåðåñòðîåííàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé è

ñîñòîèò ïîëíîñòüþ èç ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê.

Ïóñòü E(s) ⊂ E , M(s) ⊂ M � ðåáðà è ÿ÷åéêè ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè T , êîòîðûì ïðèñâîåí

óðîâåíü äåëåíèÿ s > 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàä ñåòêîé T îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ¾Ïåðåñòðîå-

íèå íà ÷åòûðå ÿ÷åéêè¿ Øíåéäåðà, åñëè ëþáîé ÷åòûðåõóãîëüíèê m ∈ M(s) ⊂ M áóäåò ðàçäåëåí

íà 4s ÷åòûðåõóãîëüíèêà è ëþáîå ðåáðî e ∈ E(s) ⊂ E áóäåò ðàçäåëåíî íà 2s ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàä ñåòêîé T îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ¾Ïåðåñòðîå-

íèå íà äåâÿòü ÿ÷ååê¿ Øíåéäåðà, åñëè ëþáîé ÷åòûðåõóãîëüíèê m ∈ M(s) ⊂ M áóäåò ðàçäåëåí

íà 9s ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ è ëþáîå ðåáðî e ∈ E(s) ⊂ E áóäåò ðàçäåëåíî íà 3s ðåáåð.

Ìåòîä ïåðåñòðîåíèÿ íà äåâÿòü ÿ÷ååê, â îòëè÷èå îò ïåðåñòðîåíèÿ íà ÷åòûðå ÿ÷åéêè, ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâûì, ÷òî äàåò åìó ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî. Êðîìå òîãî, â ïåðåñòðîåíèè íà äåâÿòü

ÿ÷ååê âûáîð øàáëîíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì è ðàñïîëîæåíèåì ïîìå÷åííûõ óçëîâ

ÿ÷åéêè, ÷òî äåëàåò àëãîðèòì áîëåå áûñòðûì è ëåãêî ðåàëèçóåìûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïîñîá ðàçáèåíèÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ÿ÷åéêè çàâèñèò íå òîëüêî îò åå óðîâíÿ

äåëåíèÿ, íî è îò óðîâíåé äåëåíèÿ âñåõ îêðóæàþùèõ åå ÿ÷ååê è ðåáåð. Óðîâåíü äåëåíèÿ óçëà

âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì ñðåäè âñåõ óðîâíåé äåëåíèÿ ïðèëåæàùèõ ê íåìó ÿ÷ååê è ðåáåð.

Óçëû, ïðèíàäëåæàùèå ÷åòûðåõóãîëüíèêàì ñ óðîâíåì äåëåíèÿ áîëüøå íóëÿ, ÿâëÿþòñÿ ¾ïî-

ìå÷åííûìè¿. ¾Ïîìå÷åííûå¿ óçëû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïåðåñòðîåíèå êàæäîãî âûáðàííîãî

÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñóùåñòâóåò ïÿòü øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà â çàâèñèìîñòè

îò òîãî, ñêîëüêî ïîìå÷åííûõ óçëîâ îí èìååò (ñì. ðèñ. 2).

Ïîñëå òîãî êàê ÿ÷åéêà m = (n1, n2, n3, n4) îäèí ðàç ïåðåñòðîåíà, íîâûé óðîâåíü ïåðåñòðî-

åíèÿ s′ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ åãî óçëîâ ni è ðåáåð ei: s
′(ni) = maxi=1,4 [s(ni)− 1, 0], ãäå

s � ïðåäûäóùèé óðîâåíü äåëåíèÿ óçëà, s′(ei) = max [s′(na), s
′(nb)], e = (na, nb), s′(m) =

maxi=1,4 [s
′(ni)].

Óðîâíè ïåðåñòðîåíèÿ âíîâü ââåäåííûõ óçëîâ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: s′(n) =
s′(e), åñëè óçåë n âñòàâëåí íà ðåáðî e; s′(n) = s′(m), åñëè óçåë n íàõîäèòñÿ âíóòðè ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà m.

Äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê ÷àñòîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà

ìîæåò èìåòü íåïðàâèëüíóþ �îðìó, î÷åíü ìàëûå è î÷åíü áîëüøèå óãëû, ñèëüíî ðàçëè÷àþùèåñÿ

äëèíû ðåáåð. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ çàäàíèå ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà
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à) á ) â)

ã) ä)

�èñ. 2. Âàðèàíòû øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ íà äåâÿòü ÿ÷ååê Øíåéäåðà äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê

ñ ÷åòûðåõóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè

äëÿ ñîõðàíåíèÿ âûïóêëîñòè è íåäîïóùåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð. �àññìîòðèì âàðèàíòû øàáëî-

íîâ ïåðåñòðîåíèÿ ïîìå÷åííûõ è ñîãëàñóþùèõ ÿ÷ååê ñ ãàðàíòèðóåìûì ñîõðàíåíèåì âûïóêëîñòè

âíîâü îáðàçîâàííûõ ÿ÷ååê äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê.

Øàáëîí ïåðåñòðîåíèÿ ïîìå÷åííûõ ÿ÷ååê. Íà ðèñóíêå 2, à ïðåäñòàâëåí ñòàíäàðòíûé

øàáëîí ðàçáèåíèÿ ÿ÷åéêè, ïîìå÷åííîé äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Øíåéäå-

ðà. Âñå óçëû, ëåæàùèå íà ðåáðàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ðàçáèâàþò èñõîäíûå ðåáðà íà òðè ðàâíûå

÷àñòè.

Øàáëîí 1 ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ. Ýòîò âèä øàáëîíà èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè

ÿ÷åéêà èìååò îäíó îáùóþ ñ ïîìå÷åííûì äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîì âåðøèíó A (ñì.

ðèñ. 2, á ). Òîãäà â êà÷åñòâå íîâîé âíóòðåííåé òî÷êè E âûáèðàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

ME è EN , ïðè ýòîì NE ‖ DC è EN ‖ CB. Â ýòîì ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíèê ANEM ïîäîáåí

÷åòûðåõóãîëüíèêó ABCD, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. ×åòûðåõóãîëüíèêè MECD, NECB
âûïóêëû êàê òðàïåöèè.

Øàáëîí 2 ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ. Â ñëó÷àå äâóõ îáùèõ âåðøèí A,B âîçìîæíû

âàðèàíòû ïåðåñòðîåíèÿ, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêàõ 2, â, ã. Åñëè ÿ÷åéêà èìååò òðè îáùèå âåðøè-

íû A,B,C ñ ïåðåñòðîåííûìè ÷åòûðåõóãîëüíèêàìè, òî ñîãëàñóþùåå ïåðåñòðîåíèå âûïîëíÿåòñÿ

òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2, ä.

�àññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè ïåðåñòðîåíèÿ íà äåâÿòü ÿ÷ååê Øíåéäåðà,

â êîòîðîì, â îòëè÷èå îò áàçîâîãî ìåòîäà, ïîíÿòèå óðîâíÿ äåëåíèÿ ðåáåð è óçëîâ íå èñïîëüçóåòñÿ

(â èñõîäíîì âàðèàíòå îò ýòîãî çàâèñèò âû÷èñëåíèå óðîâíÿ ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà).

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì (àëãîðèòì 1):

Øàã 1. Îïðåäåëåíèå îáëàñòè ïåðåñòðîåíèÿ. Çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâåíü äå-

ëåíèÿ s êàæäîé ÿ÷åéêè. Âñå ÿ÷åéêè ñ óðîâíåì s > 1 äàëåå áóäóò ðàçäåëåíû íà 9 è áîëåå

÷àñòåé.

Øàã 2. Ôîðìèðîâàíèå ñïèñêà ÿ÷ååê äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ. Â ñïèñîê ÿ÷ååê äëÿ ïåðå-

ñòðîåíèÿ âêëþ÷àþòñÿ âñå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ñ s > 1, à òàêæå âñå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè.

Øàã 3. Îïðåäåëåíèå ïîìå÷åííûõ óçëîâ. Êàæäûé óçåë, ïðèíàäëåæàùèé õîòÿ áû îäíîé

ÿ÷åéêå ñ s > 1, ñ÷èòàåòñÿ ¾ïîìå÷åííûì¿. Ïî ÷èñëó ¾ïîìå÷åííûõ¿ óçëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà
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âûáèðàåòñÿ øàáëîí åãî ïåðåñòðîåíèÿ (ñì. ðèñ. 2).

Øàã 4. Ïåðåñòðîåíèå âûáðàííûõ ÿ÷ååê. �àçáèâàþòñÿ âñå ÿ÷åéêè èç ñïèñêà ïåðåñòðî-

åíèÿ. Óðîâåíü äåëåíèÿ âíîâü îáðàçîâàííûõ ÿ÷ååê óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

s �� íà÷àëüíûé óðîâåíü äåëåíèÿ ÿ÷åéêè, òîãäà s− 1 � óðîâåíü äåëåíèÿ ÿ÷ååê, îáðàçîâàííûõ

ïðè åå ðàçáèåíèè.

Øàã 5. Ïðîâåðêà óðîâíÿ äåëåíèÿ âíîâü îáðàçîâàííûõ ÿ÷ååê. Äëÿ ÿ÷ååê ñ óðîâíåì

s > 1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà øàã 2 .

Øàã 6. Âûïîëíåíèå ñãëàæèâàíèÿ è òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Îïåðàöèÿ

ñãëàæèâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äâèæåíèè âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ õàðàêòå-

ðèñòèê êà÷åñòâà åå ÿ÷ååê. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà óçëîâ ñ âàëåíòíîñòüþ υ = 4 ïðèìåíÿþò-

ñÿ òîïîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, íàïðèìåð ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îáðàáîòêå ÿ÷ååê, îáðàçóþùèõ

çàìêíóòûé øåñòèðåáåðíûé êîíòóð [8℄.

à) á ) â) ã)

�èñ. 3. Øàáëîíû ïåðåñòðîåíèé �àðèìåëëà

3.2. Ïåðåñòðîåíèå �àðèìåëëà

Ìåòîä ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà [5℄ âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí ïåðåñòðîåíèþ íà äåâÿòü ÿ÷ååê

Øíåéäåðà (ñì. ðèñ. 3). Â äàííîì àëãîðèòìå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ¾ïîìå÷åííûì¿, åñëè ê íåìó ïðèëå-

ãàåò õîòÿ áû îäèí ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ óðîâíåì äåëåíèÿ s > 0.

Îñíîâíûå îòëè÷èÿ øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ ñëåäóþùèå.

1. Â ìåòîäå Øíåéäåðà âûáîð øàáëîíà çàâèñèò îò ÷èñëà ¾ïîìå÷åííûõ¿ óçëîâ ïåðåñòðàèâà-

åìîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, â ìåòîäå �àðèìåëëà � îò ÷èñëà ¾ïîìå÷åííûõ¿ ðåáåð.

2. Îáëàñòü ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî ÿ÷ååê, ïîëó÷à-

þùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçäåëåíèÿ ïî øàáëîíàì. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, îäíîêðàòíîå

ïåðåñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ìåòîäîì �àðèìåëëà áîëåå ý��åêòèâíî ñ òî÷êè

çðåíèÿ ìåð êà÷åñòâà ïåðåñòðîåííûõ ÿ÷ååê ñåòêè. Îäíàêî, ìåòîä ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà,

â îòëè÷èå îò ïåðåñòðîåíèÿ íà äåâÿòü ÿ÷ååê Øíåéäåðà, íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, ïîýòî-

ìó íà ñåòêàõ ñ óðîâíåì äåëåíèÿ ÿ÷ååê áîëüøå åäèíèöû ïðåäïî÷òèòåëüíåé èñïîëüçîâàòü

ïåðåñòðîåíèå íà äåâÿòü ÿ÷ååê.

3. Â ìåòîäå �àðèìåëëà îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå óðîâíÿ äåëåíèÿ ðåáðà è óçëà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò

áîëåå ïðîñòóþ ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäà.

Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåí òåñòîâûé ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìîâ �àðèìåëëà è ïåðåñòðîåíèÿ

íà äåâÿòü ÿ÷ååê Øíåéäåðà. Êàæäûé ðàç â îáëàñòü äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ ïîïàäàëè ÿ÷åéêè, ïåðå-

ñåêàþùèå îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 4, à) ñ öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé êâàäðàòà è

ðàäèóñîì, ðàâíûì ïîëîâèíå äëèíû åãî ñòîðîíû, ïðè ýòîì óðîâåíü ïåðåñòðîåíèÿ s ðàâíÿëñÿ

÷åòûðåì. Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà Øíåéäåðà ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü óãëû â äèàïàçîíå [45◦, 135◦],
ïàðàìåòðû ìåðû ñêîøåííîñòè, ðàâíîé 0.5, è àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ Qa = 3 ïîñòîÿííûìè

â îòëè÷èå îò ìåð äëÿ ìåòîäà �àðèìåëëà, óõóäøàþùèõñÿ ñ êàæäûì óðîâíåì. Òàê, ïàðàìåòð

àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ óâåëè÷èëñÿ â òðè ðàçà, ñêîøåííîñòü � íà 65%, ìàêñèìàëüíûé óãîë
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a) á ) â)

�èñ. 4. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïåðåñòðîåíèÿ: à) èñõîäíàÿ îáëàñòü äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ; á ) ðåçóëüòàò

ïåðåñòðîåíèÿ àëãîðèòìîì íà äåâÿòü ÿ÷ååê Øíåéäåðà; â) ðåçóëüòàò ïåðåñòðîåíèÿ àëãîðèòìîì �àðèìåëëà

ñåòêè äîñòèã 165◦, çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî óãëà � 15◦. Êðîìå òîãî, â ñåòêå �àðèìåëëà ïðèñóò-
ñòâóþò óçëû ñ âàëåíòíîñòüþ ñåìü è âîñåìü. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå óðîâíåé ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè

èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà Øíåéäåðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

Ïðè ïåðåñòðîåíèè íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ óõóäøåíèå êà÷åñòâà ÿ÷å-

åê ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ, âîçíèêàþùåå ïðè ïîñòðîåíèè çàìûêàþùèõ øàáëîíîâ, èçîáðà-

æåííûõ íà ðèñóíêàõ 3, à, â, ã. Ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ èñõîäíîé ñåòêè, ñîäåðæàùåé äâå âûòÿíóòûå

ÿ÷åéêè (îáîçíà÷åíû òåìíûì, ñì. ðèñ. 5, à) â çàìûêàþùèõ øàáëîíàõ ïîÿâëÿþòñÿ ÷åòûðåõóãîëü-

íèêè ñ íåæåëàòåëüíîé ìåðîé ñêîøåííîñòè áîëüøå 0.8 (âûäåëåíû òåìíûì, ñì. ðèñ. 5, á ).

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîÿâëåíèÿ òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàññìîòðèì ìîäè�èöèðîâàííûé àë-

ãîðèòì ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà.

(A) Åñëè çàìûêàíèå ïî øàáëîíàì, èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêàõ 3, à, â, ã, âåäåò ê çíà÷è-

òåëüíîìó óõóäøåíèþ êà÷åñòâà ÿ÷åéêè (ñì. ðèñ. 5 á), íåîáõîäèìî ðàçáèâàòü ÷åòûðåõóãîëüíèê

ïî ïåðåõîäíûì øàáëîíàì (ñì. ðèñ. 3, á, 2, à). (B) Äëÿ ñëó÷àÿ ÿ÷åéêè ñ îäíèì ¾ïîìå÷åííûì¿

ðåáðîì èñïîëüçóåòñÿ øàáëîí, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå 3, á, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � øàáëîí äå-

ëåíèÿ íà äåâÿòü ÿ÷ååê (ñì. ðèñ. 2, à). �àçáèåíèå ÿ÷åéêè ïî ýòèì øàáëîíàì ïðàêòè÷åñêè íå

èçìåíÿåò åå óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, à òàêæå ñêîøåííîñòü.

Òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó ðàçðàñòàíèþ îáëàñòè ñîãëàñóþùåãî ïå-

ðåñòðîåíèÿ è ïîçâîëÿåò ïîääåðæèâàòü êà÷åñòâî ñåòêè íà äîïóñòèìîì óðîâíå.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà Øíåéäåðà äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîãî ïåðåñòðîåíèÿ �à-

ðèìåëëà (àëãîðèòì 2), îïåðàöèè, âûïîëíÿåìûå íà øàãå 3 , ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ïîäøàãà.

Øàã 3.1. Îïðåäåëåíèå ïîìå÷åííûõ ðåáåð. Êàæäîå ðåáðî, ïðèíàäëåæàùåå õîòÿ áû îä-

íîé ÿ÷åéêå ñ s > 1, ñ÷èòàåòñÿ ¾ïîìå÷åííûì¿. Ïî ÷èñëó ¾ïîìå÷åííûõ¿ ðåáåð ÷åòûðåõóãîëüíèêà
âûáèðàåòñÿ øàáëîí åãî ïåðåñòðîåíèÿ (ñì. ðèñ. 3).

Øàã 3.2. Ïðîâåðêà ÿ÷ååê íà âîçìîæíîñòü ïåðåñòðîåíèÿ. Âñå ÿ÷åéêè, îáðàçóþùèå

ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêè ïëîõîãî êà÷åñòâà, íåîáõîäèìî ðàçáèòü ïî ïåðåõîäíûì

øàáëîíàì (ñì. ðèñ. 3, á, 2, à) è îáíîâèòü ñïèñîê ïîìå÷åííûõ ðåáåð, âûïîëíèâ ïåðåõîä íà

øàã 3.1 .

Èñïîëüçîâàíèå ïåðåõîäíûõ øàáëîíîâ ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ìàêñèìàëüíûé óãîë ïåðåñòðîåí-

íîé ñåòêè (ñì. ðèñ. 5, â) â ïðåäåëàõ 162◦, à çíà÷åíèå ñêîøåííîñòè � íå ïðåâûñèòü äîïóñòèìîãî

ïðåäåëà â 0.8. Òàê, øåñòü âåðõíèõ ÿ÷ååê, âûäåëåííûõ òåìíûì, áûëè ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå

ðàçáèåíèÿ ïî ïåðåõîäíîìó øàáëîíó äåëåíèÿ íà òðè ÿ÷åéêè, èõ ñêîøåííîñòü ìåíüøå ïîðîãîâî-

ãî çíà÷åíèÿ â 0.8. Ïðè ýòîì äâà ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà áûëè ðàçáèòû ïî çàìûêàþùåìó

øàáëîíó (ñì. ðèñ. 3, à), òàê êàê êà÷åñòâî âíîâü ïîëó÷åííûõ ÿ÷ååê ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì (äâå

âûäåëåííûå òðàïåöèåâèäíûå ÿ÷åéêè èìåþò ïàðàìåòð qs < 0.8). Èñïîëüçîâàíèå ìîäè�èöèðî-
âàííîãî ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ñêîøåííîñòü è óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

ïîñòîÿííûìè äî è ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè.



Ïåðåñòðîåíèå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è ñìåøàííûõ ñåòîê 69

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

à) á ) â)

�èñ. 5. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà: à) �ðàãìåíò èñõîäíîé ñåòêè;

á ) ïåðåñòðîåíèå �àðèìåëëà; â) ìîäè�èöèðîâàííîå ïåðåñòðîåíèå �àðèìåëëà

� 4. Ïåðåñòðîåíèå ñìåøàííûõ ñåòîê

�àññìîòðèì øàáëîíû ïåðåñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ â ñåòêå ïîÿâëÿ-

þòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíûå ÿ÷åéêè [9℄. Øàáëîí, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 6, à, èñïîëüçóåòñÿ â àë-

ãîðèòìå ïîøàãîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîé òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêè â ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïóòåì

ðàçäåëåíèÿ èñõîäíîé íà òðè íîâûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ïåðåñòðîåíèÿ ðå-

çóëüòàòîì áóäåò ñìåøàííàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåóãîëüíûõ è ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê. Ïðè

ïåðåñòðîåíèè âñåé îáëàñòè òàêîé àëãîðèòì îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ íåïðÿìûì ìåòîäîì ïîñòðîå-

íèÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè. Äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîé ñåòêè èñõîäíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-

íèê îáëàäàåò ñêîøåííîñòüþ, ðàâíîé íóëþ, è àñïåêòíûì ñîîòíîøåíèåì, ðàâíûì åäèíèöå. Ïîñëå

ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷åéêà áóäåò èìåòü ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè Qs = 0.33 è àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Qa = 1.73, ìàêñèìàëüíûé óãîë óâåëè÷èòñÿ äî 120◦.

à) á ) â)

�èñ. 6. Âàðèàíòû ïåðåñòðîåíèÿ òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê: à) íà òðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà; á ) êîìáèíèðîâàííîå íà

÷åòûðå ÿ÷åéêè; â) íà ïÿòü ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ

Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ïîñëåäóþùèì

äåëåíèåì íà ÷åòûðå ÷åòûðåõóãîëüíûå ÿ÷åéêè (ñì. ðèñ. 6, á ). Íîâûå âåðøèíû âûáèðàþòñÿ íà

ñåðåäèíàõ ñòîðîí èñõîäíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ

ñêîøåííîñòü ðàâíÿåòñÿ 0.66, âåëè÷èíà àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ îñòàåòñÿ ïðåæíåé, Qa = 1. Îò-
ìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ìåð êà÷åñòâà äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè áóäóò

ãîðàçäî õóæå. Øàáëîí, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 6, â, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåõîäíîé

øàáëîí, ñâÿçûâàþùèé ïåðåñòðîåíèÿ íà ÷åòûðå/äåâÿòü ÿ÷ååê, è êàê øàáëîí äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ

÷åòûðåõóãîëüíèêà, èìåþùåãî äâà áîëüøèõ ïðîòèâîëåæàùèõ óãëà (ñì. ðèñ. 13, á ).

Íàðÿäó ñ ïåðåñòðîåíèåì òðåóãîëüíèêîâ â ÷åòûðåõóãîëüíèêè ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ðàçäå-

ëåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷åéêè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé â ñåòêå ïîÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè. Õà-

ðàêòåðíûì ïðèìåðîì ñëóæèò îïåðàöèÿ ðàçáèåíèÿ âñåõ íåâûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê

íà äâà òðåóãîëüíèêà, îíà ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ñåòêè ñ âûïóêëûìè ÿ÷åéêàìè ïðè ëþáûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. ß÷åéêà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà òðåóãîëüíèêà äèàãîíàëüþ, ïðîâåäåííîé ÷åðåç

âåðøèíó âûâåðíóòîãî óãëà (ñì. ðèñ. 7, à).
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à) á ) â)

�èñ. 7. Âàðèàíòû ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê: à) íåâûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà; á ), â) äåëåíèÿ

íà òðåóãîëüíûå è ÷åòûðåõóãîëüíûå ÿ÷åéêè

Äëÿ óäàëåíèÿ áîëüøèõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçäåëåíèå ÿ÷åé-

êè íà òðåóãîëüíèê è ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 7, â). Âåðøèíà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ðåáðå ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà, äåëèò äàííóþ ñòîðîíó ïîïîëàì. Â ðàáîòå [9℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ øàáëîíà íà

ðèñóíêå 7, â, ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âûïóêëûé, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèå qm(ABCE) > 3/7qm(ABCD), à äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå 7, á âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

qm(AEGH) > 3/7qm(ABCD), ãäå qm � ìåðà ñðåäíåãî îòíîøåíèÿ âûáðàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-

êà. Âàðèàíòîâ øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ äëÿ ñìåøàííûõ ñåòîê ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî,

îäíàêî íå âñå îíè ìîãóò îáåñïå÷èòü êîí�îðìíîñòü ïåðåñòðàèâàåìîé ñåòêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èõ

ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îãðàíè÷åííûì.

�àññìîòðèì ìîäè�èöèðîâàííûé àëãîðèòì ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà äëÿ ñëó÷àÿ ñìåøàííûõ

ñåòîê ñ ïðåîáëàäàíèåì ÿ÷ååê ÷åòûðåõóãîëüíîé �îðìû. Âûáîð øàáëîíà ïåðåñòðîåíèÿ òðåóãîëü-

íîé ÿ÷åéêè òàêæå çàâèñèò îò ÷èñëà ¾ïîìå÷åííûõ¿ ðåáåð (ñì. ðèñ. 8), ïðè ýòîì îïåðàöèè àëãî-

ðèòìà îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè. Åñëè òðåóãîëüíèê èìååò

îäíî ¾ïîìå÷åííîå ðåáðî¿, ÿ÷åéêà ðàçáèâàåòñÿ ïî øàáëîíó à, åñëè äâà ðåáðà � èñïîëüçóåòñÿ

øàáëîí á, à øàáëîí â ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå òðåõ ¾ïîìå÷åííûõ¿ ðåáåð.

à) á ) â)

�èñ. 8. Øàáëîíû ðàçáèåíèÿ òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê ïðè ïåðåñòðîåíèè �àðèìåëëà ñìåøàííîé ñåòêè

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â êàæäîì øàáëîíå ïîñëå îáðàáîòêè îñòàåòñÿ îäíà òðåóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà,

òî åñòü äàííàÿ îïåðàöèÿ íå óìåíüøàåò ÷èñëà òðåóãîëüíûõ ÿ÷ååê ñåòêè. Òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè

íå ïîÿâëÿþòñÿ ïîñëå ðàçáèåíèÿ ïî øàáëîíó íà ðèñóíêå 6, à, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íå âñåãäà

âîçìîæíî çàìêíóòü îáëàñòü ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ.

�àññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ ñìåøàííûõ ñåòîê ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì (àëãîðèòì 3).

Øàã 1. Îïðåäåëåíèå îáëàñòè ïåðåñòðîåíèÿ.

Øàã 2. Ôîðìèðîâàíèå ñïèñêà ÿ÷ååê äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ. Â ñïèñîê ÿ÷ååê äëÿ ïåðå-

ñòðîåíèÿ âêëþ÷àþòñÿ âñå òðåóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè ñ s > 1, à òàêæå âñå ñîñåäíèå

ÿ÷åéêè.

Øàã 3.1. Îïðåäåëåíèå ïîìå÷åííûõ ðåáåð. Êàæäîå ðåáðî, ïðèíàäëåæàùåå õîòÿ áû îä-

íîé ÿ÷åéêå ñ s > 1, ñ÷èòàåòñÿ ¾ïîìå÷åííûì¿. Ïî ÷èñëó ¾ïîìå÷åííûõ¿ ðåáåð ÿ÷åéêè âûáèðàåòñÿ
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øàáëîí åãî ïåðåñòðîåíèÿ (ñì. ðèñ. 3 è ðèñ. 8).

Øàã 3.2. Ïðîâåðêà ÿ÷ååê íà âîçìîæíîñòü ïåðåñòðîåíèÿ. Âñå ÿ÷åéêè, îáðàçóþùèå

ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêè ïëîõîãî êà÷åñòâà, íåîáõîäèìî ðàçáèâàòü ïî ïåðåõîäíûì

øàáëîíàì (ñì. ðèñ. 3, á, ðèñ. 2, à). Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òàêèõ ÿ÷ååê íåîáõîäèìî îáíîâèòü ñïèñîê

ïîìå÷åííûõ ðåáåð, âûïîëíèâ ïåðåõîä íà øàã 3 .

Øàãè 4�6 . Âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó 1.

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà 3 ðàññìîòðèì íà ïðèìåðàõ ñåòîê T (A) è T (B), èçîáðàæåííûõ íà

ðèñóíêå 9. Êàæäàÿ èç ñåòîê ñîäåðæèò êàê òðåóãîëüíûå, òàê è ÷åòûðåõóãîëüíûå ÿ÷åéêè. Ïðè

ýòîì äëÿ ñåòêè T (A) �îðìà ÿ÷ååê ñåòêè áëèçêà ê èäåàëüíîé, â òî âðåìÿ êàê ñåòêà T (B) èìååò
òðåóãîëüíèêè ñî ñêîøåííîñòüþ qs = 0.7 è ìèíèìàëüíûì óãëîì, ðàâíûì 18◦.

à) á )

�èñ. 9. Ïðèìåðû ñìåøàííûõ ñåòîê: à) T (A); á ) T (B)

Íà ðèñóíêàõ 10, à, á ïðèâåäåíû ñëó÷àè, êîãäà îáëàñòüþ ïåðåñòðîåíèÿ ÿâëÿëèñü âñå ÿ÷åéêè

ñåòîê T (A) è T (B). Çäåñü êàæäûé òðåóãîëüíèê áûë ïåðåñòðîåí ïî øàáëîíó, èçîáðàæåííîìó

íà ðèñóíêå 8, â, à âñå ÷åòûðåõóãîëüíûå ÿ÷åéêè áûëè ðàçáèòû íà äåâÿòü íîâûõ (ñì. ðèñ. 2, à).

Ñåòêà T (A) äî ïåðåñòðîåíèÿ îáëàäàëà õîðîøèìè ìåðàìè êà÷åñòâà: ñêîøåííîñòü Qs = 0.3,
àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå Qa = 1.5, ïàðàìåòð ñãëàæåííîñòè ðàâíÿëñÿ 2.8. Ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ

T (A) (ñì. ðèñ. 10, à) äàííûå ïîêàçàòåëè íåñêîëüêî ñíèçèëèñü: ñêîøåííîñòü ñòàëà ðàâíÿòü-

ñÿ 0.44, àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå � 2, ñãëàæåííîñòü � Qe = 5.7.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ñåòêè T (B). Ïîñëå ïîëíîãî ïåðåñòðîåíèÿ T (B)
(ñì. ðèñ. 10, á ) ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè óâåëè÷èëñÿ íà 0.1, ñãëàæåííîñòü äîñòèãëà âåëè÷èíû 4.7,

àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå èçìåíèëîñü ñ 3.1 äî 6.

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêàõ 11, à, á ñåòêè áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì ïåðåñòðîåíèÿ âñåõ ÿ÷ååê,

ïåðåñåêàþùèõ îêðóæíîñòè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêàõ 9 à, á, ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì

áëîêà ñãëàæèâàíèÿ [8℄.

Ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ìåðà êà÷åñòâà äëÿ ñåòêè T (A) ñòàëà èìåòü çíà÷åíèå Qs ≈ 0.8, äëÿ
ñåòêè T (B) � çíà÷åíèå Qs = 0.87 è ñóùåñòâåííî âûðîñ ïàðàìåòð ñãëàæåííîñòè äëÿ ñåòêè

T (B), êîòîðûé ñòàë ðàâíûì 16. Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ ïîçâîëèëî óìåíüøèòü

ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè êàê äëÿ ïåðâîé, òàê è äëÿ âòîðîé ñåòêè: åãî çíà÷åíèå ñòàëî ðàâíî ≈0.79,
÷òî ìåíüøå äîïóñòèìîãî ïðåäåëà â 0.8. Ñãëàæåííîñòü ñåòêè T (B) òàêæå óëó÷øèëàñü è ñòàëà

ðàâíîé Qe = 10.6. Òàêèì îáðàçîì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîñòîáðàáîòêà ñåòêè ïîñëå ïðîöåäóðû

ïåðåñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì.

Êàê è â ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòîê, øàáëîí ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷åéêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-

ëîì ¾ïîìå÷åííûõ¿ ðåáåð, êîòîðîå îíà èìååò, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ íàäåæíîñòü ìåòîäà, à

òàêæå îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ åãî ðåàëèçàöèþ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñìåøàííûõ ñåòîê èñïîëüçîâà-

íèå àëãîðèòìà ¾ïåðåñòðîåíèÿ íà 4 ÿ÷åéêè¿ Øíåéäåðà ïðèâîäèò ê ñëó÷àÿì, êîãäà çàìûêàíèå

îáëàñòè ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ íå äîñòèæèìî.



72 À.Ñ. Êàðàâàåâ, Ñ.Ï. Êîïûñîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

à) á )

�èñ. 10. Ïîëíîå ïåðåñòðîåíèå îáëàñòè: à) äëÿ ñåòêè T (A); á ) äëÿ ñåòêè T (B)

à) á )

�èñ. 11. Ñåòêè ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷ååê âäîëü îêðóæíîñòè è ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ:

à) T (A); á ) T (B)
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� 5. Ïåðåñòðîåíèå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïåðåñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Êîð-

ðåêòèðîâàòüñÿ ìîæåò êàê ãðàíèöà, òàê è çàìêíóòûå è îòêðûòûå îãðàíè÷åíèÿ, çàäàííûå âíóòðè

îáëàñòè [8℄. Îïåðàöèÿ óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî

ñåòêè. Õàðàêòåðíûé ïðèìåð, êîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê èìååò äâà ãðàíè÷íûõ èëè ñòðóêòóðíûõ

ðåáðà (ñì. ðèñ. 16, á ). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíîå ïåðåñòðîåíèå ÿ÷ååê

ïëîõîãî êà÷åñòâà.

Íà òåñòîâîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêå T (C), ñîäåðæàùåé 94 çàìêíóòûõ îãðàíè÷åíèÿ

(ñì. ðèñ. 12, à), áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òðåõ ðàçðàáîòàííûõ øàáëîíîâ ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷ååê

ïëîõîãî êà÷åñòâà â êîìáèíàöèè ñ ìîäè�èöèðîâàííûì ïåðåñòðîåíèåì �àðèìåëëà äëÿ êîí�îðì-

íîãî çàìûêàíèÿ îáëàñòè. �àññìàòðèâàåìûå øàáëîíû ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü óãëîâûå õàðàêòåðè-

ñòèêè ñåòêè, à òàêæå ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè.

à) á ) â)

�èñ. 12. ×àñòü ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè T (C) ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ (à), óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ñåòêè T (C) äî
(á ) è ïîñëå (â) ïåðåñòðîåíèÿ

Øàáëîí 1. Åñëè äâà íàèáîëüøèõ óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîòèâîëåæàùèå (∠B è ∠D,

ñì. ðèñ. 13) è íåò ñòîðîíû, ñèëüíî îòëè÷àþùåéñÿ ïî äëèíå ñ äâóìÿ ñâîèìè ñîñåäÿìè, òî ðàñ-

ïîëîæåíèå âíóòðåííèõ òî÷åê âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âñå ÷åòûðåõóãîëüíèêè áûëè âûïóêëûìè;

ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíîå ñãëàæèâàíèå.

à) á )

�èñ. 13. Øàáëîí 1: à) èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; á ) ÷åòûðåõóãîëüíèê ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ

Øàáëîí 2. Èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè äâà íàèáîëüøèõ óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîòè-

âîëåæàùèå (∠B è ∠D, ñì. ðèñ. 14) è åñòü ñòîðîíà, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùàÿ ïî äëèíå ñâîèõ
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ñîñåäåé (l1/l2 > 2.5). Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 14 BC
AB

> 2.5, BC
DC

> 2.5 è AD
AB

> 2.5, AD
DC

> 2.5.

à) á )

�èñ. 14. Øàáëîí 2: à) èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; á ) ÷åòûðåõóãîëüíèê ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ

Øàáëîí 3.Èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè äâà íàèáîëüøèõ óãëà ÷åòûðåõóãîëüíèêà (∠C è ∠D,

ñì. ðèñ. 15) ïðèíàäëåæàò îäíîé ñòîðîíå.

à) á )

�èñ. 15. Øàáëîí 3: à) èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; á ) ÷åòûðåõóãîëüíèê ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ

Íà ðèñóíêå 16 ïîêàçàí ïðèìåð ðàáîòû øàáëîíà 1 â êîìáèíàöèè ñ ìîäè�èöèðîâàííûì ïå-

ðåñòðîåíèåì �àðèìåëëà. Îáëàñòü ñåòêè T (C) ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ èìåëà ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè
ìåíåå 0.8 è ìàêñèìàëüíûé óãîë, íå ïðåâûøàþùèé 160◦ (ñì. ðèñ. 16, à). Ïîñëå óòî÷íåíèÿ ãðàíè-
öû ïîÿâèëñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ óãëîì, áëèçêèì ê ðàçâåðíóòîìó (âûäåëåí òåìíûì íà ðèñ. 16,

á ). Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ äàííîãî óãëà áûë èñïîëüçîâàí øàáëîí 1 ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷ååê ïëîõîãî

êà÷åñòâà, ñîãëàñóþùèå ÷åòûðåõóãîëüíèêè áûëè ïîñòðîåíû ïî àëãîðèòìó 2. Ìàêñèìàëüíûé

óãîë, à òàêæå ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè ñåòêè âîññòàíîâèëè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äî îïåðàöèè

óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû (ñì. ðèñ. 16, â).

à) á ) â)

�èñ. 16. Ôðàãìåíò ñåòêè T (C) ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ (à), óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû (á ), èñïîëüçîâàíèÿ øàáëîíà 1

óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ÿ÷åéêè (â)

�èñóíîê 12, à äåìîíñòðèðóåò ÷àñòü ïåðåñòðîåííîé îáëàñòè T (C) ñ âêëþ÷åíèÿìè. Â äàííîì

ñëó÷àå áûëè ïåðåñòðîåíû âñå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòÿõ ñ áîëåå âûñîêèì

êîý��èöèåíòîì æåñòêîñòè ìàòåðèàëà. Íà ðèñóíêàõ 12, á, â ïîêàçàí óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò

îáëàñòè äî è ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè.

Ïåðåñòðîåíèå ñåòêè T (C) îñóùåñòâëÿëîñü òðåìÿ àëãîðèòìàìè: ïåðåñòðîåíèåì íà äåâÿòü

ÿ÷ååê Øíåéäåðà, ïåðåñòðîåíèåì ïî øàáëîíàì �àðèìåëëà, ìîäè�èöèðîâàííûì ïåðåñòðîåíè-

åì �àðèìåëëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåõîäíûõ øàáëîíîâ ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ. �ðàíèöû

âêëþ÷åíèé àäàïòèâíî óòî÷íÿëèñü ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 2, ïðè ýòîì äëÿ ñîõðàíåíèÿ

ïîêàçàòåëÿ ñêîøåííîñòè è óãëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèìåíÿëèñü øàáëîíû ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷ååê

ïëîõîãî êà÷åñòâà, à òàêæå øàáëîíû ïåðåñòðîåíèÿ �àðèìåëëà.
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Òàáëèöà 1. Õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñòðîåííîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè T (C)

Ìåðà Èñõîäíàÿ

ñåòêà

Ïåðåñòðîåííàÿ ñåòêà T (C)

T (C) Øíåéäåð \ �àðèìåëëà �àðèìåëëà

ìîäè�èö.

Ïîñëå óòî÷íåíèÿ

ãðàíèöû

N 14897 52159 \ 45299 54293 57016

M 14739 52003 \ 45143 54135 56858

Θmax 161◦ 176◦ \ 173◦ 161◦ 162◦

Θmin 18◦ 7.8◦ \ 7.7◦ 18◦ 18◦

Qs 0.8 0.95 \ 0.92 0.8 0.8

Qa 5.9 8.68 \ 7.84 14 26

Qe 11.4 25 \ 23 25 49.8

υ (÷èñëî ÿ÷ååê) > 7 7(5) 7(183)\7(173),
8(15)\8(12), 9(9)\9(9)

7(243),

8(18), 9(15)

10(4)

7(266), 8(26),

9(14), 10(5)

à) á ) â)

�èñ. 17. ×àñòü ñìåøàííîé ñåòêè T (D) ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ (à), óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò ñåòêè T (D) äî (á ) è
ïîñëå (â) ïåðåñòðîåíèÿ
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Ìåòîä �àðèìåëëà ïîêàçûâàåò íåñêîëüêî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì 1

(ñì. òàáëèöó 1). Êàê â ïåðâîì, òàê è âî âòîðîì ñëó÷àå ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè ïðåâûñèë äî-

ïóñòèìóþ âåëè÷èíó 0.8. Ñåòêà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 2, ñîõðàíèëà óãëîâûå õà-

ðàêòåðèñòèêè è ñêîøåííîñòü íà ïðåæíåì óðîâíå, òàê êàê îò ýòèõ ìåð êà÷åñòâà çàâèñåë âûáîð

øàáëîíà ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷åéêè. Â ñëó÷àå åñëè ïàðàìåòðû ñêîøåííîñòè è óãëîâûõ õàðàêòåðè-

ñòèê ÿ÷ååê ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ÿâëÿëèñü íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè, èñõîäíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

ðàçáèâàëñÿ ïî ïåðåõîäíûì øàáëîíàì. Àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå óâåëè÷èëîñü â 2.4 ðàçà, ÷òî ñâÿ-
çàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì øàáëîíîâ ñîãëàñóþùåãî ïåðåñòðîåíèÿ. Òàê, øàáëîí, èçîáðàæåííûé íà

ðèñóíêå 3, á, âî âñåõ ñëó÷àÿõ óâåëè÷èâàåò ïàðàìåòð àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ è ñãëàæåííîñòè,

òàê êàê ïåðåñòðîåííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè èìåþò äâå ñòîðîíû, â òðè ðàçà ìåíüøèå, ÷åì ñòî-

ðîíà èñõîäíîé ÿ÷åéêè. Ïðèìåíåíèå øàáëîíîâ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà â îáëàñòÿõ ÿ÷ååê, èìåâøèõ

âåëè÷èíó ñêîøåííîñòè áîëåå 0.8 (ñì. ðèñ. 16, â), îáúÿñíÿåò âûñîêèå ïîêàçàòåëè àñïåêòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ è ñãëàæåííîñòè T (C) ïîñëå óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû âêëþ÷åíèé.

Òàáëèöà 2. Õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñòðîåííûõ ñåòîê T (C) è T (D).

Ìåðà Èñõîäíàÿ

ñåòêà T (D)
Ïåðåñòðîåííàÿ

ñåòêà T (D)
Ïåðåñòðîåííàÿ

ñåòêà T (C)

N 10431 40142 57016

M 12316 41990 56858

Θmax 159◦ 160◦ 162◦

Θmin 31◦ 18.8◦ 18◦

Qs 0.77 0.79 0.8

Qa 2.76 8.29 26

Qe 7.02 13.85 49.8

υ (÷èñëî ÿ÷ååê) > 7 7(28), 8(62) 7(171), 8(69), 9(2) 7(266), 8(26),

9(14), 10(5)

Íà ðèñóíêå 17, à ïðèâåäåíà ÷àñòü ïåðåñòðîåííîé ïî àëãîðèòìó 3 îáëàñòè ñ âêëþ÷åíèÿ-

ìè äëÿ ñìåøàííîé ñåòêè T (D), ñîäåðæàùåé òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè äëÿ âêëþ÷åíèé (ñì. ðèñ. 17,

á ). Êàê è â ñëó÷àå T (C), ïåðåñòðàèâàëèñü âñå ÿ÷åéêè, íàõîäÿùèåñÿ â îáëàñòÿõ ñ áîëåå âûñî-

êèì êîý��èöèåíòîì æåñòêîñòè ìàòåðèàëà. Ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ ñåòêà äëÿ âêëþ÷åíèé ñîäåðæèò

ÿ÷åéêè îáîèõ òèïîâ (ñì. ðèñ. 17, â). Õàðàêòåðèñòèêè ñìåøàííîé ñåòêè T (D) äî è ïîñëå ïåðå-

ñòðîåíèÿ ñâåäåíû â òàáëèöó 2.

Îòìåòèì íåêîòîðîå óõóäøåíèå ìèíèìàëüíîãî óãëà ñåòêè T (D), îáóñëîâëåííîå óòî÷íåíèåì
ãðàíèö âêëþ÷åíèé ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ, â òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå ïåðåõîäíûõ øàáëîíîâ

àëãîðèòìà 2 äëÿ T (C) è T (D) ïîçâîëèëî êîíòðîëèðîâàòü ñêîøåííîñòü ÿ÷ååê â ïðåäåëàõ

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Ñåòêà T (C) èìååò ïàðàìåòðû ñãëàæåííîñòè è àñïåêòíîãî ñîîòíîøåíèÿ çíà÷èòåëüíî âûøå,

÷åì T (D), òàê êàê äëÿ íåå ðåàëèçîâûâàëèñü øàáëîíû ïåðåñòðîåíèÿ ÿ÷ååê ïëîõîãî êà÷åñòâà

(ñì. ðèñ. 15, â). Êðîìå òîãî, ñìåøàííàÿ ñåòêà T (D) îáëàäàåò ëó÷øåé âàëåíòíîñòüþ, â íåé

îòñóòñòâóþò óçëû ñ ÷èñëîì ðåáåð υ = 10.
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå àëãîðèòìû ïåðåñòðîåíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ÷åòûðåõ-

óãîëüíûõ ñåòîê. Ïðåäëîæåíà ìîäè�èöèðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïåðåñòðîåíèÿ íà äå-

âÿòü ÿ÷ååê Øíåéäåðà (àëãîðèòì 1). �àçðàáîòàíû ìîäè�èöèðîâàííûå àëãîðèòìû ïåðåñòðîå-

íèÿ �àðèìåëëà (àëãîðèòì 2, àëãîðèòì 3), ïîçâîëÿþùèå ïåðåñòðàèâàòü ñìåøàííóþ ñåòêó è

ñîõðàíÿòü çíà÷åíèÿ óãëîâûõ õàðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòð ñêîøåííîñòè ÿ÷ååê ïîñëå ïåðåñòðîåíèÿ.

�àññìîòðåíû øàáëîíû ðàçáèåíèÿ ÿ÷ååê ïëîõîãî êà÷åñòâà ïðè ïåðåñòðîåíèè ñåòîê ñ îãðàíè÷å-

íèÿìè. Àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ìîäóëå ðàñ÷åòíûõ ñåòîê êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïðîãðàììíîãî

êîìïëåêñà FEStudio [10℄.
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A.S. Karavaev, S. P. Kopysov

A re�nement of unstru
tured quadrilateral and mixed meshes

Keywords: unstru
tured meshes, mixed meshes, meshes re�nement, re�nement templates, geometry adaptive

meshes.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 65M50, 65M60

This paper studies the re�nement of unstru
tured quadrilateral and mixed meshes. We propose the variations

for the de�nition of re�nement templates �in nine 
ells� for the 
ase if there is an unstru
tured quadrilateral

mesh, whi
h ensures 
ell's 
onvexity of the result mesh. To 
ontrol the maximum permissible mesh angle,

we use the templates of re�ning the 
ells of bad quality. In addition, this paper presents a new unstru
tured

mixed mesh re�nement algorithm; also, we give several demonstration examples of the algorithm that show

the 
onsiderable improvement of mesh quality, as 
ompared with the well-known methods.



78 À.Ñ. Êàðàâàåâ, Ñ.Ï. Êîïûñîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

REFERENCES

1. Kopysov S.P., Novikov A.K. Domain de
omposition for parallel adaptive �nite element algorithm,

Vestn. Udmurt. Univ. Mat. Mekh. Komp'yut. Nauki, 2010, no. 3, pp. 141�154.

2. Kopysov S.P., Novikov A.K. Parallel algorithms of adaptive re�nement and partitioning of unstru
tured

grids, Matemati
heskoe Modelirovanie, 2002, vol. 14, no. 9, pp. 91�96.

3. Kopysov S.P., Novikov A.K. The review of re�nement of triangular meshes, Tr. Mat. Tsentra im. N. I.

Loba
hevskogo, �Chislennye metody resheniya lineinykh i nelineinykh kraevykh zada
h� (Numeri
al methods

for solving linear and nonlinear boundary value problems), vol. 20, Kazan, 2003, pp. 170�180.

4. S
hneiders R. Re�ning quadrilateral and hexahedral element meshes, 5th International Conferen
e on

Grid Generation in Computational Field Simulations, 1996, pp. 679�688.

5. Garimella R. Conformal re�nement of unstru
tured quadrilateral meshes, 18th International Meshing

Roundtable, Springer-Verlag, 2009, pp. 31�44.

6. Ebeida M.S., Patney A., Owens J.D., Mestreau E. Isotropi
 
onforming re�nement of quadrilateral

and hexahedral meshes using two-re�nement templates, International Journal for Numeri
al Methods in

Engineering, 2011, pp. 974�985.

7. Knupp P. Algebrai
 mesh quality metri
s, SIAM J. S
i. Comput., 2001, vol. 23, no. 1, pp. 193�218.

8. Karavaev A.S., Kopysov S.P., Ponomarev A.B. Algorithms for 
onstru
tion and re�nement of unstru
-

tured quadrangle meshes on multi
onne
ted domain, Computational Continuum Me
hani
s, 2012, vol. 5,

no. 2, pp. 144�150.

9. Joe B. Re�nement of quadrilateral meshes, Te
hni
al Report ZCS2008-05. http://members.shaw.
a/

bjoe/te
hrep/z
s08-05.pdf

10. Kopysov S.P., Novikov A.K., Ponomarev A.B., Ry
hkov V.N., Sagdeeva Yu.A. A program environment

for 
onstru
tion of 
omputational models for parallel distributed 
omputing, Informatsionnye Tekhnologii,

2008, no. 3, pp. 75�82.

Re
eived 25.10.2013

KaravaevAleksandr Sergeevi
h, Post-graduate student, Institute of the Me
hani
s, Ural Bran
h of the Russian

A
ademy of S
ien
es, ul. T. Baramzinoi, 34, Izhevsk, 426067, Russia.

E-mail: karavaev-alexander�yandex.ru

Kopysov Sergei Petrovi
h, Do
tor of Physi
s and Mathemati
s, Professor, Institute of the Me
hani
s, Ural

Bran
h of the Russian A
ademy of S
ien
es, ul. T. Baramzinoi, 34, Izhevsk, 426067, Russia.

E-mail: s.kopysov�gmail.
om


