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�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâà

ðàâíîìåðíûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà, ïðîâåäåííîå

â ìîíîãðà�èè Á.Ï. Äåìèäîâè÷à ¾Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè¿, ñîäåðæèò ïðîáåë.

Ïðèâåäåíî êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, çàìêíóòîñòü.

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

ìíîæåñòâà ðàâíîìåðíûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. Òðàäèöèîííî ýòî ñâîéñòâî äîêàçûâà-

åòñÿ êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Áîõíåðà (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 24�27℄) î íîðìàëüíîñòè ïî÷òè ïåðè-

îäè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ñîäåð-

æèòñÿ, ïî-âèäèìîìó, òîëüêî â ìîíîãðà�èè Á.Ï. Äåìèäîâè÷à [2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî,

÷òî äîêàçàòåëüñòâî â [2℄ ñîäåðæèò ïðîáåë, è ïðèâåäåíî êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî. Åãî èçëî-

æåíèå â îñíîâíîì ñëåäóåò ðàññóæäåíèÿì À.Ñ. Áåçèêîâè÷à [3℄. Ïðè ýòîì íàìè èñïîëüçîâàíû

áîëåå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ è âîññòàíîâëåíû �ðàãìåíòû äîêàçàòåëüñòâà, îïóùåííûå â [3℄.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé [1, 2℄.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëîâîå ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì íà äåéñòâè-

òåëüíîé îñè −∞ < x < +∞, åñëè ñóùåñòâóåò l > 0 òàêîå, ÷òî êàæäûé ïîëóèíòåðâàë

a 6 x < a+ l äëèíû l ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Êàæäîå òàêîå ÷èñëî l
íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ε > 0. ×èñëî τ ∈ R íàçûâàåòñÿ ε-ïî÷òè ïåðèîäîì �óíêöèè f : R →
→ R, åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
x∈R

|f(x+ τ)− f(x)| 6 ε.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäîâ äëÿ

îäíîé è òîé æå �óíêöèè.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè τ åñòü ε-ïî÷òè ïåðèîä �óíêöèè f(·), òî τ åñòü ε′-ïî÷òè ïåðèîä �óíê-

öèè f(·) äëÿ ëþáîãî ε′ > ε.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè τ åñòü ε-ïî÷òè ïåðèîä �óíêöèè f(·), òî −τ åñòü òàêæå ε-ïî÷òè
ïåðèîä ýòîé �óíêöèè.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè τ1 åñòü ε1-ïî÷òè ïåðèîä �óíêöèè f(·) è τ2 åñòü ε2-ïî÷òè ïåðèîä �óíê-
öèè f(·), òî τ1 ± τ2 åñòü ε1 + ε2-ïî÷òè ïåðèîäû �óíêöèè f(·).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f(·) ÷åðåç E{ε, f}. Èòàê,

E{ε, f} .
= {τ ∈ R| sup

x∈R

|f(x+ τ)− f(x)| 6 ε}.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå E{ε′, f} ⊃ E{ε, f} ïðè âñåõ ε′ > ε;
ñâîéñòâî 2: åñëè τ ∈ E{ε, f}, òî −τ ∈ E{ε, f};
ñâîéñòâî 3: åñëè τ1 ∈ E{ε1, f}, τ2 ∈ E{ε2, f}, òî τ1 ± τ2 ∈ E{ε1 + ε2, f}.
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Îïðåäåëåíèå 3. Íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

â ñìûñëå Áîðà (ðàâíîìåðíîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé), åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìíîæå-
ñòâî E{ε, f} îòíîñèòåëüíî ïëîòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(ε, f) èíòåðâàë âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâà E{ε, f}.

Ïðèìåð 1. Íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f : R → R ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷å-

ñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëî T > 0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì �óíêöèè f(·), òî ïðè êàæäîì ε > 0
ìíîæåñòâî E{ε, f} ñîäåðæèò â ñåáå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî {kT | k ∈ Z} è ïî ýòîé

ïðè÷èíå ñàìî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì. Çäåñü ìîæíî âûáðàòü l(ε, f) = T .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü fj : R → R � íåïðåðûâíûå ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè, Tj > 0 � èõ ïåðè-

îäû (j = 1, 2). Åñëè ÷èñëà T1 è T2 ðàöèîíàëüíî çàâèñèìû (ñîèçìåðèìû), òî åñòü α1T1 = α2T2

ïðè íåêîòîðûõ α1 = m1/n1, α2 = m2/n2 ∈ Q, òî �óíêöèÿ f(·) .
= f1(·) + f2(·) ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðèîäè÷åñêîé. Â êà÷åñòâå ïåðèîäà �óíêöèè f(·) ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî T = m1n2T1 = m2n1T2,

ÿâëÿþùååñÿ îáùèì ïåðèîäîì �óíêöèé f1(·) è f2(·). Åñëè æå ÷èñëà T1 è T2 ðàöèîíàëüíî íåçà-

âèñèìû (íåñîèçìåðèìû), òî îáùåãî ïåðèîäà �óíêöèé f1(·) è f2(·) íå ñóùåñòâóåò è �óíêöèÿ f(·)
íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîêàæåì, ÷òî f(·) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ. Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâ-

íûå ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè f1(·) è f2(·) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà R. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå

ε > 0 è, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, íàéäåì òàêîå ÷èñëî δ > 0,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ R, |x1 − x2| < δ, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |fj(x1)− fj(x2)| < ε/2,
j = 1, 2. Â ñèëó òåîðåìû Êðîíåêåðà [1, ñ. 106℄ äëÿ âûáðàííîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå L > 0,
÷òî íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [a, a+L) ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàéäåòñÿ τ , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: ïðè íåêîòîðûõ k1, k2 ∈ Z âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |τ − kjTj| < δ, j = 1, 2. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî x ∈ R

|f(x+ τ)− f(x)| 6 |f1(x+ τ)− f1(x+ k1T1)|+ |f1(x+ k1T1)− f1(x)|+

+ |f2(x+ τ)− f2(x+ k2T2)|+ |f2(x+ k2T2)− f2(x)| =
= |f1(x+ τ)− f1(x+ k1T1)|+ |f2(x+ τ)− f2(x+ k2T2)| < ε/2 + ε/2 = ε.

Èòàê, ìíîæåñòâî E(ε, f) îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R ïðè êàæäîì ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ
f(·) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2, ñ. 369�370℄.

Òåîðåìà 1. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f(·) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
÷èñëî δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî èíòåðâàë (−δ, δ) öåëèêîì ëåæèò âî ìíîæåñòâå E{ε, f}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f(·)� ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2
èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x2 − x1| < δ, âûïîëíåíî
|f(x2)− f(x1)| < ε.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå δ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî τ ∈ (−δ, δ)
è âñåõ x ∈ R èìååì íåðàâåíñòâî |f(x + τ) − f(x)| < ε, ïîýòîìó supx∈R |f(x + τ) − f(x)| 6 ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, τ ∈ E{ε, f}, è (−δ, δ) ⊂ E{ε, f}, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìíîæåñòâî ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

�óíêöèè f(·) ñîäåðæèò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïîëóèíòåðâàëîâ �èêñèðîâàííîé

äëèíû η0 = η0(ε), òî åñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî L = L(ε) òàêîå, ÷òî íà ëþáîì ïîëóèíòåðâàëå

[a, a+L) èìååòñÿ ïîëóèíòåðâàë [α,α+η0), âñå òî÷êè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ε-ïî÷òè ïåðèîäàìè
�óíêöèè f(·).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîëîæèì η0 = δ (ε/2), ãäå δ îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(·). Âûáåðåì L = η0 + l (ε/2, f).

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîëóèíòåðâàë [a, a + L). Èç îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε/2-ïî÷òè ïåðèîä τ �óíêöèè f(·), ïðèíàäëåæàùèé ïîëóèíòåðâàëó[
a+ η0

2 , a+ L− η0
2

)
äëèíû L − η0 = l (ε/2, f). Çàìåòèì, ÷òî

[
τ − η0

2 , τ + η0
2

)
⊂ [a, a + L). Îò-

ñþäà ïðè ëþáîì ξ ∈
[
τ − η0

2 , τ + η0
2

)
, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî |ξ − τ | < η0 = δ(ε/2), ïîëó÷èì

|f(x+ ξ)− f(x)| 6 |f(x+ ξ)− f(x+ τ)|+ |f(x+ τ)− f(x)| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Èòàê, ïîëóèíòåðâàë [α,α+ η0), ãäå α = τ − η0
2 , öåëèêîì ñîñòîèò èç ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè

f(·). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü f(·) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà äëÿ äëÿ êàæäîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîå η0 = η0(ε), ÷òî ïðè âñÿêîì 0 < η 6 η0 ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå

ìíîæåñòâî ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f(·), ÿâëÿþùèõñÿ öåëûìè êðàòíûìè ÷èñëà η.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0, ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 2, íàéäåì ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ÷èñëî η0. Ïóñòü L > 0 òàêîâî, ÷òî âñÿêèé ïîëóèíòåðâàë [a, a+ L) ñîäåðæèò ïîëóèí-
òåðâàë [α,α+η0), ñîñòîÿùèé èç ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèè f(·). Âîçüìåì ëþáîå η ∈ (0, η0]. Òàê
êàê äëèíà ïîëóèíòåðâàëà [α,α+ η0) íå ìåíüøå η, òî â íåì ñîäåðæèòñÿ öåëîå êðàòíîå ÷èñëà η.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Â ìîíîãðà�èè Á.Ï. Äåìèäîâè÷à [2℄ ñ�îðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1 (ñì. [2, 
. 371�372℄). Äëÿ äâóõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ïðè ëþáîì ε > 0
ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî èõ îáùèõ ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî â [2℄ ýòà ëåììà äîêàçàíà íåòî÷íî. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì �óíêöèè

f(x) = sinx, g(x) = sin
(√

2x
)
.

Ôóíêöèè f(·) è g(·) ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäàìè T1 = 2π è T2 =
√
2π ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

(ñì. ïðèìåð 1) ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè, è ïîýòîìó äëÿ íèõ äîêàçàòåëü-

ñòâî ëåììû, ïðèâåäåííîå â [2℄, äîëæíî áûòü êîððåêòíûì. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî íå òàê.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü δ1 = δf (ε/2), δ2 = δg(ε/2) � ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå ðàâ-

íîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé f(·), g(·). Íàéäåì èõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ R èìååì íåðàâåíñòâà

| sinx1 − sinx2| = 2

∣∣∣∣sin
(
x1 − x2

2

)∣∣∣∣
∣∣∣∣cos

(
x1 + x2

2

)∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣sin
(
x1 − x2

2

)∣∣∣∣ 6 |x1 − x2|,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî |x1 − x2| < δ âëå÷åò çà ñîáîé íåðàâåíñòâî | sinx1 − sinx2| < ε â ñëó÷àå

δ 6 ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü δf (ε) = ε, è δ1 = ε/2.

Àíàëîãè÷íî, ∣∣∣sin
(√

2x1

)
− sin

(√
2x2

)∣∣∣ 6
√
2|x1 − x2|,

ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü δg(ε) =
√
2ε/2, è δ2 =

√
2ε/4.

Ïîëîæèì η = min{δ1, δ2} =
√
2ε/4. Â ñèëó ñëåäñòâèé 2 è 3 ñóùåñòâóþò ÷èñëà

L1 = δ1 + l(ε/2, f) = δ1 + T1 = ε/2 + 2π, L2 = δ2 + l(ε/2, g) = δ2 + T2 =
√
2ε/4 +

√
2π

òàêèå, ÷òî êàæäûé èç ïîëóèíòåðâàëîâ [a, a+ L1) è [a, a+ L2) ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèå ε/2-
ïî÷òè ïåðèîäû �óíêöèé f(·) è g(·), êðàòíûå ÷èñëó η. Âîçüìåì L = max{L1, L2} = ε/2 +
2π. Òîãäà íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [a, a + L) íàéäåòñÿ ïàðà ε/2-ïî÷òè ïåðèîäîâ τf (a) = n′η
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è τg(a) = n′′η, ãäå n′, n′′
� öåëûå ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî |τf (a) − τg(a)| 6 L. Íàéäåì ýòè ïî÷òè

ïåðèîäû.

1) �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = sinx. Íà ïðîèçâîëüíîì ïîëóèíòåðâàëå [a, a + L) ÷èñëîâîé
ïðÿìîé ñîäåðæèòñÿ ïåðèîä Tf (a) = 2kπ ýòîé �óíêöèè. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

a 6 2kπ < a+ 2π + ε/2,

ïîýòîìó

a

2π
6 k <

a

2π
+ 1 +

ε

4π
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü k =
[
a/(2π)

]
+ 1. Çàìåòèì, ÷òî Tf (a) ∈ [a + η/2, a + L − η/2)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
Âñÿêàÿ òî÷êà ïîëóèíòåðâàëà

[
Tf (a)− η/2, Tf (a) + η/2

)
ÿâëÿåòñÿ ε/2-ïî÷òè ïåðèîäîì �óíê-

öèè f(·) (ñëåäñòâèå 1), à ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ýòîò ïîëóèíòåðâàë ñîäåðæèòñÿ â [a, a+L).
Òîãäà íàéäåòñÿ n′ ∈ Z òàêîå, ÷òî n′η ∈

[
Tf (a) − η/2, Tf (a) + η/2

)
⊂ [a, a + L), ïðè÷åì n′η �

ε/2-ïî÷òè ïåðèîä �óíêöèè f(·). Èòàê,
Tf (a)− η/2 6 n′η < Tf (a) + η/2,

Tf (a)/η − 1/2 6 n′ < Tf (a)/η + 1/2,

òîãäà ìîæíî âûáðàòü

n′ =

[
Tf (a)

η
− 1

2

]
=

[
4
√
2πk

ε
− 1

2

]
=



4
√
2π

([
a/(2π)

]
+ 1

)

ε
− 1

2


 .

2) Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàÿ �óíêöèþ g(x) = sin
(√

2x
)
, ïîëó÷èì

n′′ =



4π

([√
2a/(2π)

]
+ 1

)

ε
− 1

2


 .

Òàê êàê τf (a) − τg(a) = (n′ − n′′)η = nη, ãäå n � öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì |nη| 6 L, òî n ìîæåò

ïðèíèìàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé; ïóñòü ýòî áóäóò âåëè÷èíû n1η, n2η, . . . , npη, è ïóñòü
¾ïðåäñòàâèòåëÿìè¿ èõ ÿâëÿþòñÿ ïàðû ε/2-ïî÷òè ïåðèîäîâ

(
τ
(1)
f (a), τ (1)g (a)

)
,
(
τ
(2)
f (a), τ (2)g (a)

)
, . . . ,

(
τ
(p)
f (a), τ (p)g (a)

)
,

òî åñòü τ
(s)
f (a)− τ

(s)
g (a) = nsη, s = 1, . . . , p.

Ïîëîæèì max
s=1,...,p

|τ (s)f (a)| = T . Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ïîëóèíòåðâàë äëèíû L̃ = L + 2T

ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí îáùèé ε-ïî÷òè ïåðèîä τ �óíêöèé f(·) è g(·).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü [a, a + L + 2T ) åñòü ïðîèçâîëüíûé ïîëóèíòåðâàë äëèíû L̃. Âîçüìåì

íà ïîëóèíòåðâàëå [a+ T, a+ L+ T ) äëèíû L äâà ε/2-ïî÷òè ïåðèîäà τf (a) = n′η è τg(a) = n′′η,
è ïóñòü

τf (a)− τg(a) = nsη = τ
(s)
f (a)− τ (s)g (a).

Âûáåðåì

τ = τf (a)− τ
(s)
f (a) = τg(a)− τ (s)g (a).

Òàê êàê τf (a) ∈ [a + T, a + L + T ] è |τ (s)f (a)| 6 T , òî τ ∈ [a, a + L + 2T ]. ×èñëî τ ÿâëÿåòñÿ

îáùèì ε-ïî÷òè ïåðèîäîì �óíêöèé f(·) è g(·), è îíî ñîäåðæèòñÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [a, a+ L̃).
Íî âåëè÷èíà T çàâèñèò îò âûáîðà a è ïðè ñòðåìëåíèè a ê +∞ ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà îáùèõ ε-ïî÷òè ïåðèîäîâ �óíêöèé f(·) è g(·) â [2℄
íå óñòàíîâëåíà.

Ïðèâåäåì ïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Èçëîæåíèå â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóåò ðàñ-

ñóæäåíèÿì À.Ñ. Áåçèêîâè÷à [3℄. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì îäíî îïðåäåëåíèå è äîêàæåì äâà

óòâåðæäåíèÿ.



Ê ñâîéñòâó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé 17

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 4

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ε > 0, M ⊂ R � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. ε-îêðåñòíîñòüþ M
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Oε(M)

.
=

{
x = x1 + x2|x1 ∈ M, x2 ∈ (−ε, ε)

}
.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü f(·) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ ε1 < ε2 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî Oδ

(
E{ε1, f}

)
⊂ E{ε2, f}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ëþáûå 0 < ε1 < ε2. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(·), íàéäåì ÷èñëî δ = δ(ε2 − ε1). Ïóñòü z ∈ Oδ

(
E{ε1, f}

)
. Òîãäà

z = τ1 + τ2, ãäå τ1 ∈ E{ε1, f}, τ2 ∈ (−δ, δ). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 èíòåðâàë (−δ, δ) ñîäåðæèòñÿ âî

ìíîæåñòâå E{ε2 − ε1, f}, ïîýòîìó τ2 ∈ E{ε2 − ε1, f}. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 3 ïî÷òè ïåðèîäîâ,

ïîëó÷àåì

z = τ1 + τ2 ∈ E{ε1 + ε2 − ε1, f} = E{ε2, f}.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ε > 0, δ > 0 � ïðîèçâîëüíû, f1(·), f2(·) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå

�óíêöèè. Òîãäà ìíîæåñòâî E{ε, f1} ∩Oδ

(
E{ε, f2}

)
îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ëþáûå ε > 0, δ > 0 è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà E{ε/2, f1}
è E{ε/2, f2}. Ïóñòü ÷èñëî l > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì l > l(ε/2, f1), l > l(ε/2, f2) è l = kδ,
ãäå k ∈ N. Òîãäà êàæäûé ïîëóèíòåðâàë [a, a+ l) ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñîäåðæèò ε/2-ïî÷òè ïåðèîäû
�óíêöèé f1(·) è f2(·). �àçîáüåì âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ïîëóèíòåðâàëû In

.
= [(n−1)l, nl), ãäå

n ∈ Z. Êàæäûé òàêîé ïîëóèíòåðâàë ñîäåðæèò ÷èñëà τ
(n)
k ∈ E{ε/2, fk}, k = 1, 2. Îòìåòèì, ÷òî

−l < τ
(n)
1 − τ

(n)
2 < l.

Îáîçíà÷èì Ji
.
=

[
(i− 1)δ, iδ

)
, i = −k + 1,−k + 2, . . . , k. Òîãäà

τ
(n)
1 − τ

(n)
2 ∈ (−l, l) ⊂ [−l, l) =

k⋃

i=−k+1

Ji.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî n ∈ Z íàéäåòñÿ in ∈ {−k + 1, . . . , k} òàêîå, ÷òî τ
(n)
1 − τ

(n)
2 ∈ Jin .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå n0 ∈ N, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ Z íàéäåòñÿ n′ ∈ Z, −n0 6 n′ 6 n0,

äëÿ êîòîðîãî in′ = in. Ýòîò �ðàãìåíò äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâóåò â [3℄.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Nj
.
= {n ∈ Z| in = j}, j = −k + 1,−k + 2, . . . , k.

Ïîëîæèì

αj =

{
0, åñëè Nj = ∅,

min{|n| : n ∈ Nj}, åñëè Nj 6= ∅,

è ïóñòü n0
.
= max{αj | j = −k + 1,−k + 2, . . . , k}.

Åñëè ìíîæåñòâî Nj ïóñòî, òî íè ïðè êàêîì n ∈ Z ðàçíîñòü τ
(n)
1 − τ

(n)
2 íå ïðèíàäëåæèò

ïîëóèíòåðâàëó Jj .
Åñëè æå Nj íåïóñòî, òî ñóùåñòâóåò n′ ∈ Z, −n0 6 n′ 6 n0, òàêîå, ÷òî n′ ∈ Nj .

Èòàê, âûáðàííîå n0 îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî n ∈ Z íàéäåòñÿ n′ ∈
Z, −n0 6 n′ 6 n0, òàêîå, ÷òî ðàçíîñòè τ

(n)
1 − τ

(n)
2 è τ

(n′)
1 − τ

(n′)
2 ëåæàò â îäíîì è òîì æå

ïîëóèíòåðâàëå Ji äëèíû δ. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò ϑ ∈ (−1, 1) òàêîå, ÷òî τ
(n)
1 − τ

(n)
2 = τ

(n′)
1 −

τ
(n′)
2 + ϑδ. Ñëåäîâàòåëüíî,

τ
(n)
1 − τ

(n′)
1 = τ

(n)
2 − τ

(n′)
2 + ϑδ.

Òàê êàê τ
(n)
j , τ

(n′)
j ∈ E{ε/2, fj}, òî ïî ñâîéñòâó 3 ïî÷òè ïåðèîäîâ ïîëó÷àåì, ÷òî

τ
(n)
j − τ

(n′)
j ∈ E{ε, fj}, j = 1, 2.
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Äàëåå, |ϑδ| < δ, ïîýòîìó

τ
(n)
2 − τ

(n′)
2 + ϑδ ∈ Oδ

(
E{ε, f2}

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà Tn
.
= τ

(n)
1 − τ

(n′)
1 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó E{ε, f1}∩Oδ

(
E{ε, f2}

)
ïðè

êàæäîì n ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {Tn}n∈Z îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R. Ýòîò �ðàãìåíò äîêàçàòåëüñòâà
îòñóòñòâóåò â [3℄. Äåéñòâèòåëüíî,

1) τ
(n)
1 ∈ In, τ

(n+1)
1 ∈ In+1, ïîýòîìó 0 < τ

(n+1)
1 − τ

(n)
1 6 2l;

2) τ
(n′)
1 ∈ In′

, ïîýòîìó |τ (n
′)

1 | 6 |n′|l 6 n0l;

3) τ
((n+1)′)
1 ∈ I(n+1)′ , ïîýòîìó |τ ((n+1)′)

1 | 6 |(n + 1)′|l 6 n0l.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî n ∈ Z

|Tn+1 − Tn| = |τ (n+1)
1 − τ

((n+1)′)
1 − τ

(n)
1 + τ

(n′)
1 | 6

6 |τ (n+1)
1 − τ

(n)
1 |+ |τ (n

′)
1 |+ |τ ((n+1)′)

1 | 6 2l + 2n0l.

Èòàê, ìíîæåñòâî E{ε, f1} ∩Oδ

(
E{ε, f2}

)
ñîäåðæèò â ñåáå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî

{Tn}n∈Z è ïîýòîìó ñàìî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáûõ äâóõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé f1(·), f2(·)
ìíîæåñòâî E{ε, f1} ∩ E{ε, f2} îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå 0 < ε1 < ε. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò

δ > 0 òàêîå, ÷òî Oδ

(
E{ε1, f1}

)
⊂ E{ε, f1}. Îáîçíà÷èì G = E{ε1, f2} ∩Oδ

(
E{ε1, f1}

)
. Òîãäà

G ⊂ E{ε1, f2} ∩ E{ε, f1} ⊂ E{ε, f2} ∩ E{ε, f1}.

Ïî óòâåðæäåíèþ 2 ìíîæåñòâî G îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R. Ñëåäîâàòåëüíî, è E{ε, f2}∩E{ε, f1}
îòíîñèòåëüíî ïëîòíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 1. Ëåììà 1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 4. Ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé çàìêíóòî îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(·), g(·) � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè. Äëÿ êàæäîãî ε > 0
è ëþáîãî τ ∈ E{ε/2, f} ∩ E{ε/2, g} ïðè âñåõ x ∈ R èìååì íåðàâåíñòâà

∣∣∣
(
f(x+ τ) + g(x + τ)

)
−

(
f(x) + g(x)

)∣∣∣ 6
∣∣f(x+ τ)− f(x)

∣∣+
∣∣g(x+ τ)− g(x)

∣∣ 6 ε/2 + ε/2 = ε,

è ïîýòîìó E{ε, f + g} ñîäåðæèò â ñåáå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî E{ε/2, f} ∩E{ε/2, g}.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
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We study the property of the 
losedness of the set of uniformly almost periodi
 fun
tions with respe
t to the

operation of addition. It is shown that the proof of this property found in the monograph by B.P. Demidovi
h
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tures on the mathemati
al theory of stability� is not quite 
orre
t. A valid proof is given.
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