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О ДВИЖЕНИИ ДИНАМИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОГО СПУТНИКА В ОДНОМ

СЛУЧАЕ КРАТНОГО ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО РЕЗОНАНСА

Исследуются движения динамически симметричного спутника (твердого тела) относительно центра

масс в центральном ньютоновском гравитационном поле на слабоэллиптической орбите в окрестно-

сти его стационарного вращения (цилиндрической прецессии). Рассматриваются значения парамет-

ров, для которых в предельном случае круговой орбиты одна из частот малых линейных колебаний

равна единице, а другая нулю, и ранг матрицы коэффициентов линеаризованных уравнений возму-

щенного движения равен двум, а также малая окрестность этой резонансной точки в трехмерном

пространстве параметров. Построены резонансные периодические движения спутника, аналитиче-

ские по дробным степеням малого параметра (эксцентриситета орбиты центра масс спутника), про-

веден строгий нелинейный анализ их устойчивости. Методами КАМ-теории описаны двух- и трех-

частотные условно-периодические движения спутника, с частотами разного порядка по малому па-

раметру. Обсуждается ряд общетеоретических вопросов, касающихся рассматриваемого кратного

параметрического резонанса в близких к автономным, периодических по времени гамильтоновых

системах с двумя степенями свободы. Построено несколько качественно различных вариантов обла-

стей параметрического резонанса. Показано, что в общем случае характер нелинейных резонансных

колебаний системы определяется системой первого приближения по малому параметру.
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Введение

Рассматриваются движения 2π-периодической по времени гамильтоновой системы

с двумя степенями свободы, описываемой гамильтонианом H(qj, pj, t;α, β, ε), где qj , pj
(j = 1, 2) — канонически сопряженные координаты и импульсы, ε — малый параметр

(0 < ε ≪ 1), при нулевом значении которого система автономна, а α и β — параметры,

меняющиеся в некотором диапазоне.

Пусть начало координат qj = pj = 0 (j = 1, 2) фазового пространства — положение

равновесия системы, устойчивое в линейном приближении при ε = 0 в некоторой области

в плоскости параметров α, β. Пусть, кроме того, в некоторой точке (α∗, β∗), принадлежащей

границе области, для частот малых линейных колебаний системы в окрестности этого рав-

новесия имеем ω1 = 1 и ω2 = 0, то есть в системе реализуется кратный параметрический

резонанс. Ставится задача об исследовании характера нелинейных резонансных колебаний

рассматриваемой неавтономной (ε 6= 0) системы вблизи ее тривиального равновесия для

значений параметров из малой окрестности резонансной точки ε = 0, α = α∗, β = β∗
трехмерного пространства параметров.

Существуют два качественно различных случая описанного кратного резонанса, для ко-

торых ранг матрицы A коэффициентов линеаризованных (при ε = 0) уравнений возмущен-

ного движения равен трем или двум. Первый из этих случаев, чаще встречающийся в при-

ложениях, рассмотрен в статье [1] в более общей постановке, когда одна из частот целая

или полуцелая, а другая равна нулю; решен вопрос о существовании, числе и устойчивости

(в линейном приближении) резонансных периодических движений системы, аналитических

по дробным или целым степеням малого параметра.

https://doi.org/10.35634/vm240408
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В данной работе рассмотрен случай rankA = 2. Он существенно сложнее для иссле-

дования ввиду большого числа параметров (коэффициентов нормальной формы гамильто-

ниана возмущенного движения). В конкретных задачах эти коэффициенты зависят только

от параметров, характеризующих отклонение значений α и β от их резонансных значений,

и исследование может быть проведено в достаточно полном объеме.

В первой части работы изучены нелинейные колебания при резонансе ω1 = 1, ω2 = 0
в случае rankA = 2 динамически симметричного спутника (твердого тела) относительно

центра масс в центральном ньютоновском гравитационном поле на слабоэллиптичекской

орбите в окрестности его стационарного вращения (цилиндрической прецессии). Построе-

ны резонансные периодические движения спутника, аналитические по дробным степеням

малого параметра (эксцентриситета орбиты центра масс спутника), проведен линейный

и нелинейный анализ их устойчивости. Методами КАМ-теории описаны двух- и трехча-

стотные условно-периодические движения спутника, с частотами разных порядков по ма-

лому параметру. Во второй части обсуждаются некоторые общетеоретические вопросы,

касающиеся исследуемого резонанса.

Стационарные вращения динамически симметричного спутника на круговой орбите по-

дробно описаны в монографии [2]. В статье [3] показано существование цилиндрической

прецессии спутника на эллиптической орбите. Устойчивость цилиндрической прецессии

спутника на круговой и эллиптической орбитах изучалась в работах [4–12], а периодиче-

ские движения в ее окрестности построены в работах [10, 13–15] и др.

В статье [16] впервые дана классификация случаев кратного параметрического резонан-

са в близких к автономным, 2π-периодических по времени линейных гамильтоновых систе-

мах с двумя степенями свободы и описана техника построения областей параметрического

резонанса. В недавних статьях [1, 17, 18] и др. (более подробную библиографию см. в [18])

построена теория нелинейных колебаний близких к автономным, нелинейных гамильтоно-

вых систем с двумя степенями свободы для различных случаев кратного параметрического

резонанса.

§ 1. Постановка задачи. Преобразование гамильтониана

Рассмотрим движение динамически симметричного спутника (твердого тела) относи-

тельно центра масс в центральном ньютоновском гравитационном поле на слабоэллипти-

ческой орбите с эксцентриситетом e (0 < e ≪ 1). Ориентацию главных центральных осей

инерции спутника в орбитальной системе координат будем задавать углами Эйлера ψ, θ, φ.

Пусть A и C — экваториальный и осевой моменты инерции спутника, ω0 — среднее движе-

ние его центра масс по орбите, r0 — проекция угловой скорости спутника в орбитальной

системе координат на ось его динамической симметрии, являющаяся константой. Введем

безразмерные параметры α = C/A (0 < α 6 2) и β = r0/ω0 и примем истинную анома-

лию ν за независимую переменную.

Уравнения движения приведенной системы с двумя степенями свободы, описывающие

движение оси симметрии спутника, могут быть записаны в гамильтоновой форме с га-

мильтонианом H(θ, ψ, pθ, pψ, ν;α, β, e), полученным в [12]. Эти уравнения допускают част-

ное решение θ = π/2, ψ = π, pθ = 0, pψ = 0, отвечающее стационарному вращению

спутника с угловой скоростью r0 вокруг оси его динамической симметрии, перпендикуляр-

ной плоскости орбиты (цилиндрической прецессии). Будем исследовать движения спутника

в окрестности этого движения. Зададим возмущения по формулам θ = π/2+ q1, ψ = π+ q2,
pθ = p1, pψ = p2 и запишем гамильтониан возмущенного движения в виде

H = H2 +H4 + . . . , H2 =
1

2
p21 + (αβ − 1)p2q1 +

1

2
p22 +

1

2
(α2β2 − αβ + 3α− 3)q21 +
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+ p1q2 +
1

2
αβq22 − e

[

2αβp2q1 −
(

3

2
(α− 1)− α2β2

)

q21 + p21 + p22

]

cos ν +

+
3

4
e2

[

αβ
(

1− αβ(1− cos 2ν)
)

q21 − αβq22 + (1 + cos 2ν)(p21 + p22) + 2αβ cos 2ν p2q1

]

+O(e3)

H4 =

(

− 5

24
αβ − 1

2
α+

1

2
+

1

3
α2β2

)

q41 −
1

6
p1q

3
2 +

1

4
q21αβq

2
2 +

(

5

6
αβ − 1

3

)

p2q
3
1 +

+
1

2
p22q

2
1+

1

2
p2q1q

2
2−

1

24
αβq42+e

[

−p22q21+
(

−2

3
α2β2− 1

2
(α−1)

)

q41 −
5

3
αβp2q

3
1

]

cos ν+O(e2).

В предельном случае e = 0 круговой орбиты центра масс спутника система автономна,

а уравнение частот малых колебаний линеаризованных уравнений возмущенного движения

для значений параметров α = 1, β = 1 имеет решение ω1 = 1, ω2 = 0, для которого ранг

матрицы коэффициентов линеаризованных уравнений равен 2. Указанная точка плоскости

параметров α, β является точкой пересечения двух границ αβ − 1 = 0, αβ + 3α − 4 = 0
областей устойчивости цилиндрической прецессии спутника на круговой орбите, на каждой

из которых одна из частот обращается в нуль [2].

В автономном случае в точке α = β = 1 имеем H2 = H20, H4 = H40, где

H20 =
1

2
(p21+p

2
2)+p1q2+

1

2
q22, H40 =

1

8
q41−

1

6
p1q

3
2+

1

4
q21q

2
2+

1

2
p2q

3
1+

1

2
p22q

2
1+

1

2
p2q1q

2
2−

1

24
q42.

Линейная унивалентная каноническая замена переменных вида [16] q1 = x2 − X1,

q2 = x1 −X2, p1 = X2, p2 = X1 приводит квадратичную форму H20 к нормальной фор-

ме H
(0)
2 := (x21 +X2

1 )/2. Последующее близкое к тождественному каноническое преобразо-

вание, полученное методом Депри–Хори [19], приводит форму H40 к виду

H
(0)
4 =

1

8
(x22 +X2

2 )
2. (1.1)

Нормализованный в точке точного резонанса гамильтониан H0 = H
(0)
2 + H

(0)
4 + . . .

автономной системы при достаточно малых xj , Xj (j = 1, 2) является положительно опре-

деленной функцией этих переменных, а так как H0 — первый интеграл, то тривиальное

равновесие системы устойчиво на основании теоремы Ляпунова об устойчивости. Ранее

этот результат получен другим путем в работе [11].

Рассмотрим неавтономный случай. Будем исследовать движения системы в малой

окрестности резонансной точки трехмерного пространства параметров, задаваемой соот-

ношениями α = 1 + eη1, β = 1 + eµ1 + e2µ2 + . . . , где ν1, µ1 и µ2 — константы.

Проведем в полном неавтономном гамильтониане две описанные выше замены пере-

менных и представим формы H2 и H4 в виде

H2 = H
(0)
2 + eH

(1)
2 + e2H

(2)
2 +O(e3), H4 = H

(0)
4 + eH

(1)
4 +O(e2).

Выполним далее преобразование поворота x1 = y1 cos ν + Y1 sin ν, X1 = −y1 sin ν +
+Y1 cos ν по первой паре переменных, оставляя неизменной вторую пару (x2 = y2,X2 = Y2).

В результате этого преобразования форма H
(0)
2 уничтожается, а форма H

(0)
4 сохраняет свой

вид с точностью до обозначений.

Проведем затем, вновь используя метод Депри–Хори, нормализацию преобразованной

квадратичной части гамильтониана возмущенного движения в слагаемых порядка e и e2,
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а также формы четвертой степени в слагаемых порядка e. Опуская подробности и не при-

водя в силу громоздкости явный вид нормализующей замены, выпишем, оставляя преж-

ние обозначения для переменных, полученные в результате преобразования формы второй

и четвертой степеней:

K2 = eK21 + e2K22 +O(e3), K4 = K40 + eK41 +O(e2), (1.2)

K21 =
3

4
η1(y

2
1 + Y 2

1 ) +
1

2
(4η1 + µ1)y

2
2 +

1

2
(η1 + µ1)Y

2
2 , K22 = − 3

16
η1(7η1 + 4µ1)(y

2
1 + Y 2

1 )−

− 3η1Y2y1 −
3

2
η1y2Y1 +

1

2
(µ2 − µ2

1 − η1µ1 − η21)Y
2
2 +

1

2
(µ2 + µ2

1 + 3η1µ1 − 8η21)y
2
2. (1.3)

K41 = − 3

16
η1(y

2
1+Y

2
1 )

2−3

8
η1(5y

2
2+3Y 2

2 )(y
2
1+Y

2
1 )+

1

24
(11µ1−η1)y42−

1

8
(η1+µ1)(2y

2
2+3Y 2

2 )Y
2
2 .

Здесь K40 — это форма (1.1), в которой сделана замена xj , Xj на yj, Yj (j = 1, 2). Слага-

емые O(e3) и O(e2) 2π-периодичны по ν.

§ 2. Области параметрического резонанса

Рассмотрим сначала линейную систему с гамильтонианом K2 из (1.2), (1.3). Соответ-

ствующее ей характеристическое уравнение представляется в виде

λ4 + aλ2 + b = 0. (2.1)

При выполнении условий a > 0, b > 0, d = a2 − 4b > 0 корни уравнения чисто мнимые,

и тривиальное равновесие линейной системы устойчиво. На границах областей устойчиво-

сти имеем b = 0, a > 0 (случай нулевой частоты) или d = 0, a > 0 (случай равных частот).

При переходе через эти границы могут возникнуть области неустойчивости (области пара-

метрического резонанса).

Главные части коэффициентов a, b и дискриминанта d таковы:

a′ =
e2

4
(2µ1 + 5η1)

2, b′ =
9e4

4
η21(µ1 + η1)(4η1 + µ1), d′ =

e4

16
(7η21 + 20η1µ1 + 4µ2

1)
2.

Отсюда следует, что при достаточно малых e при условии b′ < 0 в системе имеется область

параметрического резонанса, для которой

min(−4η1,−η1) < µ1 < max(−4η1,−η1).

Для граничных значений µ1 = −η1 и µ1 = −4η1 рассмотрим слагаемые порядка e5

в выражении для коэффициента b и найдем уточненные уравнения границ области пара-

метрического резонанса; получаем соответственно µ2 = η21 и µ2 = 4η21 .
В случае d′ = 0 имеем два бифуркационных значения

µ1 = µ±

1 (η1) =
1

2
(−5 ± 3

√
2) η1. (2.2)

Если µ1 = µ+
1 (η1), то квадратичная форма K21 имеет вид

K21 =
3

4
η1
[

y21 + Y 2
1 + (

√
2− 1)Y 2

2 + (1 +
√
2)y22

]

и является знакоопределенной, ее знак совпадает со знаком η1. В этом случае тривиальное

равновесие системы устойчиво, и область параметрического резонанса отсутствует.
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0

µ1

η1

Рис. 1. Области параметрического резонанса

При µ1 = µ−

1 (η1) квадратичная форма

K21 =
3

4
η1
[

y21 + Y 2
1 − (

√
2 + 1)Y 2

2 − (
√
2− 1)y22

]

знакопеременная, и характер устойчивости тривиального равновесия определяется ненуле-

выми слагаемыми дискриминанта d наименьшей (шестой) степени по e вида

d′′ =
9

64

[

128µ2
2 + 16(3

√
2− 4)η21µ2 + (12

√
2− 17)η21(19728 + 13968

√
2− η21)

]

η21e
6.

Условие неустойчивости d′′ < 0 задает интервал

−3
√
2

4

√

5
√
2 + 1 |η1|+

4− 3
√
2

16
η21 < µ2 <

3
√
2

4

√

5
√
2 + 1 |η1|+

4− 3
√
2

16
η21, (2.3)

определяющий вторую область параметрического резонанса.

Ранее уравнения границ областей параметрического резонанса в рассматриваемой зада-

че были получены в несколько другом виде в статье [16].

Общая картина устойчивости тривиального равновесия представлена в плоскости пара-

метров η1, µ1 (при фиксированном значении e) на рис. 1. Начало координат соответству-

ет случаю точного резонанса, области параметрического резонанса закрашены, области

устойчивости в линейном приближении оставлены незакрашенными. Пунктирной линией

на рис. 1 показана прямая µ1 = µ+
1 (η1).

В следующих разделах проводится исследование нелинейных резонансных колебаний

полной неавтономной системы в окрестности тривиального равновесия.

§ 3. Резонансные периодические движения

3.1. Положения равновесия модельной системы

Рассмотрим сначала случай, когда значения параметров η1 и µ1 лежат вне второй обла-

сти параметрического резонанса и ее малой окрестности, а также вне малой окрестности

прямой µ1 = µ+
1 (η1). Положим yj =

√
ezj , Yj =

√
eZj (j = 1, 2) и введем новую независи-

мую переменную τ = eν. Преобразованный гамильтониан запишется в виде

Γ(zj , Zj, τ) = Γ̂(zj , Zj) +O(e2), (3.1)

Γ̂(zj , Zj) = Γ(0) + eΓ(1), Γ(0) = Γ21 + Γ40, Γ(1) = Γ22 + Γ41. (3.2)
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В (3.2) слагаемые Γ21, Γ22, Γ40 и Γ41 — это формы K21, K22, K40 и K41 из (1.2), (1.3), в ко-

торых переменные yj, Yj заменены на zj , Zj (j = 1, 2). Главная (модельная) часть Γ̂(zj , Zj)
соответствует автономной системе, которую будем называть модельной. Слагаемое O(e2)
периодично по τ , с периодом 2πe.

Описанная модельная система может иметь до двух пар положений равновесия, от-

личных от тривиального. Приравнивая к нулю частные производные Γ̂(zj , Zj) по zj и Zj
(j = 1, 2), получим систему уравнений для равновесных значений этих переменных, из ко-

торой находим, что первая пара положений равновесия задается соотношениями

z1 = 2eZ20 +O(e2), Z2 = Z20 + e
µ2 + (µ1 + 2η1)(2µ1 + η1)

2(µ1 + η1)
Z20 +O(e2),

Z1 = z2 = 0, Z2
20 = −2(µ1 + η1), (3.3)

существует в области µ1+ η1 < 0 и при достаточно малых e устойчива в линейном прибли-

жении при η1 > 0 и неустойчива при η1 < 0.
Вторая пара положений равновесия задается соотношениями

Z1 = ez20 +O(e2), z2 = z20 − e
20η21 + 34η1µ1 + 8µ2

1 − 3µ2

6(4η1 + µ1)
z20 +O(e2),

z1 = Z2 = 0, z220 = −2(µ1 + 4η1), (3.4)

существует в области µ1 + 4η1 < 0 и при достаточно малых e устойчива в линейном при-

ближении при η1 < 0 и неустойчива при η1 > 0.
Таким образом, в первой (широкой) области параметрического резонанса на рис. 1 име-

ется одна пара устойчивых равновесий, а левее и ниже этой области — две пары, устойчивая

и неустойчивая. На границах области выписанные равновесные значения переменных обра-

щаются в нуль. На прямой η1 = 0 гамильтониан Γ̂(zj, Zj) зависит только от переменных z2
и Z2, их равновесные значения вычисляются по формулам из (3.3) и (3.4) при η1 = 0; далее

эти равновесия не рассматриваются.

В областях устойчивости частоты малых линейных колебаний модельной системы

в окрестности решений (3.3) и (3.4) определяются соответственно формулами

Ω1 =
3

2
η1
(

1 +
e

4
(5η1 + 8µ1)

)

+ O(e2), (3.5)

Ω2 =
√

6η1
√

|η1 + µ1|
(

1 +
e

2

(µ1 + 2ν1)
2 − µ2

|ν1 + µ1|

)

+O(e2)

и

Ω1 =
3

2
η1
(

1 +
e

4
(73η1 + 16µ1)

)

+O(e2), (3.6)

Ω2 =
√

6|η1|
√

|4η1 + µ1|
(

1− e

18

69µ2
1η1 + 8µ3

1 + 186ν21η1 + 188ν31 − 9η1µ2

|η1||4η1 + µ1|

)

+O(e2).

3.2. Периодические движения полной системы

Для значений параметров, лежащих внутри областей устойчивости (в линейном при-

ближении) или неустойчивости найденных равновесий модельной системы корни соответ-

ствующих характеристических уравнений имеют порядок единицы, а в полной преобразо-

ванной неавтономной системе с гамильтонианом (3.1) частота малого, периодического по τ
возмущения имеет порядок e−1. На основании теории периодических движений Пуанка-

ре, при достаточно малых e из каждого нетривиального равновесия модельной системы
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рождается единственное решение полной преобразованной системы, аналитическое по e
и периодическое по τ , с периодом 2πe. Эти решения соответствуют 2π-периодическим по ν
и аналитическим по дробным степеням e решениям исходной системы, задаваемым соот-

ношениями

q1 = −e1/2Z20(µ1 + η1 + 2) sin ν +O(e3/2), q2 = e1/2Z20[(µ1 + η1) cos ν − 1] +O(e3/2),

q1 = −e1/2z20(−1 + 3η1 cos ν) +O(e3/2), q2 = −e1/2z20(3ν1 + 2) sin ν +O(e3/2)

для первой и второй пар равновесий соответственно и описывающим движения спутника

в окрестности цилиндрической прецессии. Здесь слагаемые O(e3/2) 2π-периодичны по ν.

В силу непрерывности по e характеристических показателей линеаризованных уравне-

ний возмущенного движения, устойчивые в линейном приближении и неустойчивые равно-

весия модельной системы порождают соответственно устойчивые в линейном приближении

и неустойчивые периодические решения полной неавтономной системы.

Для получения строгих выводов об устойчивости периодических решений, являющихся

устойчивыми в линейном приближении, необходимо провести нормализацию гамильтониа-

на возмущенного (в их окрестности) движения в слагаемых до четвертой степени включи-

тельно относительно возмущений.

Из выражений (3.5) и (3.6) следует, что при достаточно малых e в системе могут быть

реализованы резонансы второго, третьего и четвертого порядков. Однако в гамильтонианах

возмущенного движения соответствующие резонансные слагаемые отсутствуют, и указан-

ные резонансы оказываются несущественными в нормализуемых частях.

Структура нормализованных гамильтонианов, записанных в симплектических полярных

координатах rj , ϕj (j = 1, 2), такова:

G = Ω1r1 + Ω2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 +O5,

где cij — константы, а слагаемое O(e2) периодично (с периодом 2πe) по τ и 2π-периодично

по ϕj . Опуская подробности довольно громоздких вычислений, приведем выражения для

коэффициентов cij . Для периодического движения, рождающегося из (3.3), имеем

c20 = −3

4
eη1 +O(e2), c11 = e

√
6η1(2µ1 + 11η1)

4
√

|η1 + µ1|
+O(e2), c02 =

2µ1 − 7η1
8|η1 + µ1|

+O(e), (3.7)

а для периодического движения, рождающегося из (3.4),

c20 = −3

4
eη1 +O(e2), c11 = e

√

6|η1|(2µ1 + 23η1)

4
√

|4η1 + µ1|
+O(e2), c02 =

17η1 + µ1

8|4η1 + µ1|
+O(e). (3.8)

В исследуемой области при достаточно малых e коэффициенты из (3.7) удовлетворяют

условиям

c20 < 0, c02 < 0, ∆ = 4c20c02 − 4c211 > 0.

Так как ∆ 6= 0, то для достаточно малых значений e рассматриваемое периодическое дви-

жение устойчиво для большинства (в смысле меры Лебега) начальных условий [19]. Кроме

того, квадратичная форма c20r
2
1+c11r1r2+c02r

2
2 отрицательно определена при r1 > 0, r2 > 0,

что означает формальную устойчивость данного движения [20].

Для коэффициентов из (3.8) имеем c20 > 0, c02 > 0, ∆ < 0, и соответствующее периоди-

ческое движение устойчиво для большинства начальных условий, но не является формаль-

но устойчивым.
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§ 4. Случаи равных частот

4.1. Дальнейшее преобразование гамильтониана

Рассмотрим теперь значения µ1 = µ±

1 (η1) из (2.2), соответствующие случаям равных

частот. Отметим, что, несмотря на то, что при µ1 = µ+
1 (η1) в системе не возникает обла-

сти параметрического резонанса, а при µ1 = µ−

1 (η1) такая область имеется, перестройка

характера движений системы происходит в обоих случаях.

Вернемся к рассмотрению системы с преобразованными частями K2 и K4 гамильтони-

ана возмущенного движения, определяемыми формулами (1.2), (1.3). Перейдем в e-окрест-

ность начала координат фазового пространства по формулам yj = ezj , Yj = eZj (j = 1, 2)
и введем новую независимую переменную τ = eν. В новых переменных гамильтониан

системы примет вид

L =
3η1
4

(z21 + Z2
1 ) +

3η1
4

(1±
√
2)z22 +

3η1
4

(−1±
√
2)Z2

2 +

+ e

[

9

16
(1∓ 2

√
2)η21(z

2
1 + Z2

1) +

(

µ2

2
+

−19∓ 12
√
2

8
η21

)

z22 + (4.1)

+

(

µ2

2
+

−37 ± 24
√
2

8
η21

)

Z2
2 − 3η1Z2z1 −

3

2
η1z2Z1 +

1

8
(z22 + Z2

2)
2

]

+O(e2),

где слагаемое O(e2) периодично по τ с периодом 2πe.
Здесь и далее при проведении нормализации гамильтониана возмущенного движения

в рассматриваемых случаях равных частот верхние и нижние знаки относятся к µ1 = µ+
1 (η1)

и µ1 = µ−

1 (η1) соответственно.

Сделаем линейную каноническую замену

z1 = z′1, Z1 = Z ′

1, z2 =

√√
2∓ 1 z′2, Z2 =

(√√
2∓ 1

)−1

Z ′

2,

в результате которой нулевая (по e) квадратичная часть гамильтониана (4.1) запишется

в нормальной форме (3/4)η1
[

(z′21 + Z ′2
1) ± (z′22 + Z ′2

2)
]

. С учетом структуры этой формы

выполним далее близкую к тождественной замену переменных z′j , Z
′

j → ẑj, Ẑj (j = 1, 2),
нормализующую слагаемые порядка e в формах второй и четвертой степеней по возмуще-

ниям. Преобразованный гамильтониан запишется в виде

L̃ =
3

4
η1
(

(ẑ21 + Ẑ2
1)± (ẑ22 + Ẑ2

2)
)

+ e

[√
2

(

µ2

2
+

−20± 3
√
2

16
η21

)

(ẑ22 + Ẑ2
2) +

+
9

16
(1∓ 2

√
2)η21(ẑ

2
1 + Ẑ2

1) +
3η1
4

√

5
√
2∓ 1(ẑ2Ẑ1 ∓ Ẑ2ẑ1) +

5

16
(ẑ22 + Ẑ2

2 )
2

]

+O(e2).

Перейдем затем к симплектическим полярным координатам φj, rj и выполним еще одно

каноническое преобразование вида

r1 = R1, r2 = R2 ∓ R1, φ1 = Φ1 ± Φ2, φ2 = Φ2.

Гамильтониан системы примет вид

L̂ = L(0) +O(e2), L(0) = ±3

2
η1R2 + e

[√
2

(±4 + 3
√
2

16
η21 − µ2

)

R1 + (4.2)

+
√
2

(−20 ± 3
√
2

8
η21 + µ2

)

R2 −
3η1
2

√

5
√
2∓ 1

√

R1

√

R2 ∓R1 sinΦ1 +
5

4
(R2 ∓R1)

2

]

,

в котором главная часть не зависит от угловой переменной Φ2, а слагаемое O(e2) 2π-пери-

одично по Φ1 и Φ2 и периодично по τ с периодом 2πe.
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4.2. Приведенные системы с одной степенью свободы

Приближенный гамильтониан L(0) отвечает автономной системе с двумя степенями сво-

боды, с циклической координатой Φ2. Имеем R2 = c = const, причем при µ1 = µ+
1 (η1)

(верхние знаки) должно выполняться условие c > R1 > 0, а при µ1 = µ−

1 (η1) (нижние зна-

ки) — условия R1 + c > 0, R1 > 0, и константа c может принимать значения любого знака

или обращаться в нуль.

В случае µ1 = µ+
1 (η1) значению c = 0 отвечает единственная точка приближенной си-

стемы — тривиальное равновесие. При c > 0 положим в (4.2) R2 = c, R1 = cρ (0 < ρ 6 1),
отбросим постоянные слагаемые и введем параметры κ, λ и новую независимую перемен-

ную τ̂ по формулам

κ = −6η1
5c

√

5
√
2− 1, λ = −4

√
2

5c

(

µ2 −
4 + 3

√
2

16
η21

)

− 2, τ̂ =
5

4
ceτ.

Получим гамильтониан

h = κ
√
ρ
√

1− ρ sin Φ1 + λρ+ ρ2, (4.3)

отвечающей приведенной системе с одной степенью свободы, с координатой Φ1.

В случае µ1 = µ−

1 (η1) и c = 0 введем параметры κ0, λ0 и новую независимую перемен-

ную τ̂0 по формулам

κ0 = −6η1
5

√

5
√
2 + 1, λ0 =

4
√
2

5

(

µ2 −
4− 3

√
2

16
η21

)

, τ̂0 =
5

4
eτ.

Получим приведенный гамильтониан вида

h0 = (λ0 + κ0 sin Φ1)R1 +R2
1. (4.4)

Если c > 0, то положим R2 = c, R1 = cρ (ρ > 0), а при c < 0 сделаем сначала замену

Φ2 = −Φ̃2, R2 = −R̃2 и затем положим R̃2 = |c|, R1 = |c|ρ (ρ > 1). Введем параметры κ±,

λ± и новую независимую переменную τ̂ по формулам

κ± =
κ0
|c| , λ± =

µ0

|c| ± 2, τ̂ = |c|τ̂0.

Соответствующие приведенные гамильтонианы имеют вид

h± = κ±
√
ρ
√

ρ± 1 sinΦ1 + λ±ρ+ ρ2. (4.5)

Параметры κ, κ0 и κ± а также λ, λ0 и λ± в приведенных гамильтонианах (4.3), (4.4)

и (4.5) могут принимать значения любого знака.

Приведенные системы с гамильтонианами вида (4.3)–(4.5) получены и исследованы ра-

нее в работах [17, 18], где рассмотрен кратный параметрический резонанс 2:1:1. Показано,

что в системе с гамильтонианом h из (4.3) в области существования движений в зависимо-

сти от значений κ и λ имеется либо два устойчивых равновесия, либо четыре равновесия,

три из которых устойчивы и одно неустойчиво. Тривиальное равновесие системы с гамиль-

тонианом h0 из (4.4) устойчиво при условии |λ0| > κ0 и неустойчиво при замене знака этого

неравенства на противоположный (см. также формулу (2.3)). Кроме того, в этой системе

при λ0 < κ0 имеется одно устойчивое, а при λ0 < −κ0 — одно неустойчивое равновесие.

В системах с гамильтонианами h± из (4.5) в зависимости от значений κ± и λ± имеются

либо одно устойчивое равновесие, либо три равновесия, два из которых устойчивы и одно

неустойчиво. Получены уравнения бифуркационных кривых в плоскости параметров, раз-

деляющих области с различным числом равновесий. Другие движения приведенных систем

с гамильтонианами h, h0 и h± представляют собой либо колебания в окрестности устой-

чивых равновесий, либо вращения, либо асимптотические движения. Представлен полный

набор фазовых портретов этих систем [17, 18].
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4.3. О двухчастотных условно-периодических движениях

Каждому положению равновесия приведенных систем с гамильтонианами (4.3) и (4.5)

(исключаем равновесия на границах ρ = 1 областей существования) соответствует одно-

параметрическое, с параметром c, семейство стационарных вращений приближенной авто-

номной системы с двумя степенями свободы с гамильтонианами L(0) из (4.2).

Эти движения описываются соотношениями R1 = cρ0, R2 = c, Φ1 = π/2 или −π/2,
а частота изменения циклической координаты при выборе в L(0) верхних знаков равна

Ω2 =
3

2
η1 +

[√
2

(

µ2 −
η21
8
(20− 3

√
2)

)

− 3δ1η1
√

5
√
2− 1

√
ρ0

4
√
1− ρ0

+
5c

2
(1− ρ0)

]

e,

а при выборе нижних знаков равна

Ω2 = −3

2
η1 +

[√
2

(

µ2 −
η21
8
(20 + 3

√
2)

)

− 3δ1η1
√

5
√
2− 1

√
ρ0

4
√
ρ0 ± 1

+
5|c|
2

(ρ0 ± 1)

]

e,

где верхний и нижний знаки отвечают случаям c > 0 и c < 0. В этих формулах ρ0 —

равновесные значения соответствующей приведенной системы.

При выполнении условий

Ω2 6= 0,
∂2L(0)

∂R2
2

6= 0 (4.6)

и при достаточно малых значениях e из большинства описанных стационарных враще-

ний приближенных автономных систем рождаются условно-периодические, с частотами Ω2

и e−1, движения полных неавтономных систем с гамильтонианом (4.2) [21, 22].

При η1 6= 0 первое условие в (4.6), очевидно, выполняется. Второе условие сводится

к неравенствам

3δ1η1
√

5
√
2− 1

√
ρ0

8c(1− ρ0)3/2
+

5

2
6= 0 и

3δ1η1
√

5
√
2 + 1

√
ρ0

8|c|(ρ0 ± 1)3/2
+

5

2
6= 0 (4.7)

при выборе в L(0) соответственно верхних и нижних знаков. В обоих случаях неравен-

ства (4.7) удовлетворяются, если η1δ1 > 0. Если же η1δ1 < 0, то в пространстве вели-

чин η1, κ, µ имеются поверхности вырождения, требующие отдельного исследования.

4.4. О трехчастотных условно-периодических движениях

Периодические движения приведенных систем (колебания в окрестности устойчивых

равновесий и вращения) порождают двухчастотные условно-периодические движения при-

ближенных автономных систем с двумя степенями свободы с гамильтонианом L(0) из (4.2),

большинство из которых, в свою очередь, порождает трехчастотные условно-периодические

движения полных неавтономных систем с гамильтонианом L̂ из (4.2).

Опишем эти трехчастотные движения, считая порождающими движения приведенной

системы с гамильтонианом h+ из (4.5) при κ+ = 1/5, λ+ = −3. Фазовый портрет системы

представлен на рис. 2, а в плоскости переменных u =
√
2ρ cosΦ1, v =

√
2ρ sinΦ1.

В системе имеется первый интеграл (интеграл энергии)

1

5

√

ρ+ 1
√
ρ sinΦ1 − 3ρ+ ρ2 = ĥ = const. (4.8)
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Рис. 2. Фазовый портрет приведенной системы (а), график функций ω(j)(h) (б)

Положения равновесия системы описываются соотношениями

ρ = 0.0011165, Φ1 =
π

2
; ρ = 1.3963316, Φ1 =

π

2
; ρ = 1.6029523, Φ1 = −π

2
.

Первое и третье из них устойчивы, а второе неустойчиво. Соответствующие им уровни

энергии таковы: ĥ(1) = −2.6479303, ĥ(2) = −1.8734073, ĥ(3) = 0.0093338. Кроме того, уров-

ню энергии ĥ = ĥ(2) отвечает движение по сепаратрисе, а уровню энергии ĥ = ĥ(3) — одно

из вращений.

При ĥ < ĥ(1) движение системы невозможно; при ĥ(1) < ĥ < ĥ(2) происходят колебания

в окрестности первого положения равновесия. Каждой точке интервала ĥ(2) < ĥ < ĥ(3)

соответствует одно из колебаний в окрестности третьего положения равновесия и одно

вращение. Интервал ĥ > ĥ(3) задает область вращений.

При помощи интеграла (4.8), исключим Φ1 из уравнения для ρ, получая уравнение

(

dρ

dη

)2

= f(ρ), f(ρ) = −ρ4 + 6ρ3 +

(

2ĥ− 224

25

)

ρ2 +

(

−6ĥ +
1

25

)

ρ− ĥ2, (4.9)

решение которого записывается через эллиптические функции Якоби [23]. Не выписывая

явно это решение, исследуем свойства частот колебаний и вращений системы в зависимости

от ĥ.

В области колебаний ĥ(1) < ĥ < ĥ(2) и части области врашений при ĥ(3) < ĥ < ĥ(4)

(ĥ(4) = 3.9979994) многочлен четвертой степени f(ρ) из (4.9) имеет два вещественных

корня ρ1, ρ2 (ρ1 < ρ2) и два комплексно-сопряженных корня ρ3, ρ4. Движение (колебание

или вращение) происходит при ρ1 < ρ < ρ2. Следуя [23], введем обозначения

a1 = |Im ρ3|, b1 = Re ρ3, A2 = (ρ2 − b1)
2 + a21, B2 = (ρ1 − b1)

2 + a21.

Частота исследуемого движения вычисляется по формуле

ω(1)(ĥ) =
π
√
AB

2K(k1)
, k21 =

(ρ2 − ρ1)
2 − (A− B)2

4AB
, (4.10)

где K(k1) — полный эллиптический интеграл первого рода.

В области ĥ(2) < ĥ < ĥ(3) колебаний и вращений и в области вращений при h > ĥ(4)

многочлен f(ρ) имеет четыре вещественных корня ρ = ρj (ρ1 < ρ2 < ρ3 < ρ4). В первой

из указанных областей колебанию и вращению соответствуют интервалы ρ1 < ρ < ρ2
и ρ3 < ρ < ρ4. Вращению во второй области отвечает интервал ρ3 < ρ < ρ4, при этом
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ρ1 < ρ2 < 0. Оба движения в области ĥ(2) < ĥ < ĥ(3) происходят с одной и той же частотой,

вычисляемой по формуле

ω(2)(ĥ) =
π
√
ρ42ρ31

2K(k2)
, k2 =

√

ρ43ρ21
ρ42ρ31

, ρij = ρi − ρj . (4.11)

По этой же формуле вычисляется частота вращения из области ĥ > ĥ(4).
Анализ показывает, что функция ω = ω(1)(ĥ) из (4.10) монотонно убывает в области су-

ществования ĥ(1) < ĥ < ĥ(2) от значения 0.9052379 при ĥ = ĥ(1) до нуля при ĥ = ĥ(2). Функ-

ция ω = ω(2)(ĥ) из (4.11) монотонно возрастает, принимая нулевое значение при ĥ = ĥ(2)

и значение, равное 4.9976007, в точке ĥ = ĥ(4) стыковки двух частей этой функции. Ну-

левое значение частоты на общей границе ĥ = ĥ(2) областей существования двух функций

ω = ω(1,2)(ĥ), соответствует движению по сепаратрисе (когда период движения бесконечен).

Графики функций ω = ω(j)(ĥ) (j = 1, 2) представлены на рис. 2, б.

В областях колебаний или вращений исследуемой приведенной системы введем пере-

менные действие–угол I, w, полагая, что

I = I(ĥ) =
1

2π

∮

ρdΦ1 =
1

2π

∮

v du. (4.12)

Интегрирование в (4.12) проводится вдоль замкнутой траектории, соответствующей колеба-

нию или вращению. Функция ĥ = ĥ(I), обратная к (4.12), представляет собой гамильтониан

системы, записанный в переменных действие–угол.

В соответствующих областях приближенной автономной системы с двумя степенями

свободы с гамильтонианом L(0) из (4.2) (в котором выбраны нижние знаки) также вве-

дем переменные действие-угол Ij , wj (j = 1, 2). Так как Φ2 — циклическая координата,

то I2 = R2. Для переменной I1 имеем I1 = (2π)−1
∮

R1dΦ1 = (2π)−1I2
∮

ρ(Φ1, ĥ)dΦ1, где

интегрирование проводится по полному циклу изменения переменных Φ1, R1 (или Φ1, ρ).
Здесь функция ρ(Φ1, ĥ) вычисляется при учете (4.8). Из выписанных соотношений следует,

что I = I1/I2 и, таким образом, ĥ = ĥ(I1/I2).
В новых переменных приближенный гамильтониан зависит только от I1, I2:

H̃F (I1, I2) = H
(0)
F (I2) + eH

(1)
F (I1, I2),

H
(0)
F = −3

2
η1I2 + e

[√
2

(

µ2 −
20 + 3

√
2

8
η21

)

I2 +
5

4
I22

]

, H
(1)
F =

5

4
I22 ĥ(I1/I2).

Частоты нелинейных колебаний системы с этим гамильтонианом таковы:

ω1 =
∂H̃F

∂I1
=

5

4
ecω(j) ∼ e, ω2 =

∂H̃F

∂I2
= −3

2
η1 +O(e) ∼ 1.

Здесь величины ω(j) (j = 1, 2) вычисляются по формулам (4.10) и (4.11).

Полный неавтономный гамильтониан (4.2) в переменных Ij , wj имеет вид

HF (I1, I2, w1, w2, τ ; e) = H
(0)
F (I2) + eH

(1)
F (I1, I2) + e2H

(2)
F (I1, I2, w1, w2, τ ; e) (4.13)

где последнее слагаемое аналитично по всем аргументам, 2π-периодично по w1 и w2

и 2πe-периодично по τ . В системе с гамильтонианом (4.13) имеет место случай собственно-

го вырождения [24], так как главная (порядка единицы) часть гамильтониана зависит только

от одной переменной действие I2. Рассмотрим условия

∂H
(0)
F

∂I2
6= 0,

∂H
(1)
F

∂I1
6= 0,

∂2H
(1)
F

∂I21
6= 0.
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Первое условие, очевидно, выполняется, а второе и третье сводятся к неравенствам ω(j) 6= 0
и ∂ω(j)/∂h 6= 0 соответственно. В силу вышеизложенных свойств частот ω(j) (j = 1, 2)
указанные неравенства также выполняются. Поэтому [24] большинство движений полной

системе условно-периодические, с двумя медленными частотами ω2 ∼ 1 и ω1 ∼ e и од-

ной быстрой частотой, равной e−1. Часть фазового пространства, не заполненная этими

движениями, имеет порядок O(exp(−d1/e)), где d1 = const > 0 .

§ 5. Об исследовании гамильтоновой системы в общем случае

Рассмотрим теперь гамильтонову систему, описанную во введении, при резонансе

ω1 = 1, ω2 = 0 (rankA = 2). Пусть, как и в рассмотренной спутниковой задаче, гамиль-

тониан возмущенного движения содержит слагаемые только четных степеней относитель-

но возмущений, а неавтономная квадратичная часть гамильтониана в слагаемых порядка ε
содержит только первые гармоники sin t и cos t.

Введем окрестность резонансной точки (α∗, β∗) по формулам α = α∗ + εη1 + . . . ,
β = β∗ + εµ1 + . . . и проведем нормализацию гамильтониана возмущенного движения ана-

логично описанной в § 2. Результирующий гамильтониан представляется в виде

K = K2 +K4 + . . . , K2 = εK21 +O(ε2), K4 = K40 +O(ε),

K21 = λ1(y
2
1 + Y 2

1 ) + λ2Y
2
2 + λ4Y2y2 + λ3y

2
2 + β1y1y2 + β2Y1Y2 + β3Y1y2 + β4y1Y2,

K40 = c(y21 + Y 2
1 )

4 + (y21 + Y 2
1 )

2f2(y2, Y2) + f4(y2, Y2).

Здесь λj = ajηj + bjµj , коэффициенты aj, bj , а также βj и c — постоянные величины, не за-

висящие от η1 и µ1. Через fk(y2, Y2) обозначены однородные формы k-й степени с постоян-

ными коэффициентами, не зависящими от η1 и µ1. Таким образом, квадратичная форма K21,

помимо η1 и µ1, содержит 12 параметров aj , bj, βj , а форма K40 — 9 параметров; эти 21 па-

раметр для каждой конкретной задачи — фиксированные числа.

Полагая yj =
√
εzj , Yj =

√
εZj (j = 1, 2) и вводя новую независимую переменную

τ = εt, перепишем гамильтониан в виде

Γ(zj , Zj, τ) = Γ(0) +O(ε), Γ(0) = Γ21 + Γ40, (5.1)

где Γ21 и Γ40 — это формы K21 и K40, в которых сделана замена yj, Yj → zj , Zj (j = 1, 2).
Рассмотрим линейную систему с гамильтонианом Γ21. Коэффициенты соответствующе-

го характеристического уравнения (2.1) и его дискриминант представляются в виде

a = 4λ21+Λ1+2B3, b = B2
3+4(λ1Λ1−Λ2)λ1, d = (4λ21−Λ1)

2+4B3(4λ
2
1+Λ1)+16λ1Λ2, (5.2)

зависящем от четырех комбинированных параметров λ1,Λ1,Λ2, B3. Здесь

Λ1 = 4λ2λ3 − λ24, Λ2 = B1λ2 +B2λ3 − B4λ4, (5.3)

B1 = β2
3 + β2

1 , B2 = β2
4 + β2

2 , B3 = −β4β3 + β1β2, B4 = β3β2 + β4β1.

В случае точного резонанса (η1 = µ1 = 0) характеристическое уравнение принимает вид

(λ2+B3)
2 = 0, и тривиальное равновесие при B3 > 0 устойчиво в линейном приближении,

при B3 < 0 неустойчиво, а случай B3 = 0 требует рассмотрения в квадратичной части

гамильтониана слагаемых следующего порядка по малому параметру.

В случае, близком к резонансному, в силу (5.3), коэффициент a в (5.2) — квадратичная

функция, а b и d — многочлены четвертой степени относительно η1 и µ1. В частном случае

βj = 0 (j = 1, . . . , 4), когда все Bj = 0 и Λ2 = 0, форма Γ21 принимает вид

Γ21 = λ1(z
2
1 + Z2

1) + λ2Z
2
2 + λ4Z2z2 + λ3z

2
2 , (5.4)
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Рис. 3. Варианты областей устойчивости и неустойчивости

а равенства (5.2) таковы: a = 4λ21 + Λ1, b = 4λ21Λ1, d = (4λ21 − Λ1)
2.

При Λ1 < 0 имеем b < 0, и тривиальное равновесие неустойчиво. Если квадратичная

форма Λ1 может обратиться в нуль (и раскладывается на линейные множители), то условие

Λ1 = 0 определяет границы области параметрического резонанса.

В случае Λ1 > 0 имеем a > 0 и b > 0. Если квадратичная форма 4λ21 − Λ1 в d не раскла-

дывается на множители, то всегда d > 0, и тривиальное равновесие устойчиво. Если такое

разложение возможно, то из равенства d = 0 имеем два варианта: λ1 = ±
√

4λ2λ3 − λ24/2,
и (5.4) переписывается в виде

Γ21 = ±
√

4λ2λ3 − λ24(z
2
1 + Z2

1)/2 + λ2Z
2
2 + λ4Z2z2 + λ3z

2
2 . (5.5)

При сделанных предположениях квадратичная форма λ2Z
2
2 +λ4Z2z2+λ3z

2
2 знакоопреде-

ленная. Если λ2 > 0 и λ3 > 0, то при выборе верхнего знака в (5.5) квадратичная форма Γ21

положительно определена относительно zj , Zj (j = 1, 2), и тривиальное равновесие устой-

чиво. При выборе нижнего знака форма Γ21 знакопеременная, и в следующем приближении

по ε может быть найдена еще одна область параметрического резонанса. Случай λ2 < 0,
λ3 < 0 аналогичен. Заметим, что рассмотренный частный случай включает в себя (при

λ4 = 0) исследованную в предыдущих разделах спутниковую задачу.

Некоторые варианты взаимного положения областей устойчивости и неустойчивости

представлены на рис. 3 в плоскости параметров η1, µ1. Рис. 3, а–в отвечает значениям a1 =
= −b1 = a2 = b3 = a4 = b4 = 1, b2 = a3 = 2, а параметры Bj таковы: B1 = 5, B2 = 2,
B3 = 1, B4 = 3 (а), B1 = 5, B2 = 2, B3 = −1, B4 = 3 (б), B1 = B2 = B3 = B4 = 0 (в).

Для рис. 3, г–е в первом наборе значений знаки a3 и b3 изменены на противоположные,

а Bj те же, что и для первых трех рисунков.
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Области неустойчивости на рис. 3 закрашены, области устойчивости в линейном при-

ближении не закрашены. Точечными линиями изображены (находящиеся в областях неус-

тойчивости) кривые a = 0, проходящие через точки взаимного касания кривых b = 0
(сплошные линии) и d = 0 (пунктирные линии). Прямые a = 0 и b = 0 на рис. 3, е пересе-

каются в начале координат (условие d = 0 не реализуется).

В точке η1 = µ1 = 0 на рис. 3, а и г (когда B3 > 0) тривиальное равновесие устойчиво.

В первом случае вблизи нее имеются области устойчивости и неустойчивости, а во втором

случае эта точка принадлежит окружающей ее области неустойчивости (а области устойчи-

вости появляются вне некоторой окрестности начала координат).

В случае, относящемся к рис. 3, в, вблизи одной из прямых вне закрашенной области

при рассмотрении следующего приближения по ε может возникнуть вторая область пара-

метрического резонанса. Этот рисунок соответствует рассмотренной спутниковой задаче,

где такая область существует. В случае же, относящемся к рис. 3, е, имеется только одна

область параметрического резонанса.

Из вышесказанного следует, что, за исключением частного случая βj = 0 (j = 1, . . . , 4),
области параметрического резонанса вполне определяются рассмотрением линейной систе-

мы первого приближения по малому параметру.

В полной нелинейной системе первого приближения по ε, описываемой гамильтониа-

ном (5.1), существуют 2π-периодические по времени, аналитические по дробным степеням

малого параметра решения, рождающиеся из нетривиальных равновесий приближенной

автономной системы с гамильтонианом Γ(0) из (5.1). Для указанного частного случая, как

и в спутниковой задаче, полное описание нелинейных колебаний может потребовать рас-

смотрения системы как первого, так и второго приближения по ε.

Финансирование. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фон-

да, № 24-11-00162, https://rscf.ru/project/24-11-00162/ в Московском авиационном институте

(Национальном исследовательском университете).
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The paper studies the motions of a dynamically symmetric satellite (rigid body) relative to the center

of mass in the central Newtonian gravitational field on a weakly elliptical orbit in the neighborhood

of its stationary rotation (cylindrical precession). We consider the values of the parameters for which,

in the limiting case of a circular orbit, one of the frequencies of small linear oscillations is equal to

unity and the other is equal to zero, and the rank of the coefficient matrix of the linearized equations

of the perturbed motion is equal to two, as well as a small neighborhood of this resonant point in

the three-dimensional space of parameters. The resonant periodic motions of the satellite, analytical in

fractional powers of a small parameter (the eccentricity of the orbit of the satellite’s center of mass),

are constructed. A rigorous nonlinear analysis of their stability is carried out. The methods of KAM

theory are used to describe two- and three-frequency conditionally periodic motions of a satellite, with

frequencies of different orders in a small parameter. A number of general theoretical issues concerning

the considered multiple parametric resonance in Hamiltonian systems with two degrees of freedom that

are close to autonomous and periodic in time are discussed. Several qualitatively different variants of

parametric resonance regions are constructed. It is shown that in the general case the nature of nonlinear

resonant oscillations of the system is determined by the first approximation system in a small parameter.
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