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НЕКОТОРЫЕ КОНСТРУКЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ МАРШРУТИЗАЦИИ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДЕКОМПОЗИЦИЙ И ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
ЦЕЛЕВЫХ МНОЖЕСТВ

Рассматриваются вопросы, связанные с решением аддитивной задачи последовательного обхода

множеств с ограничениями предшествования и функциями стоимости, допускающими зависимость

от списка заданий. В качестве базового метода используется широко понимаемое динамическое

программирование (ДП), дополняемое в случае задач ощутимой размерности декомпозициями се-

мейства заданий и преобразованием параметров исходной задачи. Возможные применения связаны,

в частности, с задачей управления инструментом при фигурной листовой резке деталей на машинах

с ЧПУ. В этой задаче важным обстоятельством является учет условий предшествования, имеющих,

в частности, следующий смысл: в случае детали с отверстиями резка каждого из внутренних кон-

туров (отвечающих отверстиям) должна предшествовать резке внешнего контура. Сам критерий

качества в данной задаче, как правило, является аддитивным. Другой тип ограничений касается из-

бежания термических деформаций деталей. При использовании подхода с применением штрафов

за нарушение условий, связанных с эффективным отводом тепла при выполнении врезки, возни-

кают функции стоимости, допускающие зависимость от списка заданий, выполненных на текущий

момент времени. Заметим, что в другой прикладной задаче, а именно в задаче о демонтаже ра-

диационно опасных объектов, возникают функции стоимости с зависимостью от списка заданий,

не выполненных на данный момент (а, следовательно, касающихся недемонтированных объектов).

В итоге мы приходим к очень общей задаче с ограничениями предшествования и функциями стои-

мости с зависимостью от списка заданий. Применяемая в случае ощутимой размерности декомпози-

ция с последующей реализацией ДП требует, с одной стороны, разработки методов кластеризации,

а, с другой, построения адекватной конструкции распределения глобальных условий предшество-

вания по кластерам. В теоретической части работы обсуждается случай двух кластеров, который

позволяет охватить единой схемой целый ряд практически интересных задач диапазонного (в смыс-

ле размерности) типа. Указан алгоритм построения композиционного решения, включающий этап

обучения кластеризации на основе жадного алгоритма. Данный «композиционный» алгоритм реа-

лизован на ПЭВМ; проведен вычислительный эксперимент.
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Введение

Задачи с элементами маршрутизации возникают в самых различных областях человече-

ской деятельности. Отметим только некоторые актуальные инженерные задачи: проблема,

связанная с демонтажом радиационно опасных объектов (имеются в виду аварии, подобные

Чернобылю и Фукусиме, задача демонтажа энергоблока АЭС, выведенного из эксплуата-

ции), задача управления инструментом при фигурной листовой резке деталей на машинах

с ЧПУ, транспортные задачи. Возникающие при этом математические постановки имеют

своим прототипом известную труднорешаемую задачу коммивояжера (ЗК); см. [1–7] и др.

Вместе с тем имеются и существенные особенности: наличие ограничений, усложнение

функций стоимости и др. Упомянутые инженерные (по своей сути) задачи имеют диапа-

зонный (в смысле размерности) характер, а потому положения асимптотического характе-

ра, относящиеся к ситуации с неограниченно возрастающей размерностью, могут не соот-
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ветствовать существу дела. Представляется, что здесь требуется разработка специализиро-

ванных методов; важным обстоятельством является при этом требование, заключающееся

в построении решения конкретной задачи за приемлемое время. Упомянутые обстоятель-

ства обусловили широкое применение эвристик. В частности, это касается задач, связанных

с листовой резкой на машинах с ЧПУ (см. [8–13]). Отметим в этой связи монографию [14].

По поводу вопросов, связанных с маршрутизацией демонтажа радиационно опасных объек-

тов, см. [15]. Наконец, в [16–18] рассматривались некоторые методы решения задач транс-

портного типа, ориентированные на проблемы логистики в малой авиации (см. в этой связи

монографию [19], посвященную задачам маршрутизации с неаддитивным агрегированием

затрат).

Следует отметить, что размерность упомянутых прикладных задач (особенно задач, свя-

занных с резкой) может все же быть достаточно большой, что приводит к затруднениям

при вычислительной реализации. В связи с этим в [20–22] была разработана схема решения

по методу ДП с применением декомпозиции. Ограничиваясь сейчас простейшим вариантом

декомпозиции с использованием двух кластеров, отметим, что в ряде случаев это отвеча-

ет самой логике инженерной задачи. Так, в случае термической резки на машинах с ЧПУ

процесс резки следует начинать с длинномерных [14, c. 46] деталей, расположенных вбли-

зи узкой границы материала, поскольку заготовки таких деталей в максимальной степени

подвержены тепловым деформациям. В этом случае выделение длинномерных (и, возмож-

но, каких-то еще) деталей в кластер первоочередных является не огрублением, а, напротив,

полезным уточнением математической постановки, поскольку вполне соответствует техно-

логическим условиям. В этом случае мы имеем достаточно понятное правило кластериза-

ции (развитием данного правила является резка зонами, где число кластеров может быть

больше двух, см. [14, § 1.3.3]).

С другой стороны, возможна ситуация, когда правило кластеризации не является столь

понятным по той причине, что (до решения задачи) нет каких-либо «внешних» основа-

ний для выделения части заданий в кластер первоочередных, а размерность задачи до-

статочно велика, что не позволяет реализовать ранее разработанные [23–26] конструкции

на основе ДП для построения оптимальных решений. В этом случае мы сознательно идем

на декомпозицию полной задачи с последующим раздельным применением ДП в интере-

сах вычислительной реализации; однако, выбор кластеризации здесь уже не столь очевиден.

В настоящей работе мы рассматриваем один из подходов, в основе которого находится свое-

образное обучение кластеризации с использованием жадного алгоритма. Применяя данный

алгоритм, мы находим (достаточно быстро) последовательность заданий, каждое из кото-

рых состоит в обслуживании мегаполиса (непустого конечного множества). Мегаполисы

в получившейся очередности мы распределяем в пределах двух кластеров, получая вариант

декомпозиции исходной задачи. Затем используется метод [20–22] оптимизации композици-

онного решения. Важным обстоятельством при этом является адекватное преобразование

исходных условий предшествования и их декомпозиция, поскольку [27, § 4.9] эти условия

удается использовать в положительном направлении в части снижения сложности вычис-

лений. Итак, в статье построен алгоритм, предусматривающий декомпозицию маршрутной

задачи ощутимой размерности, определяемую на основе жадной эвристики, с последую-

щей оптимизацией на получающемся множестве композиционных решений, включающих

каждое точку старта, перестановку индексов мегаполисов (то есть маршрут) и траекторию

перемещения по мегаполисам, занумерованным с помощью упомянутой перестановки.

Данный алгоритм реализован на ПЭВМ; проведенный вычислительный эксперимент

показал возможность решения задач ощутимой размерности за приемлемое время.
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§ 1. Общие сведения

Ниже используется обычная теоретико-множественная символика (кванторы, пропози-

циональные связки и т. п.), ∅ — пустое множество,
△
= — равенство по определению, def

заменяет фразу «по определению». Множество, все элементы которого множества, на-

зываем семейством. Объектам x и y сопоставляем непустое множество {x; y}, содержа-

щее x, y и не содержащее никаких других элементов. Тогда для каждого объекта z в виде

{z}
△
= {z; z} имеем синглетон, содержащий z: z ∈ {z}. Множества — объекты, а пото-

му для любых двух объектов p и q полагаем, следуя [28, c. 67], что (p, q)
△
= {{p}; {p; q}}

есть упорядоченная пара (у. п.) с первым элементом p и вторым элементом q. Если же h

есть у. п., то через pr1(h) и pr2(h) обозначаем соответственно первый и второй элементы h,

однозначно определяемые равенством h = (pr1(h), pr2(h)). Для трех произвольных объек-

тов x, y и z полагаем, как обычно (см. [29, c. 17]), что (x, y, z)
△
= ((x, y), z). В этой связи

напомним, что, если A, B и C — множества, то [29, c. 17] A × B × C
△
= (A × B) × C;

тогда при u ∈ A × B и v ∈ C имеем (u, v) ∈ A × B × C. Множеству H сопоставляем

семейство P(H) всех подмножеств (п/м) H и семейство P ′(H)
△
= P(H) \ {∅}, а также

семейство Fin(H) всех конечных множеств из P ′(H), то есть семейство всех непустых ко-

нечных п/м H (если H конечно, то P ′(H) = Fin(H)). Для любых непустых множеств A и B

через BA обозначаем, следуя [28, гл. II], множество всех функций из A в B; при g ∈ BA

и a ∈ A в виде g(a) ∈ B имеем, конечно, значение функции g в точке a. Используем обыч-

ное понятие образа множества: если A и B — непустые множества, h ∈ BA и C ∈ P(A),

то h1(C)
△
= { h(x) : x ∈ C} ∈ P(B) есть образ C при действии h, см. [28, § 7].

Пусть R+
△
= {ξ ∈ R|0 6 ξ} = [0,∞[ (R — вещественная прямая), N

△
= {1; 2; . . .} (на-

туральный ряд), N0
△
= N ∪ {0} = {0; 1; 2; . . .}, p, q

△
= {k ∈ N0|(p 6 k)&(k 6 q)} ∀p ∈ N0

∀q ∈ N0 (тогда 1, 0 = ∅, 1, m = {k ∈ N|k 6 m} ∈ P ′(N) при m ∈ N). При K ∈ P ′(N)

и s ∈ N в виде K ⊕ s
△
= {k+ s : k ∈ K} ∈ P ′(N) имеем сдвиг множества K на s. Непустому

конечному множеству K сопоставляется его мощность |K| ∈ N и непустое конечное мно-

жество (bi)[K] всех биекций [30, c. 87] дискретного интервала 1, |K| на K. Полагаем, как

обычно, что |∅|
△
= 0. Перестановка непустого множества A есть [30, c. 87] биекция A на се-

бя; если α — перестановка A, то определена обратная (по отношению к α) перестановка α−1

того же множества A со свойствами

α−1(α(x)) = α(α−1(x)) = x ∀x ∈ A. (1.1)

Непустому множеству S сопоставляем множество R+[S] всех неотрицательных веществен-

нозначных (в/з) функций на S: h(s) ∈ R+ при h ∈ R+[S] и s ∈ S.

§ 2. Задача маршрутизации (содержательная постановка)

Фиксируем непустое множество X , а также X0 ∈ Fin(X). Далее, фиксируем n ∈ N

со свойством 4 6 n, а также множества

M̃1 ∈ Fin(X), M̃2 ∈ Fin(X), . . . , M̃n ∈ Fin(X), (2.1)

именуемые ниже мегаполисами. Кроме того, фиксируем (непустые) отношения

M̃1 ∈ P ′(M̃1 × M̃1), M̃2 ∈ P ′(M̃2 × M̃2), . . . , M̃n ∈ P ′(M̃n × M̃n). (2.2)

Рассматривается задача о посещении мегаполисов (2.1) со стартом в X0. Отношения (2.2),

элементы которых суть у. п., определяют возможные (и зачастую взаимосвязанные) пункты
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прибытия и отправления для каждого мегаполиса из (2.1). Полагаем

(X0 ∩ M̃j = ∅ ∀j ∈ 1,n) & (M̃p ∩ M̃q = ∅ ∀p ∈ 1,n ∀q ∈ 1,n \ {p}). (2.3)

Итак, M
△
= {M̃i : i ∈ 1,n} есть семейство всех мегаполисов, подлежащих посещению.

Кроме того, фиксируем далее N ∈ 2,n− 2 в качестве параметра. Сейчас рассмотрим

весьма общую задачу, для которой наши построения будут содержательными при доста-

точно большом значении n, то есть в случае ощутимой размерности. Итак, при j ∈ 1,n

пусть (M̃j
△
= {pr1(z) : z ∈ M̃j}) & (M̃j

△
= {pr2(z) : z ∈ M̃j}); ясно, что M̃j ∈ Fin(M̃j)

и M̃j ∈ Fin(M̃j). Пусть также P
△
= (bi)[1,n]. Будем при κ ∈ P рассматривать перемещения

(x ∈ X0) → (pr1(z1) ∈ M̃κ(1)  pr2(z1) ∈ M̃κ(1)) → . . .

. . . → (pr1(zn) ∈ M̃κ(n)  pr2(zn) ∈ M̃κ(n)),
(2.4)

z1 ∈ M̃κ(1), z2 ∈ M̃κ(2), . . . , zn ∈ M̃κ(n). (2.5)

В (2.4) прямые стрелки соответствуют внешним перемещениям (между мегаполисами),

а волнистые — перемещениям при выполнении (внутренних) работ, связанных с посеще-

нием мегаполисов. С учетом (2.4), (2.5) логично рассматривать траектории процесса как

перемещения по отношениям из (2.2), занумерованным посредством κ. В дальнейшем пе-

рестановки κ ∈ P именуем маршрутами. Для каждого такого маршрута имеется много

вариантов реализации (2.5), то есть существует много траекторий, согласованных с марш-

рутом κ при данном старте. Это будет отмечено далее на строгом уровне, а сейчас мы

обсудим условия предшествования, полагая заданным множество

K ∈ P(1,n× 1,n) (2.6)

(случай K = ∅ не исключается и соответствует отсутствию условий предшествования),

элементы которого называем адресными парами; всюду в дальнейшем полагаем, что

∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0. (2.7)

Условие (2.7) исключает зацикливание маршрутов, допустимых по предшествованию; мно-

жество всех таких (допустимых) маршрутов есть

A
△
= {α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} ∈ P ′(P). (2.8)

Итак (при условии (2.7), см. [27, часть 2]), A 6= ∅, то есть допустимые по предшествова-

нию маршруты существуют. Рассмотрим траектории со стартом в x ∈ X0 и согласованные

с маршрутом κ ∈ P: при Z
△
= (X ×X)0,n

Z̃κ[x]
△
= {(zt)t∈0,n ∈ Z | (z0 = (x, x)) & (zτ ∈ M̃κ(τ) ∀τ ∈ 1,n)} ∈ Fin(Z) (2.9)

есть как раз множество всех траекторий упомянутого типа. При x ∈ X0

D0[x]
△
= {(κ, z) ∈ A× Z | z ∈ Z̃κ[x]} ∈ Fin(A× Z) (2.10)

есть множество всех допустимых решений (ДР) с фиксированным стартом x. Наконец,

D
0 △
= {(α, z, x) ∈ A× Z×X0 | (α, z) ∈ D0[x]} ∈ Fin(A× Z×X0) (2.11)
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есть множество всех ДР в задаче с нефиксированным стартом; элементы D0 (2.11) называем

маршрутными процессами (МП).

Функции стоимости и аддитивный критерий. Используем ниже множества

(

X0
△
=

(

n
⋃

i=1

M̃i

)

∪X0 ∈ Fin(X)

)

&

(

X0 △
=

n
⋃

i=1

M̃i ∈ Fin(X)

)

&
(

N
△
= P ′(1,n)

)

. (2.12)

В терминах множеств (2.12) вводим следующие в/з функции:

c ∈ R+[X0 × X0 ×N], c1 ∈ R+[M̃1 ×N], c2 ∈ R+[M̃2 ×N], . . . , cn ∈ R+[M̃n ×N],

f ∈ R+[
n
⋃

i=1

M̃i];

c оценивает внешние перемещения, c1, c2, . . . , cn — внутренние работы при посещении

мегаполисов, а f — терминальное состояние. При x ∈ X0, κ ∈ P и (zt)t∈0,n ∈ Z̃κ[x]

C̃κ

[

(zt)t∈0,n
] △
=

n
∑

t=1

[

c
(

pr2(zt−1), pr1(zt),κ
1(t,n)

)

+ cκ(t)
(

zt,κ
1(t,n)

)

]

+ f
(

pr2(zn)
)

∈ R+.

(2.13)

Разумеется, (2.13) определено при x ∈ X0 и (κ, (zt)t∈0,n) ∈ D0[x]. Рассматривая (2.13) как

аддитивный критерий, мы при x ∈ X0 получаем задачу

C̃κ[z] −→ min, (κ, z) ∈ D0[x],

которой сопоставляется экстремум и (непустое) экстремальное множество решений:

V0[x]
△
= min

(κ,z)∈D0[x]
C̃κ[z] ∈ R+, (2.14)

(sol)0[x]
△
=
{

(α, z) ∈ D0[x] | C̃κ[z] = V0[x]
}

∈ P ′
(

D0[x]
)

.

Кроме того (см. (2.10), (2.11), (2.13)), C̃κ[z] определено при (κ, z, x) ∈ D0. В задаче

C̃κ[z] −→ min, (κ, z, x) ∈ D
0,

рассматриваемой в качестве основной, определены

Ṽ
△
= min

(κ,z,x)∈D0
C̃κ[z] = min

x∈X0
V0[x] ∈ R+, (2.15)

SOL
△
= {(κ, z, x) ∈ D

0|C̃κ[z] = Ṽ} ∈ P ′(D0). (2.16)

Элементы множества (2.16) суть оптимальные МП и только они. Однако, конкретное на-

хождение (2.15) и какого-либо МП из SOL (2.16) связано с серьезными трудностями при

вычислительной реализации. Далее будет предложена эвристика, ориентированная на по-

следующее применение декомпозиции с использованием двух кластеров заданий.

§ 3. Жадный алгоритм как средство обучения кластеризации

Имея в виду подход [27, § 4.9], введем оператор вычеркивания (заданий из списка):

полагаем, что (см. [27, часть 2]) I ∈ NN определяется условиями: при K ∈ N

I(K)
△
= K \

{

pr2(z) : z ∈ Σ0[K]
}

,



А. Г. Ченцов, П. А. Ченцов 523

где Σ0[K]
△
=
{

z ∈ K | (pr1(z) ∈ K) & (pr2(z) ∈ K)
}

. Корректность данного определения

обоснована в [27, раздел 2.2]. Далее, следуя [27, раздел 2.2], введем

(I− bi)[1,n]
△
=
{

α ∈ P | α(k) ∈ I(α1(k,n)) ∀k ∈ 1,n
}

,

получая множество всех маршрутов, допустимых по вычеркиванию (заданий из списков).

При этом (см. [27, (2.2.3), теорема 2.2.1])

A = (I−bi)[1,n] = {α ∈ P | (α(1) ∈ I(1,n)) & (α(s) ∈ I(1,n\α1(1, s− 1)) ∀s ∈ 2,n)}. (3.1)

итак, «запас» маршрутов, допустимых по предшествованию и по вычеркиванию, являет-

ся одним и тем же. Учитывая (3.1), введем жадный алгоритм формирования ДР в задачах

с фиксированным стартом. Итак, пусть x∗ ∈ X0. Полагаем z0
△
= (x∗, x∗), получая, в частно-

сти, что pr2(z0) = x∗ ∈ X0. Рассмотрим (локальную) задачу

c
(

x∗, pr1(z), 1,n
)

+ cj(z, 1,n) −→ min, j ∈ I(1,n), z ∈ M̃j. (3.2)

Выбираем r1 ∈ I(1,n) и z1 ∈ M̃r1 в виде компонентов решения задачи (3.2):

c
(

x∗, pr1(z1), 1,n
)

+ cr1(z1, 1,n) = min
j∈I(1,n)

min
z∈M̃j

[

c(x∗, pr1(z), 1,n) + cj(z, 1,n)
]

. (3.3)

В частности, r1 ∈ 1,n и pr2(z1) ∈ M̃r1; как следствие, pr2(z1) ∈ X0. Имеем задачу

c
(

pr2(z1), pr1(z), 1,n\{r1}
)

+cj
(

z, 1,n\{r1}
)

−→ min, j ∈ I
(

1,n\{r1}
)

, z ∈ M̃j ; (3.4)

здесь учитывается, что 3 6 |1,n \ {r1}| = n − 1. Находим r2 ∈ I
(

1,n \ {r1}
)

и z2 ∈ M̃r2

в виде компонентов решения задачи (3.4), то есть в виде

c
(

pr2(z1), pr1(z2), 1,n \ {r1}
)

+ cr2
(

z2, 1,n \ {r1}
)

=

= min
j∈I(1,n\{r1})

min
z∈M̃j

[

c
(

pr2(z1), pr1(z), 1,n \ {r1}
)

+ cj
(

z, 1,n \ {r1}
)

]

.
(3.5)

Тогда r2 ∈ 1,n \ {r1} и pr2(z2) ∈ M̃r2 , а потому pr2(z2) ∈ X0. Построены кортежи

(ri)i∈1,2 : 1, 2 −→ 1,n, (zi)i∈0,2 : 0, 2 −→ X ×X (3.6)

со свойствами (3.3), (3.5). Пусть вообще ν ∈ 2,n− 1 таково, что уже построены кортежи

(ri)i∈1,ν : 1, ν −→ 1,n, (zi)i∈0,ν : 0, ν −→ X ×X, (3.7)

для которых справедливы следующие свойства (1)–(3):

(1)
(

z0 = (x∗, x∗)
)

&
(

zt ∈ M̃rt
∀t ∈ 1, ν

)

;

(2) rt ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

∀t ∈ 1, ν;

(3) c
(

pr2(zt−1), pr1(zt), 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

+ crt
(

zt, 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

=

= min
j∈I(1,n\{rs : s∈1,t−1})

min
z∈M̃j

[

c
(

pr2(zt−1), pr1(z), 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

+

+ cj
(

z, 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

]

∀ t ∈ 1, ν.
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Отметим, что возможны следующие случаи:

(ν ∈ 2,n− 2) ∨ (ν = n− 1). (3.8)

Замечание 1. Проверим, что при ν = 2 построенные ранее кортежи (3.6) удовлетворяют

условиям (1)–(3). Итак, пусть сейчас ν = 2. В этой связи напомним прежде всего, что

кортежи
(

(ri)i∈1,2 = (ri)i∈1,ν
)

&
(

(zi)i∈0,2 = (zi)i∈0,ν
)

уже построены, r1 ∈ 1,n и r2 ∈ 1,n,

причем r1 6= r2. Далее, в наших предыдущих построениях z0 = (x∗, x∗), z1 ∈ M̃r1 , z2 ∈ M̃r2 .

Поэтому (при ν = 2) имеет место (1). Далее, из (3.3) и (3.5) вытекает (3), где учитывается,

что pr2(z0) = x∗,

1,n \ {rs : s ∈ 1, 0} = 1,n \∅ = 1,n, 1,n \ {rs : s ∈ 1, 1} = 1,n \ {r1}.

Тогда по выбору r1 имеем, что r1 ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1, 0}
)

. Аналогично, по выбору r2
получаем включение r2 ∈ I

(

1,n \ {rs : s ∈ 1, 1}
)

. Таким образом, истинно (2), если ν = 2.
Итак, при ν = 2 все условия (1)–(3) выполнены.

Вернемся к (3.8). Оба случая в (3.8) рассмотрим отдельно.

а) Пусть ν ∈ 2,n− 2. Тогда ν+1 ∈ 3,n− 1. Согласно (3.7), rν ∈ 1,n и zν ∈ X×X . В си-

лу (1) имеем, что zν ∈ M̃rν
, где M̃rν

∈ P ′(Mrν
×Mrν

). При этом M̃rν
= {pr2(z) : z ∈ M̃rν

},

а потому pr2(zν) ∈ M̃rν
. В частности, имеем задачу:

c
(

pr2(zν), pr1(z), 1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

+ cj
(

z, 1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

−→ min,

j ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

, z ∈ M̃j.
(3.9)

Выбираем решение (3.9): rν+1 ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

, zν+1 ∈ M̃rν+1 со свойством

c
(

pr2(zν), pr1(zν+1), 1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

+ crν+1

(

zν+1, 1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

=

= min
j∈I(1,n\{rs : s∈1,ν})

min
z∈M̃j

[

c
(

pr2(zν), pr1(z), 1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

+

+ cj
(

z, 1,n \ {rs : s ∈ 1, ν}
)

]

.

(3.10)

Тогда rν+1 ∈ 1,n и zν+1 ∈ M̃rν+1 × M̃rν+1. Получили кортежи

(ri)i∈1,ν+1 : 1, ν + 1 −→ 1,n, (zi)i∈0,ν+1 : 0, ν + 1 −→ X ×X. (3.11)

При этом согласно (1) и по выбору zν+1 имеем, что

(1′)
(

z0 = (x∗, x∗)
)

& (zt ∈ M̃rt
∀t ∈ 1, ν + 1).

Далее, из (2) имеем по выбору rν+1, что справедливо свойство

(2′) rt ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

∀t ∈ 1, ν + 1.

Наконец, из (3) и (3.10) получаем следующее свойство:

(3′) c
(

pr2(zt−1), pr1(zt), 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

+ crt
(

zt, 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

=

= min
j∈I(1,n\{rs : s∈1,t−1})

min
z∈M̃j

[

c
(

pr2(zt−1), pr1(z), 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

+

+ cj
(

z, 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

]

∀t ∈ 1, ν + 1.
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Итак, мы смогли продолжить каждый из кортежей (3.7) на один шаг (см. (3.11)) с сохра-

нением трех основных свойств: (1) → (1′), (2) → (2′), (3) → (3′). Исследование случая a)

завершено: мы располагаем возможностью продолжения кортежей (3.7) до (3.11) с сохра-

нением всех основных свойств.

б) Пусть теперь у нас справедливо равенство ν = n − 1. Тогда, в частности, в си-

лу (1) zν = zn−1 ∈ M̃rν
. Поскольку rν = rn−1 ∈ 1,n, имеем pr2(zν) = pr2(zn−1) ∈ M̃n−1;

в частности, pr2(zν) = pr2(zn−1) ∈ X0. Далее, при j ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

и z ∈ M̃j

реализуется pr1(z) ∈ M̃j и, в частности, pr1(z) ∈ X0 (см. (2.12)). Получаем задачу

c
(

pr2(zn−1), pr1(z), 1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

+ cj
(

z, 1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

+

+ f
(

pr2(z)
)

−→ min, j ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

, z ∈ M̃j .
(3.12)

Находим решение задачи (3.12): выбираем rn ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

и zn ∈ M̃rn
, для

которых

c
(

pr2(zn−1), pr1(zn), 1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

+ crn
(

zn, 1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

+

+ f
(

pr2(zn)
)

= min
j∈I(1,n\{rs : s∈1,n−1})

min
z∈M̃j

[

c
(

pr2(zn−1), pr1(z), 1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

+

+ cj
(

z, 1,n \ {rs : s ∈ 1,n− 1}
)

+ f
(

pr2(z)
)

]

. (3.13)

Теперь мы имеем (полные) кортежи (ri)i∈1,n : 1,n −→ 1,n, (zi)i∈0,n : 0,n −→ X × X , для

которых (см. (1)–(3), а также свойства rn и zn)

(

z0 = (x∗, x∗)
)

&
(

zt ∈ M̃rt
∀t ∈ 1,n

)

. (3.14)

Кроме того, имеем теперь, что (см. (2), а также свойства rn)

rt ∈ I
(

1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1}
)

∀t ∈ 1,n. (3.15)

Заметим, что комбинация (3) и (3.13), как легко видеть, реализует фактически свойство

жадного алгоритма (в рассматриваемом случае ν = n− 1). Из (3.15) вытекает, что

rt ∈ 1,n \ {rs : s ∈ 1, t− 1} ∀t ∈ 1,n. (3.16)

В свою очередь, из (3.16) следует инъективность, а, следовательно (см. [31, c. 53]), и би-

ективность кортежа индексов, то есть ρ∗
△
= (rt)t∈1,n ∈ P. С учетом (3.1) и (3.15) получаем

теперь, что

ρ∗ ∈ A. (3.17)

С учетом (2.9) и (3.14) получаем также, что (zt)t∈0,n ∈ Z̃ρ∗ [x∗]. Итак, после исполнения

n шагов типа а) и финального шага б) будут реализованы допустимый по предшествованию

маршрут ρ∗ (3.17) и согласованная с ним траектория со стартом в x∗.

Данные построения, осуществлявшиеся при произвольном выборе x∗ ∈ X0, мы реали-

зуем для всех x ∈ X0 (напомним, что X0 — конечное множество и при фиксации старта

из X0 мы использовали жадный и, стало быть, достаточно быстрый алгоритм). Итак, при

x ∈ X0 мы осуществляем построение маршрута ρ[x] ∈ A и траектории
(

z
(x)
t

)

t∈0,n
∈ Z̃ρ[x][x]
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со следующими свойствами:

(

c
(

pr2
(

z
(x)
τ−1

)

, pr1
(

z(x)τ

)

, 1,n \ {ρ[x](s) : s ∈ 1, τ − 1}
)

+

+ cρ[x](τ)
(

z(x)τ , 1,n \ {ρ[x](s) : s ∈ 1, τ − 1}
)

=

= min
j∈I(1,n\{ρ[x](s) : s∈1,τ−1})

min
z∈M̃j

[

c
(

pr2
(

z
(x)
τ−1

)

, pr1(z), 1,n \ {ρ[x](s) : s ∈ 1, τ − 1}
)

+

+ cj
(

z, 1,n \ {ρ[x](s) : s ∈ 1, τ − 1}
)

]

∀τ ∈ 1,n− 1
)

&

&
(

c
(

pr2
(

z
(x)
n−1

)

, pr1
(

z(x)
n

)

, {ρ[x](n)}
)

+ cρ[x](n)
(

z(x)
n
, {ρ[x](n)}

)

+ f
(

pr2
(

z(x)
n

))

=

+ min
z∈M̃ρ[x](n)

[

c
(

pr2
(

z
(x)
n−1

)

, pr1(z), {ρ[x](n)}
)

+ cρ[x](n)
(

z, {ρ[x](n)}
)

+ f
(

pr2(z)
)

])

.

Теперь для всех x ∈ X0 определены значения C̃ρ[x][(z
(x)
t )t∈0,n] ∈ R+. Поэтому определено

m
△
= min

x∈X0
C̃ρ[x]

[

(

z
(x)
t

)

t∈0,n

]

∈ R+ и следующее множество экстремальных точек старта:

X̃0
opt

△
=
{

x ∈ X0 | C̃ρ[x]

[

(

z
(x)
t

)

t∈0,n

]

= m
}

∈ P ′(X0). В частности, X̃0
opt 6= ∅. С учетом этого

выбираем точку x̃0 ∈ X̃0
opt и фиксируем ее в дальнейшем, получая при этом маршрут

ρ
△
= ρ[x̃0] ∈ A. (3.18)

С учетом (3.18) полагаем, что ∀j ∈ 1,n

(Mj
△
= M̃ρ(j)) & (Mj

△
= M̃ρ(j)). (3.19)

Тем самым реализуется биективная перенумерация мегаполисов и связанных с ними отно-

шений. Напомним, что у нас фиксировано N ∈ 2,n− 2 в качестве параметра алгоритма

(конкретное значение N выбирается из условий, связанных с вычислительной реализацией

композиционных решений). Полагаем далее, что

(

M1
△
= {Mi : i ∈ 1, N}

)

&
(

M2
△
= {Mi : i ∈ N + 1,n}

)

, (3.20)

получая два непустых семейства мегаполисов основной задачи; эти семейства отвечают

декомпозиции данной задачи в духе [20–22]. Заметим, однако, что в [20–22] предполага-

лось, что условия предшествования, играющие важную роль при построении алгоритма,

раздельно задаются в предваряющей M1-задаче и в финальной M2-задаче. В нашем же

случае (см. (2.6)–(2.8)) они заданы в основной M-задаче, где

M = {M̃i : i ∈ 1,n} = {Mi : i ∈ 1,n} (3.21)

(учитываем (3.18)). В силу (2.3), (3.19)–(3.21) семейства (3.20) образуют разбиение M:

(

M = M1 ∪M2

)

&
(

M1 ∩M2 = ∅
)

. (3.22)

§ 4. Декомпозиция условий предшествования

В связи с (3.19)–(3.22) и построениями [20–22] рассмотрим вопросы, связанные с выде-

лением условий предшествования для M1- и M2-задачи. Для этого предварительно введем

в рассмотрение множество

K
△
=
{(

ρ−1(pr1(z)), ρ
−1(pr2(z))

)

: z ∈ K
}

∈ P
(

1,n× 1,n
)

, (4.1)
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получающееся несущественным преобразованием K (2.6) в связи с перенумерацией мега-

полисов на основе (3.18). В целях согласования (4.1) с M1-и M2-задачами введем также

множества

K1
△
=
{

z ∈ K |
(

pr1(z) ∈ 1, N
)

&
(

pr2(z) ∈ 1, N
)}

∈ P
(

1, N × 1, N
)

, (4.2)

K′
2

△
=
{

z ∈ K |
(

pr1(z) ∈ N + 1,n
)

&
(

pr2(z) ∈ N + 1,n
)

} ∈ P
(

N + 1,n×N + 1,n
)

. (4.3)

Множество (4.3) целесообразно преобразовать (см. [20–22]) к виду

K2
△
=
{(

pr1(z)−N, pr2(z)−N
)

: z ∈ K′
2

}

∈ P
(

1,n−N × 1,n−N
)

. (4.4)

Будем использовать (4.2) и (4.4) для формализации условий предшествования в предваря-

ющей и финальной задачах соответственно (см. [20–22]).

Предложение 1. Если K0 ∈ P ′(K1), то

∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K0 ∈ P ′(K1). Для вспомогательного множества

K̃0
△
=
{

z ∈ K |
(

ρ−1(pr1(z)), ρ
−1(pr2(z))

)

∈ K0

}

∈ P ′(K) (4.5)

имеем в силу (2.7), что для некоторого z̃0 ∈ K̃0

pr1(z̃0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K̃0. (4.6)

С учетом (4.1) и (4.5) имеем, в частности, что ẑ0
△
=
(

ρ−1(pr1(z̃0)), ρ
−1(pr2(z̃0))

)

∈ K.

При этом в силу (4.5) реализуется включение ẑ0 ∈ K0. Выберем произвольно z∗ ∈ K0.

Тогда z∗ ∈ K (см. (4.2)) и для некоторого z∗ ∈ K z∗ =
(

ρ−1(pr1(z
∗)), ρ−1(pr2(z

∗))
)

, то есть

pr1(z∗) = ρ−1(pr1(z
∗)) и pr2(z∗)=ρ−1(pr2(z

∗)). Получили, что

z∗ ∈ K :
(

ρ−1(pr1(z
∗)), ρ−1(pr2(z

∗))
)

= z∗ ∈ K0.

Из (4.5) вытекает, что z∗ ∈ K̃0 и согласно (4.6) pr1(z̃0) 6= pr2(z
∗). Поскольку ρ ∈ P (см. (2.8),

(3.18)), то ρ−1 ∈ P и, как следствие, ρ−1(pr1(z̃0)) 6= ρ−1(pr2(z
∗)). Получаем теперь (по опре-

делению ẑ0), что pr1(ẑ0) 6= pr2(z∗). Поскольку выбор z∗ был произвольным, установлено,

что ẑ0 ∈ K0: pr1(ẑ0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0. �

Предложение 2. Если K0 ∈ P ′(K2), то непременно

∃z0 ∈ K0 : pr1(z
0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем K0 ∈ P ′(K2). Тогда, в частности, K0 ⊂ 1,n−N ×
× 1,n−N . Из (4.4) вытекает (по выбору K0), что

∀z′ ∈ K0 ∃z′′ ∈ K′
2 : z

′ =
(

pr1(z
′′)−N, pr2(z

′′)−N
)

. (4.7)

С учетом (4.1), (4.3) и (4.7) получаем теперь, что ∀z′ ∈ K0 ∃z ∈ K: z′ =
(

ρ−1(pr1(z))−N,

ρ−1(pr2(z))−N
)

. Введем теперь в рассмотрение следующее множество:

K̃0 △
=
{

z ∈ K |
(

ρ−1(pr1(z))−N, ρ−1(pr2(z))−N
)

∈ K0
}

∈ P ′(K). (4.8)
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Тогда в силу (2.7) для некоторого z̃0 ∈ K̃0 реализуется свойство

pr1(z̃
0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K̃0. (4.9)

Ясно, что (см. (4.8)) z̃0 ∈ K и, в частности, z̃0 ∈ 1,n × 1,n. Из (4.8) имеем по выбору z̃0,

что

ẑ0
△
=
(

ρ−1(pr1(z̃
0))−N, ρ−1(pr2(z̃

0))−N
)

∈ K0. (4.10)

При этом, конечно, pr1(ẑ
0) = ρ−1(pr1(z̃

0)) − N и pr2(ẑ
0) = ρ−1(pr2(z̃

0)) − N , а потому

z̃0 =
(

ρ(pr1(ẑ
0) + N), ρ(pr2(ẑ

0) + N)
)

. Выберем произвольно z∗ ∈ K0. Тогда z∗ ∈ K2

и согласно (4.4) для некоторого z̃∗ ∈ K′
2

z∗ =
(

pr1(z̃
∗)−N, pr2(z̃

∗)−N
)

. (4.11)

Ясно, что z∗ ∈ 1,n−N × 1,n−N , причем в силу (4.11)

z̃∗ =
(

pr1(z̃
∗), pr2(z̃

∗)
)

=
(

pr1(z
∗) +N, pr2(z

∗) +N
)

.

Заметим, что z̃∗ ∈ K и при этом справедливы свойства
(

pr1(z̃
∗) = pr1(z

∗)+N ∈ N + 1,n
)

&

&
(

pr2(z̃
∗) = pr2(z

∗) +N ∈ N + 1,n
)

. Тогда согласно (4.1) для некоторого z∗ ∈ K реализу-

ется равенство

z̃∗ =
(

ρ−1(pr1(z∗)), ρ
−1(pr2(z∗))

)

. (4.12)

С учетом (4.11) получаем равенство z∗ =
(

ρ−1(pr1(z∗)) − N, ρ−1(pr2(z∗)) − N
)

∈ K0.

Из (4.8) получаем теперь очевидное включение z∗ ∈ K̃0. Поэтому согласно (4.9) имеем

свойство pr1(z̃
0) 6= pr2(z∗). Тогда pr1(z̃

0) 6= ρ
(

ρ−1(pr2(z∗)
)

, а потому (см. (4.12)) pr1(z̃
0) 6=

6= ρ(pr2(z̃
∗)). Поскольку ρ−1 ∈ P, получаем, как следствие, что ρ−1

(

pr1(z̃
0)
)

6= pr2(z̃
∗).

Тогда pr2(z
∗) +N 6= ρ−1

(

pr1(z̃
0)
)

. Из (4.10) получаем теперь, что pr1(ẑ0) 6= pr2(z
∗). По-

скольку выбор z∗ был произвольным, установлено, что (см. (4.10)) ẑ0 ∈ K0: pr1(ẑ0) 6= pr2(z)
∀z ∈ K0. �

Из предложений 1 и 2 вытекает, что

(

∀K0 ∈ P ′(K1) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0

)

&

&
(

∀K0 ∈ P ′(K2) ∃z
0 ∈ K0 : pr1(z

0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0
)

.
(4.13)

В силу (4.13) в рассматриваемом варианте K1 и K2 выполнено условие [21, (2.5)], касаю-

щееся условий предшествования в M1- и в M2-задаче.

§ 5. Согласованность условий предшествования

Рассматриваем далее предваряющую, финальную и основную задачи маршрутизации

(две первых задачи возникают в результате применения жадного алгоритма в основной за-

даче); в (3.20), (3.21) указаны соответствующие двум первым задачам наборы мегаполисов.

Введем в рассмотрение

(

P1
△
= (bi)[1, N ]

)

&
(

P2
△
= (bi)[1,n−N ]

)

, (5.1)

после чего рассмотрим непустые (см. (4.13), [27, часть 2]) множества

A1
△
=
{

α ∈ P1 | α
−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K1

}

∈ P ′(P1), (5.2)

A2
△
=
{

β ∈ P2 | β
−1(pr1(z)) < β−1(pr2(z)) ∀z ∈ K2

}

∈ P ′(P2) (5.3)
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маршрутов, допустимых по предшествованию в предваряющей и финальной задачах соот-

ветственно. Следуя [20–22], при α ∈ P1 и β ∈ P2 определяем склеенный маршрут α ⋄ β ∈ P

по правилу

(

(α ⋄ β)(k)
△
= α(k) ∀k ∈ 1, N

)

&
(

(α ⋄ β)(l)
△
= β(l −N) +N ∀l ∈ N + 1,n

)

. (5.4)

В частности, (5.4) можно применять к маршрутам из множеств (5.2), (5.3); элементы

P
△
=
{

pr1(h) ⋄ pr2(h) : h ∈ A1 ×A2

}

=
{

α ⋄ β : α ∈ A1, β ∈ A2

}

∈ P ′(P) (5.5)

рассматриваем в качестве (допустимых) композиционных маршрутов. Всюду в дальнейшем

◦ используется при обозначении композиции (суперпозиции) отображений.

Предложение 3. Если γ ∈ P, то ρ ◦ γ ∈ A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть γ ∈ P. В силу (5.5) можно указать α ∈ A1 и β ∈ A2

со свойством γ = α ⋄ β, а потому согласно (5.4)

(

γ(k) = α(k) ∀k ∈ 1, N
)

&
(

γ(l) = β(l −N) +N ∀l ∈ N + 1,n
)

. (5.6)

Заметим, в частности, что α ∈ P1 и β ∈ P2, см. (5.1). Кроме того, в силу (5.2)

α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K1.

Аналогичным образом из (5.3) вытекает, что

β−1(pr1(z)) < β−1(pr2(z)) ∀z ∈ K2.

Здесь же отметим, что из (2.8) и (3.18), в частности, следует, что ρ ∈ P и ρ−1 ∈ P, а потому

согласно (1.1) имеем при s ∈ 1,n цепочку равенств ρ−1(ρ(s)) = ρ(ρ−1(s)) = s. Заметим, что

ρ ◦ γ = ρ(γ(s))s∈1,n ∈ P и при этом (ρ ◦ γ)−1 ∈ P обладает представлением

(ρ ◦ γ)−1(s) = γ−1(ρ−1(s)) ∀s ∈ 1,n. (5.7)

Иными словами, (ρ ◦ γ)−1 = γ−1 ◦ ρ−1. Выберем произвольно p ∈ 1, N , получая, что

(

γ(p) = α(p)
)

&
(

α−1(p) ∈ 1, N
)

&
(

γ−1(p) ∈ 1,n
)

. (5.8)

Из (1.1), (5.4), (5.6) и (5.8) вытекает, что
(

γ(α−1(p)) = α(α−1(p)) = p
)

&
(

γ(γ−1(p)) = p
)

.

Тогда γ(γ−1(p)) = p = γ(α−1(p)), где α−1(p) ∈ 1,n. Поэтому γ−1(p) = α−1(p) в силу

инъективности γ. Поскольку выбор p был произвольным, установлено

γ−1(j) = α−1(j) ∀j ∈ 1, N. (5.9)

Выберем произвольно q ∈ N + 1,n, получая включение q −N ∈ 1,n−N . Тогда

(

γ(q) ∈ 1,n
)

&
(

β(q −N) ∈ 1,n−N
)

&
(

γ(q) = β(q −N) +N
)

. (5.10)

При этом γ(q) − N = β(q − N) ∈ 1,n−N . Заметим, что β−1 ∈ P2, а тогда определено

β−1(q −N) +N ∈ N + 1,n. Далее учитываем (1.1), (5.10) и получаем, в частности, следу-

ющее равенство q = β(β−1(q−N)) +N , а потому имеем с очевидностью цепочку равенств
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γ(γ−1(q)) = q = β(β−1(q − N)) + N и, кроме того, согласно (5.4) γ(β−1(q − N) + N) =
= β(β−1(q − N)) + N = q − N + N = q. Из двух последних положений извлекает-

ся равенство γ(γ−1(q)) = γ(β−1(q − N) + N), что в силу инъективности γ означает:

γ−1(q) = β−1(q −N) +N . Поскольку выбор q был произвольным, имеем

γ−1(j) = β−1(j −N) +N ∀j ∈ N + 1,n. (5.11)

Выберем произвольно z∗ ∈ K. Тогда (см. (2.6)) pr1(z∗) ∈ 1,n и pr2(z∗) ∈ 1,n. Далее, из (2.8)

и (3.18) получаем неравенство

ρ−1(pr1(z∗)) < ρ−1(pr2(z∗)). (5.12)

Полагаем z∗
△
=
(

ρ−1(pr1(z∗)), ρ
−1(pr2(z∗))

)

; в силу (4.1) z∗ ∈ K и при этом (см. (5.12))

pr1(z
∗) < pr2(z

∗). (5.13)

С учетом (5.7) имеем теперь следующие два очевидные равенства

(

(ρ ◦ γ)−1(pr1(z∗)) = γ−1(pr1(z
∗))
)

&
(

(ρ ◦ γ)−1(pr2(z∗)) = γ−1(pr2(z
∗))
)

, (5.14)

где pr1(z
∗) ∈ 1,n и pr2(z

∗) ∈ 1,n. Учтем равенство 1,n = 1, N ∪N + 1,n. Тогда, поскольку

z∗ =
(

pr1(z
∗), pr2(z

∗)
)

, имеем, что

(

z∗ ∈ 1, N × 1, N
)

∨
(

z∗ ∈ N + 1,n×N + 1,n
)

∨

∨
(

(pr1(z
∗) ∈ 1, N) & (pr2(z

∗) ∈ N + 1,n)
)

∨

∨
(

(pr1(z∗) ∈ N + 1,n) & (pr2(z
∗) ∈ 1, N)

)

.

(5.15)

Однако, в случае
(

pr1(z∗) ∈ N + 1,n
)

&
(

pr2(z
∗) ∈ 1, N

)

реализуется цепочка неравенств

pr2(z
∗) 6 N < N + 1 6 pr1(z

∗) и, как следствие, pr2(z
∗) < pr1(z

∗), что невозможно

(см. (5.13)); поэтому упомянутый случай невозможен и, стало быть (см. (5.15)),

(

z∗ ∈ 1, N × 1, N
)

∨
(

z∗ ∈ N + 1,n×N + 1,n
)

∨

∨
(

(pr1(z
∗) ∈ 1, N) & (pr2(z

∗) ∈ N + 1,n)
)

.
(5.16)

1) Пусть z∗ ∈ 1, N × 1, N , то есть z∗ ∈ K:
(

pr1(z
∗) ∈ 1, N

)

&
(

pr2(z
∗) ∈ 1, N

)

. Поэтому

в силу (4.2) z∗ ∈ K1; тогда согласно (5.2) имеем по выбору α неравенство

α−1(pr1(z
∗)) < α−1(pr2(z

∗)), (5.17)

где α−1(pr1(z
∗)) = γ−1(pr1(z

∗)) и α−1(pr2(z
∗)) = γ−1(pr2(z

∗)), см. (5.9). С учетом (5.17)

получаем неравенство γ−1(pr1(z
∗)) < γ−1(pr2(z

∗)). Итак,

(

z∗ ∈ 1, N × 1, N
)

=⇒
(

γ−1(pr1(z
∗)) < γ−1(pr2(z

∗))
)

. (5.18)

2) Пусть z∗ ∈ N + 1,n × N + 1,n, то есть z∗ ∈ K:
(

pr1(z
∗) ∈ N + 1,n

)

&
(

pr2(z
∗) ∈

∈ N + 1,n
)

. Это означает, что (см. (4.3)) z∗ ∈ K′
2 и согласно (4.4) (pr1(z

∗)−N, pr2(z
∗)−N) ∈

∈ K2. В силу (5.3) имеем по выбору β неравенство β−1(pr1(z
∗) − N) < β−1(pr2(z

∗) − N).
С учетом (5.11) получаем, что γ−1(pr1(z

∗)) < γ−1(pr2(z
∗)). Следовательно,

(

z∗ ∈ N + 1,n×N + 1,n
)

=⇒
(

γ−1(pr1(z
∗)) < γ−1(pr2(z

∗))
)

. (5.19)



А. Г. Ченцов, П. А. Ченцов 531

3) Пусть теперь
(

pr1(z
∗) ∈ 1, N

)

&
(

pr2(z
∗) ∈ N + 1,n

)

. Тогда в силу (5.9) γ−1(pr1(z
∗))=

= α−1(pr1(z
∗)) ∈ 1, N и согласно (5.11) справедливо следующее равенство: γ−1(pr2(z

∗)) =
= β−1(pr2(z

∗)−N) +N ∈ N + 1,n (учитываем, что α−1 ∈ P1 и β−1 ∈ P2 по выбору α и β;
см. (1.1)). В итоге γ−1(pr1(z

∗)) 6 N < N + 1 6 γ−1(pr2(z
∗)). Итак,

((pr1(z
∗) ∈ 1, N)&((pr2(z

∗) ∈ N + 1,n)) =⇒ (γ−1(pr1(z
∗)) < γ−1(pr2(z

∗))). (5.20)

Из (5.16), (5.18)–(5.20) следует, что во всех возможных случаях выполнено неравенство

γ−1(pr1(z
∗)) < γ−1(pr2(z

∗)). С учетом (5.14) получаем неравенство (ρ ◦ γ)−1(pr1(z∗)) <

< (ρ ◦ γ)−1(pr2(z∗)). Поскольку z∗ выбиралось произвольно, установлено, что ρ ◦ γ ∈ P :
(ρ ◦ γ)−1(pr1(z)) < (ρ ◦ γ)−1(pr2(z)) ∀z ∈ K. Из (2.8) вытекает теперь требуемое свойство

ρ ◦ γ ∈ A. �

Таким образом, установлено следующее свойство:

ρ ◦ γ ∈ A ∀γ ∈ P. (5.21)

Свойство (5.21) характеризует естественную согласованность условий предшествования

и допустимых маршрутов в частичных и в основной задаче.

§ 6. Композиционное решение основной задачи

Свойство (5.21) позволяет использовать допустимые маршруты частичных задач по схе-

ме работ [20–22]. Рассмотрим в этой связи вопрос о представлении траекторий. Напомним

соответствующее определение [21, (2.10)]: при x ∈ X0 и γ ∈ P

Zγ [x]
△
=
{

(zt)t∈0,n ∈ Z |
(

z0 = (x, x)
)

&
(

zt ∈ Mγ(t) ∀t ∈ 1,n
)}

∈ Fin(Z); (6.1)

разумеется, в (6.1) рассматриваются траектории посещения мегаполисов из M (3.21). C уче-

том (2.9), (3.19) и (5.21) получаем, однако, что при x ∈ X0 и γ ∈ P

Z̃ρ◦γ [x] =
{

(zt)t∈0,n ∈ Z |
(

z0 = (x, x)
)

&
(

zt ∈ M̃ρ(γ(t)) ∀t ∈ 1,n
)}

= Zγ [x]. (6.2)

В связи с (6.1), (6.2) полезно отметить, что

(ρ ◦ γ, z) ∈ D0[x] ∀x ∈ X0 ∀γ ∈ P ∀z ∈ Zγ[x]. (6.3)

Наконец, из (2.11) и (6.3) вытекает следующее свойство: при x ∈ X0, γ ∈ P и z ∈ Zγ [x]

(ρ ◦ γ, z, x) ∈ D
0. (6.4)

Поэтому (см. (2.13), (6.2)–(6.4)) при x ∈ X0, γ ∈ P и (zt)t∈0,n ∈ Zγ [x] определе-

но C̃ρ◦γ

[

(zt)t∈0,n
]

=
n
∑

t=1

[

c
(

pr2(zt−1), pr1(zt), (ρ ◦ γ)1(t,n)
)

+ c(ρ◦γ)(t)
(

zt, (ρ ◦ γ)1(t,n)
)]

+

+f(pr2(zn)) ∈ R+. Отметим здесь же, что последнее выражение легко преобразуется к виду

C̃ρ◦γ

[

(zt)t∈0,n
]

=

n
∑

t=1

[

c
(

pr2(zt−1), pr1(zt), ρ
1(γ1(t,n))

)

+ cρ(γ(t))
(

zt, ρ
1(γ1(t,n))

)]

+f(pr2(zn)).

(6.5)

Следуя конструкциям [20–22], введем при x ∈ X0 в рассмотрение множество

D̃0[x]
△
=
{

(γ, z) ∈ P× Z | z ∈ Zγ[x]
}

∈ Fin(P× Z) (6.6)
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всех ДР задачи с (M1,M2)-декомпозицией и стартом в x. Наконец, D
△
=
{

(γ, z, x) ∈ P×Z×

×X0 | (γ, z) ∈ D̃0[x]
}

∈ Fin(P×Z×X0) есть множество всех композиционных маршрутных

процессов (МП). Введем ряд вспомогательных множеств, используемых в [20–22]. Так, при

j ∈ 1,n
(

Mj
△
= {pr1(z) : z ∈ Mj} ∈ P ′(Mj)

)

&
(

Mj
△
= {pr2(z) : z ∈ Mj} ∈ P ′(Mj)

)

; с уче-

том (3.19) получаем равенства Mj = M̃ρ(j) и Mj = M̃ρ(j), а из (2.12) имеем, как следствие,

вложения
(

Mj ⊂ X0
)

&
(

Mj ⊂ X0

)

. Более того, поскольку ρ ∈ P, имеем из (2.12) следу-

ющие равенства

(

X0 =
n
⋃

i=1

Mi

)

&

(

X0 =

(

n
⋃

i=1

Mi

)

∪ X0

)

. Теперь введем естественный

вариант функций стоимости, учитывающий эффект перенумерации заданий посредством ρ.

Итак, вводим c̄ ∈ R+

[

X0 × X0 ×N
]

, c̄1 ∈ R+

[

M1 ×N
]

, . . . , c̄n ∈ R+

[

Mn ×N
]

; а именно:

полагаем, что

(

c̄(z,K)
△
= c(z, ρ1(K)) ∀z ∈ X0 × X0 ∀K ∈ N

)

&

&
(

c̄j(z,K)
△
= cρ(j)(z, ρ

1(K)) ∀j ∈ 1,n ∀z ∈ Mj ∀K ∈ N
)

.
(6.7)

Мы сохраняем терминальную компоненту f критерия (2.13), учитывая равенство
n
⋃

i=1

M̃i =

=
n
⋃

i=1

Mi. С учетом (6.5) получаем теперь при x ∈ X0, γ ∈ P и (zt)t∈0,n ∈ Zγ[x], что

Cγ

[

(zt)t∈0,n
] △
=

n
∑

t=1

[

c̄
(

pr2(zt−1), pr1(zt), γ
1(t,n)

)

+ c̄γ(t)
(

zt, γ
1(t,n)

)]

+ f(pr2(zn)) =

=

n
∑

t=1

[

c
(

pr2(zt−1), pr1(zt), ρ
1(γ1(t,n))

)

+ cρ(γ(t))
(

zt, ρ
1(γ1(t,n))

)]

+ f(pr2(zn)) =

= C̃ρ◦γ

[

(zt)t∈0,n
]

,

(6.8)

где учитываются (2.13), (6.5) и (6.7). Из (6.8) и предложения 3 следует, в частности, что

∀x ∈ X0 ∀γ ∈ P ∀z ∈ Zγ[x] ∃γ′ ∈ A ∃z′ ∈ Z̃γ′ [x] : Cγ [z] = C̃γ′ [z′].

Это означает (см. (2.10), (6.6)) справедливость следующего положения:

∀x ∈ X0 ∀(γ, z) ∈ D̃0[x] ∃(γ′, z′) ∈ D0[x] : Cγ[z] = C̃γ′ [z′].

C учетом (2.14) получаем, конечно, что ∀x ∈ X0 ∀(γ, z) ∈ D̃0[x]

V0[x] 6 Cγ[z]. (6.9)

Из (6.9) имеем теперь (см. (6.6)) при x ∈ X0 очевидное неравенство

V0[x] 6 min
(γ,z)∈D̃0[x]

Cγ[z].

Используя (2.15), получаем с очевидностью, что

Ṽ 6 min
(γ,z)∈D̃0[x]

Cγ[z] ∀x ∈ X0. (6.10)

Как следствие из (6.10) извлекается следующее финальное неравенство:

Ṽ 6 min
x∈X0

min
(γ,z)∈D̃0[x]

Cγ [z]. (6.11)
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Теперь, обращаясь к [20–22], заметим, что в правой части (6.11) задействован на самом

деле (A1,A2)-композиционный экстремум: оптимизируя (γ, z, x) ∈ D (или, что то же самое,

последовательно x ∈ X0, (γ, z) ∈ D̃0[x]), мы реализуем (A1,A2)-композиционное решение

в виде (композиционного) МП, доставляющего значение правой части (6.11).

Сейчас мы совсем кратко напомним основные понятия, связанные с постановкой ком-

позиционной задачи, для которой точный алгоритм решения указан в [20–22]. Итак, здесь

мы используем критерий (6.8). Тогда при x ∈ X0 рассматриваем задачу

Cγ[z] −→ min, (γ, z) ∈ D̃0[x],

с фиксированным стартом; этой задаче сопоставляется экстремум

Ṽ [x]
△
= min

(γ,z)∈D̃0[x]
Cγ [z] ∈ R+, (6.12)

а также (непустое) экстремальное множество

(sol)[x]
△
=
{

(γ, z) ∈ D̃0[x] | Cγ[z] = Ṽ [x]
}

∈ P ′(D̃0[x]).

В качестве основной композиционной задачи рассматриваем следующую:

Cγ[z] −→ min, (γ, z, x) ∈ D; (6.13)

задаче (6.13) сопоставляется (подробнее см. в [20–22]) экстремум V и (непустое) экстре-

мальное множество SOL:

V
△
= min

(γ,z,x)∈D
Cγ[z] = min

x∈X0
Ṽ [x] ∈ R+, (6.14)

SOL
△
= {(γ, z, x) ∈ D|Cγ[z] = V} ∈ P ′(D).

Напомним, наконец, задачу оптимизации старта

Ṽ [x] −→ min, x ∈ X0,

с экстремумом V и экстремальным множеством

X0
opt

△
=
{

x ∈ X0 | Ṽ [x] = V
}

∈ P ′(X0).

Из (6.10) и (6.12) получаем, что V0[x] 6 Ṽ [x] ∀x ∈ X0. Далее, из (6.11) и (6.14) имеем

очевидное неравенство Ṽ 6 V.

Для решения композиционной задачи (6.13) был использован алгоритм [21, раздел 4],

основанный на раздельном применении ДП в предваряющей и финальной задачах марш-

рутизации. Мы ограничимся сейчас рассмотрением двух примеров применения комбини-

рованного алгоритма настоящей работы (включая обучение декомпозиции и последующую

оптимизацию композиционного МП) в задаче управления инструментом при фигурной ли-

стовой резке деталей на машинах с ЧПУ.

Итак, полагаем далее, что X — невырожденный прямоугольник на плоскости R × R,

получая случай плоской задачи. Мегаполисы получаются дискретизацией эквидистант кон-

туров, содержащихся в X (по сути — самих контуров, поскольку эквидистанты полагаются

очень близкими к упомянутым контурам). Условия предшествования в рассматриваемых

примерах соответствуют естественному для инженерной практики требованию: для каждой

детали резка ее внутренних контуров должна предшествовать резке внешнего контура. Мы
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будем рассматривать случай деталей с отверстиями; данным отверстиям как раз и отвеча-

ют внутренние контуры (полагаем для простоты, что деталей, вложенных в другие детали,

у нас нет). В обоих примерах n = 40 и N = 20. Множество K выбиралось по разному;

при этом в первом примере |K| = 20, а во втором — |K| = 30. Было проведено три типа

расчетов.

1. Рассматривался случай, когда кластеры M1 и M2 задавались «вручную», после чего

применялось ДП.

2. Применялось построение кластеров на основе жадного алгоритма; в рамках данных

построений также осуществлялась (частичная) оптимизация МП, включая выбор точ-

ки старта.

3. Полное решение комбинированным алгоритмом с обучением кластеризации и после-

дующим применением ДП, что соответствует основному содержанию настоящей ра-

боты.

Во всех случаях, наряду с условиями предшествования, учитывались ограничения теп-

лового характера, что достигалось применением конструкций работы [32], связанных с вве-

дением штрафов. Последнее приводило к появлению функций стоимости, допускающих

зависимость от списка заданий. Эти функции отождествлялись (в отсутствии штрафов)

всякий раз с временем выполнения соответствующей операции (время холостого хода при

внешних перемещениях, время рабочего хода при выполнении внутренних работ, связан-

ных с резкой). Терминальная компонента критерия (функция f ) определяется временем

холостого хода при возвращении в начало координат (точка парковки инструмента) и про-

порциональна, следовательно, соответствующему значению евклидовой нормы. В случа-

ях 1, 3 построен оптимальный композиционный МП. В случае 2 указано (также в виде МП)

жадное решение.

В первом примере множество X0 было получено дискретизацией границы прямоуголь-

ника с вершинами (далее размеры даются в мм) (0, 0), (0, 943), (1167, 943), (1167, 0), точки,

формирующие X0, выбирались с шагом 100. При этом |M1| = |M2| (N выбиралось только

из соображений выравнивания размерности частичных задач). В случае 1 был получен экс-

тремум V = 89.4 (здесь и далее время в секундах) и найдена точка старта (0, 700). Время

счета 39 сек. В случае 2 получено значение критерия 92.4 при той же точке старта. Нако-

нец, в случае 3 (композиционное решение с кластеризацией, найденной в случае 2 на основе

жадного алгоритма) получено V = 88 при точке старта (0, 800). Время счета 38 сек.

Во втором примере было увеличено число адресных пар (как уже отмечалось, |K| = 30)
при тех же n и N . Прямоугольник, определяющий построение X0 путем дискретизации

с шагом 100, здесь задается вершинами (0, 0), (0, 1930), (3560, 1930), (3560, 0). Здесь так-

же исследовались варианты 1–3. В случае 1 найдены оптимальный композиционный МП,

V = 105.1 и точка старта (1480, 0). Время счета 1 мин. 1 сек. Для варианта 2 получено зна-

чение критерия 109.9 и точка старта (3560, 1220). Время счета 38 сек. Главным итогом

процедуры здесь является построение кластеров M1 и M2. С их использованием в слу-

чае варианта 3 построен (в условиях (M1,M2)-декомпозиции) оптимальный МП, найдены

V = 102.7 и точка старта (3560, 1220). Время счета 1 мин. 10 сек.

Итак, в обоих примерах вариант 3 характеризуется улучшением достигаемого результата

при вполне удовлетворительном времени счета (на рис. 1, 2 иллюстрируется случай 3).
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Рис. 1. Маршрут и трасса обхода множеств для первого примера

Рис. 2. Маршрут и трасса обхода множеств для второго примера
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Issues related to solving the additive problem of sequential traversal of sets with precedence restrictions

and cost functions that allow dependence on the list of tasks are considered. The basic method is a

broadly understood dynamic programming (DP), supplemented in the case of problems of appreciable

dimension by decompositions of the family of tasks and transformation of the parameters of the original

problem. Possible applications are related, in particular, to the problem of tool control in figured sheet

cutting of parts on CNC machines. In this problem, an important circumstance is taking into account

the precedence conditions, which have, in particular, the following meaning: in the case of a part with

holes, cutting of each of the internal contours (corresponding to the holes) should precede cutting of

the external contour. The quality criterion itself in this problem, as a rule, is additive. Another type

of constraints concerns avoiding thermal deformations of parts. When using the approach with penalties

for violating the conditions associated with effective heat dissipation during cutting, cost functions arise

that allow dependence on the list of tasks completed to date. Note that in another applied problem,

namely, in the problem of dismantling radiation hazardous objects, cost functions arise with dependence

on the list of tasks that have not been completed at the moment (and, consequently, concern the objects

that have not been dismantled). As a result, we arrive at a very general problem with precedence

constraints and cost functions with dependence on the list of tasks. The decomposition applied in the

case of a noticeable dimensionality with subsequent implementation of the DP requires, on the one hand,

the development of clustering methods, and, on the other, the construction of an adequate structure for

distributing global precedence conditions among clusters. In the theoretical part of the work, the case of

two clusters is discussed, which makes it possible to cover with a single scheme a number of practically

interesting problems of a range (in terms of dimensionality) type. An algorithm for constructing a

composite solution is indicated, including a stage of clustering training based on a greedy algorithm. This

“composite” algorithm is implemented on a PC; a computational experiment was carried out.
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