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�àññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ìåòàåìûõ

òåë: ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû Íàâüå�Ñòîêñà, îñðåäíåííûõ ïî �åéíîëüä-

ñó (RANS � Reynolds-averaged Navier�Stokes), ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè è ïðÿìîå ÷èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå (DNS � Dire
t Numeri
al Simulation). Òåñòèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäõîäîâ

ïðîâîäèòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáòåêàíèÿ òåë âðàùåíèÿ ñ ïðîñòîé ãåîìåòðèåé: ñ�åðû è öèëèíäðà

ñ êîíè÷åñêîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè

ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ìàõà. Ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ îáòåêàíèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ òåë ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì, ïîëó÷åííûì ïî ìåòîäèêàì RANS è DNS. Àïðîáàöèÿ

ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ äëÿ ìåòàåìîãî òåëà (ñíàðÿäà) õàðàêòåðíîé �îðìû.

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ ñíàðÿäà äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà ïà-

ðàìåòðîâ: ÷èñåë Ìàõà è óãëîâ íóòàöèè. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ

ñîïðîòèâëåíèÿ ñ ýìïèðè÷åñêèìè ýòàëîííûìè çàâèñèìîñòÿìè ïî çàêîíàì 1943 è 1958 ãîäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à âíåøíåãî îáòåêàíèÿ, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, îñðåäíåíèå ïî �åéíîëüäñó, ïðÿ-

ìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, êîý��èöèåíò àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèä-

ðîìåõàíèêà.

Ââåäåíèå

Ïðîåêòèðîâàíèå è ðàçðàáîòêà íîâûõ âèäîâ ñíàðÿäîâ ðàçëè÷íîãî òèïà è íàçíà÷åíèÿ îòíî-

ñÿòñÿ ê òàêîìó òèïó ïðèêëàäíûõ çàäà÷, êîãäà ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò �îðìà ðàçðàáàòû-

âàåìîãî îáúåêòà. Ñíàðÿä îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåóïðàâëÿåìûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ñ òðàåê-

òîðèåé ïîëåòà â ïëîòíûõ ñëîÿõ àòìîñ�åðû [1℄. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåëî âðàùåíèÿ, �îðìà

êîòîðîãî çàâèñèò îí íàçíà÷åíèÿ è óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ. Ñðåäè äàííîé êàòåãîðèè ëåòàòåëüíûõ

àïïàðàòîâ ìîæíî âûäåëèòü áàëëèñòè÷åñêèå ñíàðÿäû ñ íàñòèëüíûìè òðàåêòîðèÿìè, ñòàáèëèçà-

öèÿ êîòîðûõ â ïîëåòå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò âðàùåíèÿ âîêðóã ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè. Ñîçäàíèå

íîâîãî îáðàçöà ñíàðÿäà ïîäðàçóìåâàåò ðåøåíèå çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ ðàöèîíàëüíîé �îðìû,

òàê êàê îñíîâîïîëàãàþùåå çíà÷åíèå èìååò ïîâåäåíèå ñíàðÿäà íà òðàåêòîðèè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé àýðîäèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó. Äî ñèõ ïîð áîëüøèíñòâî íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ îïûòíî-

êîíñòðóêòîðñêèõ ðàáîò, â ðàìêàõ êîòîðûõ ðåøàëèñü àýðîäèíàìè÷åñêèå çàäà÷è îáòåêàíèÿ òåëà,

îïèðàëèñü íà äàííûå �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ó÷èòûâàÿ ìíîãîîáðàçèå ïàðàìåòðîâ, âëèÿ-

þùèõ íà õàðàêòåðèñòèêè ðàçðàáàòûâàåìîãî îáúåêòà, òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì äàííûõ, ïî-

ëó÷åíèå êîòîðîãî ñ ïîìîùüþ �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíûì

è çàòðàòíûì.

Ïðèìåíåíèå òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ, îñíîâàííûõ íà ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ ñî-

ïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, çàêîí Ñèà÷÷è, ¾çàêîí 1943 ãîäà¿ èëè ¾çàêîí 1958

ãîäà¿, ÿâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíûì èç-çà îòëè÷èÿ �îðì ãîëîâíûõ ÷àñòåé ýòàëîííûõ è ðàçðàáà-

òûâàåìûõ òåë âðàùåíèÿ [2℄.

Â êîíòåêñòå âñåãî âûøåñêàçàííîãî íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. ×èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà îáòåêàíèÿ òåëà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèâíûì ìåòîäîì

èññëåäîâàíèÿ åãî àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà

ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â êîðîòêèå ñðîêè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè (�îñçàäàíèå � 1.1481.2014/Ê).
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Òåì ñàìûì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñïîñîáåí åñëè íå ïîëíîñòüþ, òî âî ìíîãîì çàìåíèòü äîðî-

ãîñòîÿùóþ ñòåíäîâóþ îáðàáîòêó.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è âíåøíåãî îáòåêàíèÿ äëÿ óòî÷-

íåíèÿ ýòàëîííûõ ýìïèðè÷åñêèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñî-

ïðîòèâëåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòàåìûõ òåë ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû (â òîì ÷èñëå

äëÿ íîâûõ ñïðîåêòèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé).

� 1. Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ íà äâèæåíèå òåëà âðàùåíèÿ ïî òðàåêòîðèè (�îð-

ìû ïðî�èëÿ, ìåòåîóñëîâèé (òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè è íàïðàâëåíèÿ âåòðà), óãëîâ

ïîëîæåíèÿ îñè ñèììåòðèè òåëà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè (óãëîâ íóòàöèè è ïðåöåññèè))

áûëà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáòåêàíèÿ òåëà ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì

ãàçà. �àññìàòðèâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è: ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ ñïëîøíîé ñðåäû Íàâüå�Ñòîêñà, îñðåäíåííûõ ïî �åéíîëüäñó (RANS � Reynolds-averaged

Navier�Stokes), ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè è ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

(DNS � Dire
t Numeri
al Simulation). Ïåðâûé ïîäõîä òðåáóåò íàìíîãî ìåíüøå âû÷èñëèòåëü-

íûõ ðåñóðñîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé

àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáòåêàåìîãî òåëà â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ. Îäíàêî âòîðîé ïîäõîä áîëåå ñîâåðøåíåí, òàê êàê îñíîâàí íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè

íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ýìïèðè÷åñêèõ ìî-

äåëåé è êîíñòàíò. Ñ ïîìîùüþ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì çà ñ÷åò èñïîëüçîâà-

íèÿ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà îðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òî÷íûå

ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è îòëàäêè ÷èñëåííîé ìåòîäèêè,

îñíîâàííîé íà ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, îñðåäíåííûõ ïî �åéíîëüäñó.

Â ìåòîäå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�

Ñòîêñà äëÿ íåîñðåäíåííûõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ïóëüñàöèé ïàðàìåòðîâ â òóð-

áóëåíòíîì ïîòîêå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïîäðîáíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè è ìåòîäîâ àï-

ïðîêñèìàöèè âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ñîãëàñíî òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäîáèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîòîêà äîëæíî â ïðèíöèïå çàâèñåòü îò ÷èñëà �åéíîëüäñà, õàðàêòåðè-

çóþùåãî âëèÿíèå ñèë âÿçêîñòè â ãàçå. Â óñëîâèÿõ âûñîêîñêîðîñòíîãî ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ

àâòîìîäåëüíîñòü ïî ÷èñëó �åéíîëüäñà íàñòóïàåò ïðè Re > (1...5) · 106. Â ðàáîòå [3℄, íàïðè-

ìåð, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ÷èñëàõ �åéíîëüäñà, áîëüøèõ 106, âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ òðàíñçâóêîâîãî

òå÷åíèÿ â êàíàëå áëèçêè ê çíà÷åíèÿì íåâÿçêîãî ðàñ÷åòà.

Ñèñòåìàòè÷åñêèìè ýêñïåðèìåíòàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî âëèÿíèå ÷èñëà Ìàõà íà àýðîäèíàìè-

÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çàìåòíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèM∞ > 0.7. �àññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå âûñîêî-
ñêîðîñòíûå ñâåðõçâóêîâûå òå÷åíèÿ èìåþò õàðàêòåðíûå ÷èñëà �åéíîëüäñà, ïðåâîñõîäÿùèå 106,
è ÷èñëà Ìàõà îò 1.5 äî 5. Â ýòîì ñëó÷àå êàðòèíà òå÷åíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé ÷èñëà

Ìàõà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîãî âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî òå÷åíèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùèé âèä [4℄:
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∂x
,

Φrθ =
1

2

(

1

r
·
∂Vr

∂θ
+

∂Vθ

∂r
−

Vθ

r

)

, Φθx =
1

2

(

∂Vθ

∂x
+

1

r

∂Vx

∂θ

)

, Φxr =
1

2

(

∂Vx

∂r
+

∂Vr

∂x

)

,

à äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà

div V =
∂Vx

∂x
+

1

r
·
∂

∂r
r · Vr +

1

r
·
∂Vθ

∂θ
.

Çäåñü x, r, θ, t � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è âðåìÿ; ρ � ïëîòíîñòü, êã/ì; Vx, Vr, Vθ �

êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, ì/ñ; P � äàâëåíèå, Ïà; T � òåìïåðàòóðà, Ê ; ρE � ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ äëÿ åäèíèöû îáúåìà; λ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, Âò/(ì Ê).

Ïåðåìåííûå ρ, ρVx, ρVr, ρVθ, ρE ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè, îïðåäåëÿåìûìè â ðåçóëüòàòå ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèé (1)�(5). Â óðàâíåíèè (5) èñêëþ÷àåòñÿ òåìïåðàòóðà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ Ìåíäåëååâà�Êëàïåéðîíà

P = ρRT,

ãäå R � óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1)�(5) áûëà ïðèìåíåíà ñëåäóþùàÿ ìåòîäèêà. Ïåðâûå ïðî-

èçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâó àïïðîêñèìèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé WENO-ñõåìû

(Weighted Essentially Non-Os
illatory) ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [5℄. Ìåòîä WENO îòíîñèòñÿ
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ê ìåòîäàì ðåêîíñòðóêöèè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé ñ àâòîìàòè÷åñêèì àíàëèçîì ãëàäêîñòè ÷èñëåí-

íûõ ðåøåíèé, èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êîìáèíàöèè âñåõ äîïóñòèìûõ øàá-

ëîíîâ. Äè��óçèîííûå ñëàãàåìûå ðàññ÷èòûâàëèñü íà ñèììåòðè÷íîì øàáëîíå ñ ïîìîùüþ öåí-

òðàëüíûõ ðàçíîñòåé ñ øåñòûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñõåìà WENO áîëåå

çàòðàòíà ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé, ÷åì, íàïðèìåð, öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà,

îäíàêî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü êàê óäàðíûå âîëíû, òàê è ñëîæíûå ãëàäêèå ñòðóêòóðû, ñâîé-

ñòâåííûå ñâåðõçâóêîâûì òå÷åíèÿì. Ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (1)�(5) èíòåãðèðîâàëèñü ñî âòîðûì

ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. TVD-ñõåìà (Total Variation Diminishing) �óíãå�Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà,

èñïîëüçóåìàÿ â ðàáîòå, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [6℄:

U
(1) = U

n +∆tL(Un),

U
(n+1) =

1

2
U

n +
1

2
U

1 +
1

2
∆tL(U(1)).

Çäåñü L � êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ-

÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèè èäåè WENO, ìåòîäà öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé âûñîêîãî

ïîðÿäêà è TVD-ìåòîäà �óíãå�Êóòòû. �àñ÷åòû íà îñíîâå ìåòîäà DNS âûïîëíÿëèñü íà ìíîãî-

ïðîöåññîðíîì ñóïåðêîìïüþòåðå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóð ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñ÷åòà.

Â îñíîâå ïîäõîäà �åéíîëüäñà ëåæèò èäåÿ ðàçäåëåíèÿ âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ âåëè÷èí íà ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ïóëüñàöèè [7℄. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé �åéíîëüäñà äëÿ îñðåäíåííûõ ïàðàìåòðîâ òðåáóåò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíå-

íèé, òàê êàê ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü çàìûêàíèÿ ñèñòåìû, ââèäó ïîÿâëåíèÿ íîâîé íåèçâåñò-

íîé âåëè÷èíû � òåíçîðà íàïðÿæåíèé �åéíîëüäñà. Â êà÷åñòâå ïðîöåäóðû çàìûêàíèÿ âûáðàíà

k−ε-ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó, â êîòîðîì äîáàâëåíî

âëèÿíèå ïóëüñàöèè ñðåäíåé ñêîðîñòè (â âèäå òóðáóëåíòíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè) è ïðîöåññà

óìåíüøåíèÿ ýòîé ïóëüñàöèè çà ñ÷åò âÿçêîñòè (äèññèïàöèè). Â äàííîé ìîäåëè ðåøàåòñÿ äâà äî-

ïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ òðàíñïîðòà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè k è ñêîðîñòè

äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè ε [8℄:

∂ρk

∂t
+

∂ρujk

∂xj
=

∂

∂xj

((

µm +
µt

σk

)

∂k

∂xj

)

+ µtS
2
− ρε, (6)

∂ρε

∂t
+

∂ρujε

∂xj
=

∂

∂xj

((

µm +
µt

σε

)

∂ε

∂xj

)

+ C1ε
ε

k
µtS

2
− C2ερ

ε2

k
, (7)

ãäå ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïî êîîðäèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì xi; Cµ = 0.09, C1ε =
= 1.44, C2ε = 1.92, σk = 1.0, σε = 1.3 � êîý��èöèåíòû ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè; µm � ìîëåêó-

ëÿðíàÿ âÿçêîñòü; µt � òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü. Ïàðàìåòð S2
îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

S2 = 2S2
11 + 2S2

22 + 2S2
33 + (S12 + S21)

2 + (S13 + S31)
2 + (S23 + S32)

2 ,

ãäå Sij =
1
2

(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

� ìàòðèöà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òóðáóëåíòíîé ñîñòàâëÿþùåé äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè èñïîëüçóåòñÿ âûðà-

æåíèå

µt = ρCµ
k2

ε
.

Îïèñàííûé âûøå ïîäõîä íà îñíîâå îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé �åéíîëüäñà RANS ðåàëèçî-

âàí ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè æèäêîñòåé è ãàçîâ Fluent ïðîãðàììíîãî ïàêåòà

ANSYS 15.0. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ïðè îáòåêà-

íèè òåëà ïîòîêîì ãàçà ðåøàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y, z).
Äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Êîíâåêòèâíûå
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а           б 

�èñ. 1. Òåíåâàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïðè îáòåêàíèè òåë ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì, M = 3.0:
à) ñ�åðà; á ) öèëèíäð ñ êîíè÷åñêîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ

÷ëåíû óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè, èìïóëüñà è ýíåðãèè, à òàêæå óðàâíåíèé ìîäåëè òóðáóëåíòíî-

ñòè (6)�(7) àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Äè��óçèîííûå ñëàãàåìûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè, òàêæå îáëàäàþùè-

ìè âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. �àñ÷åòû âûïîëíÿëèñü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

� 2. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ âûøåîïèñàííûõ ìåòîäèê ðåøàëàñü çàäà÷à îáòåêàíèÿ òåë âðàùåíèÿ

ñ �èêñèðîâàííîé ãåîìåòðèåé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ

ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ìàõà. Òåíåâûå êàðòèíû îáòåêàíèÿ ñ�åðû è öèëèíäðà ñ êîíè÷åñêîé ãî-

ëîâíîé ÷àñòüþ âûñîêîñêîðîñòíûì ïîòîêîì ñ ÷èñëîì Ìàõà 3.0, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

DNS, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 1. Ïåðåä ñ�åðîé âèäíà îòîøåäøàÿ ãîëîâíàÿ âîëíà è ïðèìûêàþ-

ùàÿ ê íîñîâîé ÷àñòè óäàðíàÿ âîëíà, èìåþùàÿ ìåñòî ïðè îáòåêàíèè öèëèíäðà ñ êîíè÷åñêîé

ãîëîâíîé ÷àñòüþ.

�ðà�èêè ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè îáòåêàåìûõ òåë, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ

ìåòîäèêè RANS 
 ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè k − ε è ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ DNS,

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2. Âèäèì õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ. Òî÷êà èçëîìà ãðà�èêà

äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû íà ðèñóíêå 2, à ñîîòâåòñòâóåò êîñîé óäàðíîé âîëíå íà ðèñóí-

êå 1, à), ðåçêîå óìåíüøåíèå äàâëåíèÿ íà ðèñóíêå 2, á ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó êîíè÷åñêîé ÷àñòè

òåëà â öèëèíäðè÷åñêóþ.

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ Cx, ïîëó÷åííîãî ðàñ÷åò-

íûì ïóòåì, ñ äàííûìè �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà [9℄. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà îäíà êðèâàÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì, òàê êàê ìåòîäû RANS è DNS äàþò ïî÷òè îäèíàêîâûå

(íå îòëè÷àþùèåñÿ áîëåå ÷åì íà 1 %) ðåçóëüòàòû. Äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 2, ìî-

ãóò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá ýòîì. �ðà�èêè äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, ëåæàò

áëèçêî äðóã ê äðóãó, ñîîòâåòñòâåííî, êîý��èöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ, ÿâëÿÿñü èíòåãðàëüíûìè

âåëè÷èíàìè, áóäóò ñîâïàäàòü.

� 3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îáòåêàíèÿ ñíàðÿäà

Àïðîáàöèÿ ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèëàñü äëÿ ìåòàåìîãî òåëà (ñíàðÿ-

äà) õàðàêòåðíîé �îðìû, äëÿ êîòîðîé ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ÷àñòè: íîñîâàÿ, îæèâàëüíàÿ,
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè òåëà, M = 3.0:
à) ñ�åðà; á ) öèëèíäð ñ êîíè÷åñêîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ

0,4

0,6

0,8
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M

C x

Сфера (расчет)

(эксперимент [9])

Конус-цилиндр (расчет)

(эксперимент [9])

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ Cx îò ÷èñëà Ìàõà
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�èñ. 4. �åîìåòðèÿ ñíàðÿäà (1 � íîñîâàÿ; 2 � îæèâàëüíàÿ; 3 � öèëèíäðè÷åñêàÿ; 4 � ïîÿñêîâàÿ; 5 � äîííàÿ

÷àñòü) è ðàñ÷åòíàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà â ìåòîäå RANS

-0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

�èñ. 5. Òåíåâàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïðè îáòåêàíèè ñíàðÿäà, M = 3.0

öèëèíäðè÷åñêàÿ, ïîÿñêîâàÿ, äîííàÿ (ðèñ. 4). Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäõîäàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû ðàñ÷åòíûõ ñåòîê. Â ìåòîäå RANS ñòðîèòñÿ íåðåãóëÿð-

íàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñî ñãóùåíèåì óçëîâ â îáëàñòÿõ âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ ïàðàìåòðîâ

(ðèñ. 4). Â ìåòîäå DNS èñïîëüçóåòñÿ ïîäðîáíàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñåòêà.

Ïðè äâèæåíèè ìåòàåìûõ òåë ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ îñíîâíóþ ÷àñòü ñîïðîòèâëåíèÿ

äâèæåíèþ ñíàðÿäà ñîñòàâëÿþò âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå (60�70%) è äîííîå ñîïðîòèâëåíèå (20�

30%), âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí è çîíû ðàçðÿæåíèÿ çà äíîì ñíàðÿ-

äà. Ñîïðîòèâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî òðåíèÿ ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 10% îò îáùåãî ñîïðîòèâëåíèÿ

äâèæåíèþ [10℄.

Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíî ïîëå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ñíàðÿäà. Ïåðåä

íîñîâîé ÷àñòüþ ñíàðÿäà îáðàçóåòñÿ êîíè÷åñêàÿ óäàðíàÿ âîëíà, íà �ðîíòå êîòîðîé ñêà÷êîì

ìåíÿåòñÿ äàâëåíèå è ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Óäàðíûå âîëíû ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòè

�îðìèðóþòñÿ â ðåçóëüòàòå âîçìóùåíèÿ ïîòîêà íà âûñòóïàõ ïîÿñêîâîé ÷àñòè è íà äîííîì ñðåçå.

Çà äíèùåì ñíàðÿäà îáðàçóåòñÿ çîíà ñ ïîíèæåííûì äàâëåíèåì.

Íà ðèñóíêå 6 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñíàðÿäà ïðè

îáòåêàíèè åãî ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ñ ÷èñëîì Ìàõà M = 3.0.

Ïðåäñòàâëåííûå äàííûå ïîêàçûâàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäèê ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ RANS è DNS.

�ðà�èêè, êàê è ïîëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, õîðîøî ñîîòíîñÿòñÿ. Íàèáîëüøèå ðàñõîæäå-

íèÿ íàáëþäàþòñÿ â íîñîâîé ÷àñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 (â îáëàñòè âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ)
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�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñíàðÿäà ïðè ëîáîâîì îáòåêàíèè, M = 3.0
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�èñ. 7. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ Cx îò ÷èñëà Ìàõà

è íà äíèùå ñíàðÿäà.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé �îðìû ñíàðÿäà áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîý��èöèåíòà ëîáîâîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ äëÿ ñòàáèëèçèðîâàííîãî äâèæåíèÿ (óãîë ìåæäó îñüþ ñíàðÿäà è âåêòîðîì ñêîðîñòè

δ = 0◦) â ñâåðõçâóêîâîì äèàïàçîíå ÷èñåë Ìàõà. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ îò

÷èñëà Ìàõà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 7. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ãðà�èêå ïðèâåäåíû òàêæå ýìïèðè÷åñêèå

ýòàëîííûå çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ïî çàêîíàì 1943 è 1958 ãîäîâ.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñíàðÿäà ñ ýìïèðè÷åñêèìè

çàâèñèìîñòÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî êà÷åñòâåííî ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü ñîâïàäàåò ñ çàâèñèìîñòüþ

äëÿ êîý��èöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ ïî çàêîíó 1958 ã., êîëè÷åñòâåííî ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ íà 10�

20% íèæå ýòàëîííûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó 1958 ã. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé

ñ ýòàëîííûìè, îïðåäåëåííûìè ïî çàêîíó 1943 ã., ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ M < 3.3 ðàñ÷åòíûå

çíà÷åíèÿ âûøå ýòàëîííûõ, äëÿ M > 3.3 ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ íèæå. Â ïðàêòèêå

èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ó÷åòà ðåàëüíûõ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñíàðÿäà ââîäèòñÿ

êîý��èöèåíò �îðìû, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì [10℄

ix(M) =
Cx(M)

Ce
x(M)

,

ãäå Cx(M) � ðåàëüíûé êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ; Ce
x(M) � ýòàëîííûé êîý��èöèåíò ñî-

ïðîòèâëåíèÿ.

Âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè âñëåäñòâèå âîçìóùåíèé îñü ìåòàåìîãî òåëà ìîæåò ñî-

âåðøàòü êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà
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�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñíàðÿäà, M = 3.0; δ = 10◦
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�èñ. 9. Ïîïðàâî÷íûå êîý��èöèåíòû ó÷åòà óãëà íóòàöèè ñíàðÿäà äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ìàõà:

à) kx(δ); á ) ky(δ)

àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Îòêëîíåíèå îñè ñíàðÿäà îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè îïðåäå-

ëÿåòñÿ óãëîì íóòàöèè δ, äâèæåíèå ñ÷èòàåòñÿ óñòîé÷èâûì äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ δ = 0÷ 20◦.
Ïðè íåñèììåòðè÷íîì îáòåêàíèè ñíàðÿäà (óãîë íóòàöèè δ = 10◦) äàâëåíèå íà äâóõ ñòîðîíàõ

ñíàðÿäà áóäåò ðàçëè÷àòüñÿ (ðèñ. 8). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âîçíèêàåò íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ Fy (ñ÷èòàåì, ÷òî îòêëîíåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè xOy).

Êîý��èöèåíòû ïðîäîëüíîé (ëîáîâîé) è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Cx(M, δ) = kx(δ)Cx(M),

Cy(M, δ) = ky(δ)Cx(M),

ãäå kx(δ), ky(δ) � ïîïðàâî÷íûå êîý��èöèåíòû, ó÷èòûâàþùèå óãîë íóòàöèè ñíàðÿäà; Cx(M) �
êîý��èöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñòàáèëèçèðîâàííîãî ñíàðÿäà (δ = 0◦).

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè àýðîäèíàìè÷åñêèõ êî-

ý��èöèåíòîâ îò óãëà íóòàöèè. �ðà�èêè ïîïðàâî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ kx(δ), ky(δ) äëÿ óãëîâ

íóòàöèè δ = 0 ÷ 10◦ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 9. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïîçâîëÿþò îïðå-

äåëèòü èçìåíåíèå àýðîäèíàìè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ñíàðÿäà ïðè îòêëîíåíèè îñè ñíàðÿäà îò

íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿòü àýðîäèíà-

ìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáòåêàåìîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé �îðìû (íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ êîý�-
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�èöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ çàâèñèìî-

ñòåé è ñïîñîáåí âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëíîñòüþ çàìåíèòü íàòóðíûå èñïûòàíèÿ. Îáå îïèñàííûå

ìåòîäèêè, îñíîâàííûå íà ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè è ðåøåíèè óðàâíåíèé �åéíîëüä-

ñà, óäà÷íî ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îáòåêàíèÿ. Ñòîèò

îòìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê â óêàçàííîì ñâåðõçâóêîâîì äèà-

ïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåäïî÷òèòåëüíûì âàðèàíòîì âûáîðà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä RANS, òàê

êàê òðåáóåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî îáúåìà ìàøèííûõ ðåñóðñîâ.
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Mathemati
al simulation of supersoni
 air�ow around the rotary body

Keywords: external �ow, Reynolds-averaged Navier�Stokes, dire
t numeri
al simulation, drag 
oe�
ient,


omputational hydrodynami
s.

MSC: 76N15

Two approa
hes to the problem of numeri
al simulation of streamlined bodies air�ow are 
onsidered. These

approa
hes are: numeri
al 
al
ulation of the Reynolds-averaged Navier�Stokes equations (RANS) using

the turbulen
e model and dire
t numeri
al simulation (DNS). Testing of the 
onsidered approa
hes were


ondu
ted by solving the problem of �ow past bodies of revolution with simple geometries: sphere and


one 
ylinder, for whi
h values of drag 
oe�
ient at di�erent Ma
h numbers are known. Qualitative and

quantitative 
omparison of the results for the supersoni
 �ow (modelled by RANS and DNS methods) around

the bodies under 
onsideration are 
arried out. The numeri
al simulation method is tested by 
onsidering
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the missile body (proje
tile) of 
hara
teristi
 shape. The numeri
al simulation results for the �ow around the

proje
tile are presented for a wide range of parameters: Ma
h numbers and angles of nutation. The 
al
ulated

values of the drag 
oe�
ients are 
ompared to the empiri
al referen
e dependen
ies a

ording to the laws of

1943 and 1958.
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