
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2014. Âûï. 3

ÓÄÊ 532.511


© Ê.Ñ. Êîëåãîâ

Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ ÊÂÀÇÈÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ È ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÒÅ×ÅÍÈÉ Â ÈÑÏÀ�ßÞÙÅÉÑß ÊÀÏËÅ

Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÂßÇÊÎÑÒÈ

1

Â ðàáîòå îïðåäåëåíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïîäõîäà â ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè

æèäêîñòè, èñïàðÿþùåéñÿ ñ ïîäëîæêè (ïðè ïîñòîÿííîé ïëîùàäè êîíòàêòà) è â îòêðûòîé öèëèíäðè÷å-

ñêîé ÿ÷åéêå êàïëè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü. Íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé (ñ ïîëíîé �îðìîé çàïèñè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ) è êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðå-

øàþòñÿ ÷èñëåííî. �àñ÷åòû ïðîâåäåíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ è êàïèëëÿðíîãî

÷èñëà íà ïðèìåðå êàïåëü âîäû è ýòèëåíãëèêîëÿ. Àíàëèç ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî íà �èíàëü-

íîé ñòàäèè èñïàðåíèÿ êàïëè ÷èñòîãî ðàñòâîðèòåëÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ

ìîäåëåé, ðàñõîäÿòñÿ. Íà êîíå÷íîì ýòàïå ïðîöåññà ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ, âû÷èñëåííàÿ ñ ïî-

ìîùüþ íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè, òî÷íåå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ÷åì ðåçóëüòàò,

ïîëó÷åííûé íà áàçå êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïîäõîäà. Ýòîò �àêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà ïîñëåäíåé ñòà-

äèè èñïàðåíèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå ïëîõî ðàáîòàåò ââèäó ñòðåìèòåëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî

èçìåíåíèÿ òîëùèíû ïëåíêè è áîëüøèõ çíà÷åíèé ñêîðîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èñïàðÿþùàÿñÿ êàïëÿ, ðàäèàëüíîå òå÷åíèå, êàïëÿ íà ïîäëîæêå, ïèííèíã, îòêðûòàÿ

öèëèíäðè÷åñêàÿ ÿ÷åéêà.

Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ êîìïåíñàöèîííîé ïðèðîäû â âûñûõàþùåé êàïëå � çàäà÷à àêòóàëü-

íàÿ, îíà èíòåðåñíà êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðè âûñûõàíèè

êàïåëü íà ïîäëîæêå íàáëþäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, íàïðèìåð ¾ý��åêò êî�åéíûõ êîëåö¿ [1℄,

çàêëþ÷àþùèéñÿ â �îðìèðîâàíèè êîëüöåâûõ ñòðóêòóð, èëè îáðàçîâàíèå áåëêîâîãî âàëèêà [2,3℄

â ñëó÷àå êàïëè áèîæèäêîñòè. Ó êàïåëüíûõ ñèñòåì åñòü ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñ�åðàõ äå-

ÿòåëüíîñòè: ïðîèçâîäñòâî ìàòåðèàëîâ è ñîçäàíèå ñòðóêòóðèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé íà ìèêðî-

è íàíîóðîâíå [4℄, ìåäèöèíà è áèî�èçèêà [5, 6℄, ðàçðàáîòêà íîâûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ [7℄

è äðóãèå. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ðàññìàòðèâàå-

ìûõ îòêðûòûõ ñèñòåìàõ, êðàéíå âàæíî, â òîì ÷èñëå è èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ æèäêîñòè, âû-

çâàííîå èñïàðåíèåì. Ïîäðîáíî óçíàòü î òåêóùåì ñîñòîÿíèè äåë ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî,

ê ïðèìåðó, â îáçîðíûõ ðàáîòàõ [8, 9℄.

Çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ

òå÷åíèÿ è ìàññîïåðåíîñ âíóòðè èñïàðÿþùèõñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè êàïåëü, ïîñëå-

äîâàòåëåé Ôèøåðà [10℄ è Äèãàíà ñ ñîàâòîðàìè [1℄. Ýòè ìîäåëè îñíîâàíû íà êâàçèñòàöèîíàðíîì

ïîäõîäå è ïðèáëèæåíèè ñìàçêè. Â ìîäåëè Äèãàíà è äð. [1℄ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè

âñåãî ïðîöåññà �îðìà êàïëè íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì

ñåãìåíòîì. Äàííûé êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä íå îòâå÷àåò íà âîïðîñ î ñèëàõ, âûçûâàþùèõ òå÷åíèÿ.

Òàêîâûìè ñèëàìè ÿâëÿþòñÿ ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ

òå÷åíèé èìåííî èç-çà îòêëîíåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè êàïëè îò ðàâíîâåñíîé �îðìû. Â ðàáî-

òå Ôèøåðà [10℄ èñïîëüçóåòñÿ óïðîùåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ èç óðàâíåíèé Íàâüå�

Ñòîêñà ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ñìàçêè. Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [11℄ èçó÷àëñÿ íåñòàöèîíàðíûé

ïîäõîä ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè â èñïàðÿþùåéñÿ êàïëå. Îäíîìåðíàÿ

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ (ïðîåêò 14.A18.21.2086) è �ÔÔÈ (ïðîåêò 13�01�90711).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�., ä.�.-ì. í. Þ.Þ. Òàðàñåâè÷ó è ïðî�., ä.�.-ì. í. À.È. Ëîáàíîâó çà ñîâåòû

è çàìå÷àíèÿ, âûñêàçàííûå ïðè ÷òåíèè ðóêîïèñè.
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íåñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü [11℄ âêëþ÷àåò óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ñè-

ñòåìû ñ ïåðåìåííîé ìàññîé. Â [11℄ äëÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëàñü óêîðî÷åííàÿ �îðìà

çàïèñè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (áåç ó÷åòà âÿçêîñòè), ÷òî ïîçâîëèòåëüíî ëèøü ïðè ìàëûõ çíà÷å-

íèÿõ êàïèëëÿðíîãî ÷èñëà. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèëè ñðàâíèòü êâàçèñòàöèîíàðíûé

è íåñòàöèîíàðíûé ïîäõîäû. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êàïèëëÿðíîãî ÷èñëà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå íà áàçå äâóõ ìîäåëåé, ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè êâàçèñòàöèîíàðíîé ìî-

äåëè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè àíàëèç ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è ñðàâíèòü ðåçóëü-

òàòû, ïîëó÷åííûå íà áàçå íåñòàöèîíàðíîãî è êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïîäõîäîâ, ñ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûìè äàííûìè.

� 1. Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) êàïëÿ ÷èñòîãî ðàñòâîðèòåëÿ ïîêîèòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì íåïðîíèöàåìîì îñíîâàíèè â ðå-

æèìå çàêðåïëåííîé òðåõ�àçíîé ãðàíèöû ¾æèäêîñòü�ãàç�ïîäëîæêà¿ (ïèííèíã);

2) æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â îòêðûòîé öèëèíäðè÷åñêîé ÿ÷åéêå.

Âíåøíèå óñëîâèÿ ñëåäóþùèå: äâèæåíèå âîçäóøíûõ ìàññ îòñóòñòâóåò, íîðìàëüíîå àòìîñ�åðíîå

äàâëåíèå, êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà, ãèäðî�èëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îñíîâàíèÿ, òåìïåðàòóðû ïîä-

ëîæêè (ÿ÷åéêè), âîçäóõà è æèäêîñòè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûå.

�àññìàòðèâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ êàïëÿ. Îñü z íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïîä-
ëîæêå â öåíòðå êàïëè. Îñíîâàíèå (äíî ÿ÷åéêè) ñîîòâåòñòâóåò z = 0. Â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè èç

âíèìàíèÿ èñêëþ÷àåì óãëîâóþ ïåðåìåííóþ. Ñ÷èòàåì, ÷òî òîëùèíà æèäêîãî ñëîÿ ìàëà. Âûñîòà

òîíêîé êàïëè ìíîãî ìåíüøå äèàìåòðà îñíîâàíèÿ (ÿ÷åéêè), ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíè-

åì îäíîìåðíîé ìîäåëè ñ óñðåäíåííîé ïî òîëùèíå æèäêîãî ñëîÿ ðàäèàëüíîé ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó îïèøåì â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàòàõ (r, t), ãäå 0 6 r 6 R,
R � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êàïëè (ÿ÷åéêè), íîëü ñîîòâåòñòâóåò öåíòðó îñíîâàíèÿ êàïëè, t > 0.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òå÷åíèÿ êîìïåíñàöèîííîé ïðèðîäû, èñêëþ÷èâ èç âíèìàíèÿ

òåðìîêàïèëëÿðíûå è òåðìîãðàâèòàöèîííûå ïîòîêè [12, 13℄. Êðèòåðèé, îïðåäåëÿþùèé èíòåí-

ñèâíîñòü òåðìîêàïèëëÿðíîãî òå÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ìàðàíãîíè [14℄:

Ma =
λLDvap(1−H)csat(Ta)

θ(0)σ(Ta)k
,

ãäå T∗ = Ta � òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû, θ(t) � êðàåâîé óãîë, csat(T∗) � êîíöåíòðàöèÿ íà-

ñûùåííîãî ïàðà âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè êàïëè, σ(T∗) � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî

íàòÿæåíèÿ, λ = −dσ/dT∗, H � îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü, Dvap � êîý��èöèåíò äè��óçèè

ïàðà â àòìîñ�åðó, L � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, k � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè æèäêî-

ñòè. Â [14℄ ïðèâåäåíà îöåíêà ÷èñåë Ìàðàíãîíè äëÿ êàïåëü àöåòîíà (Ma = 0.14), ìåòàíîëà
(Ma = 7.6 · 10−2

) è âîäû (Ma = 2.6 · 10−3
). Îöåíêà ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ âîäû ñêîðîñòü òå÷å-

íèÿ Ìàðàíãîíè ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêèìè ëåòó÷èìè æèäêîñòÿìè, êàê àöåòîí

è ìåòàíîë. ×èñëî �ýëåÿ [8, 13℄ Ra =
gβR3∆T

νχ
îïðåäåëÿåò òåðìîãðàâèòàöèîííóþ íåóñòîé÷è-

âîñòü (g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, β � êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, ∆T �

ðàçíîñòü òåìïåðàòóðû íà ñâîáîäíîì êðàþ è âåðøèíå êàïëè, ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷å-

ñêîé âÿçêîñòè, χ � òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü). Äëÿ êàïëè âîäû ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå

ν ≈ 10−6
m

2
/s [13℄, β ≈ 1.94 · 10−4

K

−1
[13℄, ∆T ≈ 0.3 K [15℄, χ ≈ 1.44 · 10−7

m

2
/s [13℄. Ïðè

R = 0.5 · 10−3
m â ñëó÷àå ñ êàïëåé âîäû êðèòåðèé Ra ≈ 0.5. Óñëîâèÿ äëÿ êîíâåêöèè ðýëååâñêî-

ãî òèïà ðåàëèçóþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì íàãðåâå ïîäëîæêè èëè ïðè áûñòðîì èñïàðåíèè

æèäêîñòè, êîãäà ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå îõëàæäåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè [8℄. Â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ñëó÷àå íåçàòóõàþùàÿ êîíâåêöèÿ âî âñåì îáúåìå ñ îáðàçîâàíèåì ÿ÷ååê �ýëåÿ�Áåíàðà

íå âîçíèêàåò. Â ñëó÷àå òîíêîé êàïëè òåìïåðàòóðà âäîëü òîëùèíû æèäêîãî ñëîÿ ïðàêòè÷åñêè
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ïîñòîÿííàÿ áëàãîäàðÿ òåðìîäè��óçèè. Äëÿ êàïëè âîäû âûñîòîé h0 = 10−4
m âðåìÿ âûðàâíè-

âàíèÿ òåìïåðàòóðû âäîëü âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðèìåðíî ðàâíî h2
0
/χ ≈ 0.07 s.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçìåð êàïëè íå ïðåâûøàåò êàïèëëÿðíóþ äëèíó. Â ýòîì ñëó÷àå êàïèëëÿðíûå

ñèëû äîìèíèðóþò íàä îáúåìíûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñèëîé òÿæåñòè ïðåíåáðåãàåì.

Ïîëàãàåì ìåäëåííîå èñïàðåíèå, ïðè êîòîðîì ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ìàë. Íåçíà÷èòåëüíîå

èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü ïîâåðõíîñòè êàïëè è îòñóòñòâèå â æèäêîñòè ïðèìåñåé ïîçâîëÿþò

îãðàíè÷èòüñÿ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì êîý��èöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. �àññìàòðèâà-

åòñÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü.

� 2. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé [11℄ çàïèñûâàåòñÿ êàê
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ν

r

∂

∂r

(

r
∂u

∂r

)

− νu

r2
+

νr

h

∂h

∂r

∂

∂r

(u

r

)

, (2.2)

ãäå h(r, t) � âûñîòà êàïëè, u(r, t) � ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ, J(r, t) � ïëîòíîñòü ïîòîêà

ïàðà, P (r, t) � äàâëåíèå, l(r, t) =

√

1 +

(

∂h

∂r

)2

.

Äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ (2.1) è (2.2) çà îñíîâíûå âåëè÷èíû ñ íåçàâèñèìîé ðàçìåðíîñòüþ

âûáåðåì õàðàêòåðíóþ äëèíó Lc = Rε2 (ε = h0/R), ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ è õàðàêòåðíóþ ñêî-

ðîñòü Vc. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè áåðåì âÿçêóþ ñêîðîñòü Vc = η/(ρLc), ãäå
η � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, η = νρ. Ñ ó÷åòîì âûáðàííûõ ìàñøòàáîâ ââåäåì õàðàêòåðíûé ìàñ-

øòàá âðåìåíè Tc = Lc/Vc. Âûðàçèì ÷åðåç îñíîâíûå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû äàâëåíèå P = ρV 2
c P̃ ,

ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàðà J = ρVcJ̃ . Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ðàçìåðíûå âåëè÷èíû òîãäà áóäóò

ïðåäñòàâëåíû â âèäå u = ũVc, r = r̃Lc, h = h̃Lc, t = Tct̃ (çíàêîì � îáîçíà÷åíû áåçðàçìåðíûå âå-

ëè÷èíû). Ñ ó÷åòîì âûáðàííûõ õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò áåçðàçìåðíûé

âèä

∂h̃

∂t̃
+

1

r̃

∂(r̃h̃ũ)

∂r̃
= −J̃ l, (2.3)

∂ũ

∂t̃
+ ũ

∂ũ

∂r̃
= −∂P̃

∂r̃
+

1

r̃

∂

∂r̃

(

r̃
∂ũ

∂r̃

)

− ũ

r̃2
+

r̃

h̃

∂h̃

∂r̃

∂

∂r̃

(

ũ

r̃

)

. (2.4)

Íåîáõîäèìî çàäàòü âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà P =

= σ (1/R1 + 1/R2), ãäå R1 è R2 � ðàäèóñû êðèâèçíû, R1 = l3
∣

∣

∣

∣

∂2h

∂r2

∣

∣

∣

∣

−1

, R2 = rl

∣

∣

∣

∣

∂h

∂r

∣

∣

∣

∣

−1

. Åñëè

ñ÷èòàòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü êàïëè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû,

òî P = −σ

(

1

l3
∂2h

∂r2
+

1

rl

∂h

∂r

)

. Áåçðàçìåðíîå çàìûêàþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ äàâëåíèÿ çàïèñû-

âàåòñÿ êàê P̃ = − 1

Ca

(

1

l3
∂2h̃

∂r̃2
+

1

r̃l

∂h̃

∂r̃

)

, ãäå êàïèëëÿðíîå ÷èñëî Ca = η2/(ρσLc). Äëÿ ñëó÷àÿ

òîíêîé êàïëè l ≈ 1, òîãäà

P̃ = − 1

Ca

1

r̃

∂

∂r̃

(

r̃
∂h̃

∂r̃

)

, (2.5)

âûðàæåíèå (2.5) èñïîëüçîâàëîñü â [10℄. Ñ ó÷åòîì l ≈ 1 óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (2.3) ïðèìåò

âèä

∂h̃

∂t̃
+

1

r̃

∂(r̃h̃ũ)

∂r̃
= −J̃ . (2.6)
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Ïðèâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.4), (2.6) ñ çàìûêàþùèì ñîîòíîøåíèåì (2.5) ê äðóãîìó âè-

äó. Ïðîèíòåãðèðóåì ïðîèçâîäíóþ îò äàâëåíèÿ Ca

∫ r̃

0

∂P̃

∂r̃
dr̃ = −

∫ r̃

0

∂

∂r̃

(

1

r̃

∂

∂r̃

(

r̃
∂h̃

∂r̃

))

dr̃, ïî-

ëó÷èì Ca∆P̃ = − 1

r̃

∂

∂r̃

(

r̃
∂h̃

∂r̃

)
∣

∣

∣

∣

∣

r̃

0

= − 1

r̃

(

∂h̃

∂r̃
+ r̃

∂2h̃

∂r̃2

)
∣

∣

∣

∣

∣

r̃

0

, ãäå ∆P̃ = P̃ (r̃, t̃) − P̃ (0, t̃). Ñ ó÷åòîì

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â öåíòðå

∂h̃(0, t̃)

∂r̃
= 0 [10℄ âûðàæåíèå ïðèìåò âèä Ca r̃∆P̃ = − ∂

∂r̃

(

r̃
∂h̃

∂r̃

)

.

Èíòåãðèðóåì åùå ðàç Ca

∫ r̃

0

r̃∆P̃ dr̃ = −r̃
∂h̃

∂r̃
. Ââåäåì íîâóþ �óíêöèþ W̃ =

1

r̃

∫ r̃

0

r̃∆P̃ dr̃, W̃ �

èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå (ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå) äàâëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè óðàâ-

íåíèå

W̃ = − 1

Ca

∂h̃

∂r̃
. (2.7)

Íà îñíîâàíèè (2.5) è (2.7) ãðàäèåíò äàâëåíèÿ çàïèøåì êàê

∂P̃

∂r̃
=

∂

∂r̃

(

1

r̃

∂(r̃W̃ )

∂r̃

)

. (2.8)

Ââåäåì åùå îäíî óðàâíåíèå,

Ψ̃ =
∂ũ

∂r̃
, (2.9)

îïèñûâàþùåå ñêîðîñòü ñäâèãà (ãðàäèåíò ñêîðîñòè). Ñ ó÷åòîì (2.7), (2.8) è (2.9) óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ (2.4) ïðèìåò âèä

∂ũ

∂t̃
+

(

ũ− 1

r̃
+

CaW̃

h̃

)

Ψ̃ = − ∂

∂r̃

(

1

r̃

∂(r̃W̃ )

∂r̃

)

+
∂Ψ̃

∂r̃
+

CaW̃ r̃ũ

h̃r̃2
− ũ

r̃2
. (2.10)

Â èòîãå ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè âêëþ÷àåò (2.6), (2.7), (2.9) è (2.10).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ êâàçèñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü, îñíîâàííóþ íà ðåçóëüòàòàõ [10℄.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ýòîé ìîäåëè âêëþ÷àåò (2.6) è (2.7) ñ çàìûêàþùèì ñîîòíîøåíèåì

ũ = − ∂

∂r̃

(

1

r̃

∂(r̃W̃ )

∂r̃

)

h̃2

3
. (2.11)

Îñòàåòñÿ çàäàòü âèä çàìûêàþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ J . Ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàðà ìîæåò èç-

ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé îêðóæàþùåé ñðåäû (àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà,

âëàæíîñòü è ò. ï.). Äëÿ ñëó÷àÿ êàïëè íà ïîäëîæêå ñðàâíåíèå äâóõ ìîäåëåé ïðîâåäåì íà ïðè-

ìåðå ìîäåëüíîãî çàêîíà èñïàðåíèÿ [10℄

J̃ =
1− exp(−A(r̃ − R̃)2)

K + h̃
E, (2.12)

E, K è A � ðåãóëèðóåìûå ïàðàìåòðû. ×èñëî A çàäàåò, êàê èíòåíñèâíî J ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

íà ñâîáîäíîì êðàþ êàïëè, íåðàâíîâåñíûé ïàðàìåòð K îïðåäåëÿåò ðàçíîñòü ñêîðîñòè èñïàðå-

íèÿ â öåíòðå êàïëè è åå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âáëèçè ïåðè�åðèè (K → 0 â ñëó÷àå áûñòðî

èñïàðÿþùåéñÿ æèäêîñòè è K → ∞ äëÿ íåëåòó÷åé æèäêîñòè), ÷èñëî èñïàðåíèÿ E çàäàåò èí-

òåíñèâíîñòü ïåðåõîäà æèäêîñòè â ïàð. Â [10℄ äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàðà

áûëè âçÿòû äðóãèå õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû, ïîýòîìó ÷èñëî èñïàðåíèÿ âõîäèëî íå â àïïðîêñè-

ìàöèîííîå âûðàæåíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàðà, à íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè.

Ìîäåëüíûé çàêîí èñïàðåíèÿ (2.12) èñïîëüçîâàëñÿ Ôèøåðîì [10℄ äëÿ ñëó÷àÿ êàïëè ðàçáàâëåí-

íîãî êîëëîèäíîãî ðàñòâîðà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷àñòèöû, íàêàïëèâàÿñü îêîëî ëèíèè òðåõ-

�àçíîé ãðàíèöû, áëîêèðóþò èñïàðåíèå. Ñêîðåå âñåãî, îáðàùåíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà
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ïàðà íà ëèíèè êîíòàêòà òðåõ �àç â íîëü õàðàêòåðíî â îáùåì äëÿ ïèííèíãà (ïðè÷èíîé �èêñà-

öèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ìîæåò áûòü íàëè÷èå â ðàñòâîðå êîëëîèäíûõ ÷àñòèö èëè øåðîõîâàòîñòü

ïîäëîæêè). Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ñâÿçàíî ñî ñëåäñòâèåì, âûòåêàþùèì èç óðàâíåíèÿ íåðàç-

ðûâíîñòè. Ïðåäñòàâèì (2.6) â ñëåäóþùåì âèäå:

∂h̃

∂t̃
= −h̃

∂ũ

∂r̃
− ũ

∂h̃

∂r̃
− h̃ũ − J̃ . Ïîëó÷àåì, ÷òî

J̃(R̃, t̃) = 0, òàê êàê h̃(R̃, t̃), ũ(R̃, t̃) è
∂h̃(R̃, t̃)

∂t̃
ðàâíû íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (J̃(R̃, t̃) 6= 0)

ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà ñìåùàåòñÿ è èñïàðåíèå ïðîèñõîäèò â ðåæèìå ïîñòîÿííîãî êðàåâîãî óãëà.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïàðåíèÿ æèäêîñòè èç ÿ÷åéêè âîñïîëüçóåìñÿ ìîäåëüíûì çàêîíîì [16℄

J̃ =

1− exp

(

−m
√

1− r̃2/R̃2

)

(1− exp(−m))
√

1− r̃2/R̃2

E, (2.13)

ãäå m � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â äàííîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (2.6) ñëåäóåò,

÷òî J̃(R̃, t̃) 6= 0, òàê êàê h̃(R̃, t̃) 6= 0.

� 3. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñèëó îñåâîé

ñèììåòðèè

∂h̃(0, t̃)

∂r̃
= 0. (3.1)

Âûñîòà êàïëè íà ïåðè�åðèè

h̃(R̃, t̃) = 0. (3.2)

Ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ â öåíòðå êàïëè è íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå îáðàùàåòñÿ

â íîëü [10, 15℄,

ũ(0, t̃) = ũ(R̃, t̃) = 0. (3.3)

Íà ãðàíèöå r̃ = 0 ïðîèçâîäíàÿ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè

∂Ψ̃(0, t̃)

∂r̃
= 0, (3.4)

òàê êàê ïðè r → 0 u ∼ r [11, 15℄. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïðî�èëÿ êàïëè çàïèøåì êàê

h̃(r̃, 0) = εR̃
(

1− (r̃/R̃)2
)

, (3.5)

òàê êàê ñ÷èòàåì, ÷òî �îðìà êàïëè â âèäå ñ�åðè÷åñêîãî ñåãìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ êàïèëëÿðíû-

ìè ñèëàìè. Ïàðàáîëè÷åñêîå âûðàæåíèå (3.5) ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì òàêîé �îðìû,

åñëè êàïëÿ òîíêàÿ. �àññìîòðèì íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Èñïàðåíèå íà÷èíà-

åòñÿ ñðàçó ïîñëå íàíåñåíèÿ êàïëè íà ïîäëîæêó. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ êàïëè íà ãîðèçîíòàëüíîì

îñíîâàíèè ïðîèñõîäèò åå ðàñòåêàíèå, òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òå÷åíèå

ïðèñóòñòâóåò [17℄. Åñëè ñðàçó ïîñëå ðàçìåùåíèÿ êàïëè îñòàíîâèòü åå èñïàðåíèå, íàêðûâ êîë-

ïàêîì, è ïîäîæäàòü äî ìîìåíòà, ïîêà òå÷åíèå ïðåêðàòèòñÿ, à ïîòîì óáðàòü êîëïàê è ñ÷èòàòü

ýòîò ìîìåíò íà÷àëîì èçó÷àåìîãî ïðîöåññà, òî

ũ(r̃, 0) = 0. (3.6)

Ïðè ðàññìîòðåíèè æèäêîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ÿ÷åéêå íåêîòîðûå êðàåâûå óñëîâèÿ èçìå-

íÿòñÿ. Âìåñòî (3.2) è (3.5) ïîëó÷àåì

h̃(R̃, t̃) = h̃(r̃, 0) = εR̃, (3.7)

òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå h0 � ýòî íå òîëüêî íà÷àëüíàÿ òîëùèíà æèäêîãî ñëîÿ, íî è âûñî-

òà ÿ÷åéêè. Òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî æèäêîñòü çà�èêñèðîâàíà ó âåðõíåé ãðàíèöû ñòåíêè ÿ÷åéêè

(íàïðèìåð, êàê â ýêñïåðèìåíòå [18℄).
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� 4. Ïàðàìåòðû ìîäåëè

Ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè â [10℄ èñïîëüçîâàëèñü äâà õàðàêòåðíûõ ðàçìåðà (âûñîòà è ðàäèóñ

îñíîâàíèÿ êàïëè). Çàâèñèìîñòü ìåæäó êàïèëëÿðíûì ÷èñëîì äàííîé ðàáîòû è ïàðàìåòðîì [10℄

ñëåäóþùàÿ: Ca = ε2Caf (èíäåêñîì f îáîçíà÷åí ïàðàìåòð [10℄). Â ðàñ÷åòàõ Ôèøåðà [10℄ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: Ca−1

f ≫ E è Ca−1

f ≈ E. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ [10℄

ïîêàçàëè, ÷òî ïðè Ca−1

f ≫ E �îðìà êàïëè ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìà îò ðàâíîâåñíîé. Åñëè

æå Ca−1

f ≈ E, òî íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå îòêëîíåíèå �îðìû êàïëè îò ñ�åðè÷åñêîãî ñåã-

ìåíòà. Ôåíîìåí îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè êàïèëëÿðíîãî ÷èñëà èñïàðåíèå

è âÿçêîñòü äîìèíèðóþò íàä ñèëîé ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ [10℄. Êàê ýòî ñîîòíîñèòñÿ ñ ýêñ-

ïåðèìåíòîì, íåèçâåñòíî. Äëÿ êàïëè âîäû Ôèøåð ïîëó÷àë çíà÷åíèÿ Caf â äèàïàçîíå îò 10−2

äî 10, èçìåíÿÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû (ε è R).
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ðàññìîòðèì êàïëè äâóõ ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ñîñòàâîâ: âîäà è ýòè-

ëåíãëèêîëü. Âûáðàííûå ïàðàìåòðû çàäà÷è è �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà âåùåñòâ ïðèâåäåíû â òàáëè-

öå 1. Äëÿ êàïëè âîäû ïàðàìåòðû ïîäîáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòîì [15℄, ýòî ñëó÷àé,

êîãäà Ca ≪ 1. Â [15℄ èçìåðÿëàñü ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ â êàïëå äèñòèëëèðîâàííîé

âîäû îáúåìîì 0.12 ± 0.3 µl ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ îêîëî 1 mm è íà÷àëüíîé âûñîòîé êàïëè

îêîëî 0.18 mm. Â ýêñïåðèìåíòå �èäæåðà è äð. [18℄ ñ èñïàðÿþùåéñÿ èç öèëèíäðè÷åñêîé ÿ÷åéêè

êàïëåé ýòèëåíãëèêîëÿ îáúåìîì îêîëî 193 pl, ðàäèóñîì R ≈ 100 µm è âûñîòîé h0 ≈ 6 µm òàêæå

èçìåðÿëàñü ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü. Ïî ñðàâíåíèþ ñ âîäîé ýòèëåíãëèêîëü � áîëåå âÿçêàÿ è ìå-

íåå ëåòó÷àÿ æèäêîñòü. Âûñîêàÿ âÿçêîñòü è ìàëîå çíà÷åíèå àñïåêòíîãî îòíîøåíèÿ ε ïîçâîëÿþò
ðàññìîòðåòü èíòåðåñóþùèé ñëó÷àé, êîãäà Ca ≫ 1.

Òàáëèöà 1. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà æèäêîñòåé (ïðè òåìïåðàòóðå 20◦Ñ) è ïàðàìåòðû çàäà÷è

Ñâîéñòâà/ ïàðàìåòðû Âîäà Ýòèëåíãëèêîëü

Âÿçêîñòü, η (sPa) 10−3 20 · 10−3

Ïëîòíîñòü, ρ (kg/m

3
) 998 1113

Êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, σ (N/m) 72.8 · 10−3 46.1 · 10−3

�àäèóñ îñíîâàíèÿ êàïëè, R (m) 0.6 · 10−3 10−4

Àñïåêòíîå ñîîòíîøåíèå, ε = h0/R 0.3 0.06

Êàïèëëÿðíîå ÷èñëî, Ca 2 · 10−4
22

Êàïèëëÿðíàÿ äëèíà íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

√

σ/(g∆ρ), ãäå ∆ρ � ðàçíîñòü ïëîòíîñòè æèäêî-

ñòè è ãàçà. Äëÿ ýòèëåíãëèêîëÿ êàïèëëÿðíàÿ êîíñòàíòà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíÿåòñÿ 2.1 · 10−3
m,

äëÿ âîäû � 2.7 · 10−3
m. Îöåíèòü ðàçìåðû æèäêîñòè ìîæíî êàê

3
√
V , ãäå V � îáúåì êàï-

ëè. Äëÿ êàïëè íà ïîäëîæêå V = πh2
0
(3R0 − h0) /3, R0 = 0.5

(

h0 +R2/h0
)

� ðàäèóñ ñ�åðû, â

êîòîðóþ âïèñàíà êàïëÿ. Â ñëó÷àå ñ ÿ÷åéêîé V = h0πR
2
. Îáúåìû ðàññìàòðèâàåìûõ æèäêî-

ñòåé ñîñòàâëÿþò ïðèìåðíî 0.2 è 100 nl. Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ

3
√
V , ïðèìåðíî ðàâíûå 5.73 · 10−5

m

è 0.46 · 10−3
m. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå ðàçìåðû ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà ñèëîé

òÿæåñòè äîïóñòèìî ïðåíåáðå÷ü.

Àñïåêòíîå îòíîøåíèå â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïîäõîäå, îñíîâàííîì íà ïðèáëèæåíèè ñìàçêè,

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ε ≪ 1. Â ïðåäëàãàåìîé íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè íåò òàêîãî

ñòðîãîãî òðåáîâàíèÿ. Õîòü â ðàññìîòðåíèå è áåðåòñÿ òîíêàÿ êàïëÿ, íî îíà íå îáÿçàòåëüíî

äîëæíà áûòü ïîõîæà íà ïëåíêó, êîãäà êðàåâîé óãîë θ → 0. Îäíàêî Ëàðñîí [9℄ óïîìèíàåò, ÷òî

ïðåäøåñòâóþùèå ðàñ÷åòû [19℄ ñëåäñòâèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñìàçêè â ñî÷åòàíèè ñ ýëåêòðîñòàòè÷å-

ñêîé àíàëîãèåé äëÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàðà [1℄ ïîêàçàëè ñîãëàñóþùèåñÿ ðåçóëüòàòû ñ ðåøåíèåì

ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîäåëè [19℄ è ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ [20℄ áåç ñèí-

ãóëÿðíîñòè íà êðàþ è èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñìàçêè äàæå ïðè θ = 40◦. Äëÿ òîíêîé

êàïëè θ ≈ 2h0/R [9℄, ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ε è R ïîëó÷àåì θ ≈ 34◦ äëÿ êàïëè âîäû íà

ïîäëîæêå. Òàêèì îáðàçîì, õîòü ε = 0.3 è íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñìàçêè,
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íî àðãóìåíòû Ëàðñîíà [9℄ óáåæäàþò â âîçìîæíîñòè âûáîðà äàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ

ñîîòâåòñòâèÿ íàòóðíîìó ýêñïåðèìåíòó [15℄.

Óñëîâèå äîïóñòèìîñòè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê tv ≪ tf , ãäå tv �
âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé, tf � âðåìÿ ïîëíîãî âûñûõàíèÿ êàïëè [9℄. Íàïðèìåð, äëÿ

êàïëè òîëóîëà îáúåìîì 10 µl ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ [12℄ ïîêàçàëè, ÷òî tv ≈ 0.3 s, à tf ≈ 500 s. Òà-
êèì îáðàçîì, ìíîãî áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè òå÷åíèå íàõîäèòñÿ â êâàçèñòàöèîíàðíîì ðåæèìå:

ïîòîê íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, à ëèøü óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðî�èëåì êàïëè.

Â ñâîþ î÷åðåäü, èçìåíåíèå h çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t → 0 íåçíà÷èòåëüíî äëÿ ñëó-

÷àÿ ìåäëåííîãî èñïàðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èñïàðåíèå êàïëè ïðîèñõîäèò îò íåñêîëüêèõ

ìèíóò äî íåñêîëüêèõ ÷àñîâ, òî êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå äîïóñòèìî. Êàïëè íåêîòîðûõ

æèäêîñòåé íàíî- è ïèêîëèòðîâûõ ðàçìåðîâ èñïàðÿþòñÿ çà ñåêóíäû è äîëè ñåêóíäû. Íàïðèìåð,

ïèêîëèòðîâûå êàïëè âîäû ïðè ïîíèæåííîì äàâëåíèè [21℄. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå tv ≪ tf íå

âûïîëíÿåòñÿ, è ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåñòàöèîíàðíûé ïîäõîä. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ïðè áûñòðîì èñïàðåíèè ïîâåðõíîñòü êàïëè çíà÷èòåëüíî îõëàæäàåòñÿ. Ê ïðèìåðó, òåìïåðà-

òóðà ãðàíèöû æèäêîé è ãàçîâîé �àçû ïèêîëèòðîâîé êàïëè âîäû ñïîñîáíà ïîíèçèòüñÿ ñ 300 äî

289 K, à â ñëó÷àå ýòàíîëà � ñ 300 äî 260 K [22℄. Ýòîò �àêò òðåáóåò ââåäåíèÿ â íåñòàöèîíàðíóþ

ìîäåëü óðàâíåíèÿ ýíåðãèè [12℄. Êîãäà ïðîèñõîäèò ìåäëåííîå èñïàðåíèå, ãðàäèåíò òåìïåðàòó-

ðû î÷åíü ìàë. Íàïðèìåð, èí�ðàêðàñíîå èçìåðåíèå [15℄ ïîêàçàëî, ÷òî ðàçíîñòü òåìïåðàòóðû

ó ëèíèè êîíòàêòà ñ ïîäëîæêîé è íà âåðøèíå êàïëè ìåíåå 0.3 K. Ñëåäîâàòåëüíî, âëèÿíèå òå-

÷åíèÿ Ìàðàíãîíè íåçíà÷èòåëüíî [14,15℄. Ïðè õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ èñïàðåíèÿ ïèêîëèòðîâûõ

êàïåëü ïîðÿäêà 10−5
s ãèäðîäèíàìèêà è âîâñå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ [22℄. Âðåìÿ èñïàðåíèÿ êàïëè

âîäû èç ýêñïåðèìåíòà [15℄ ñîñòàâëÿåò îêîëî 105 s (ñêîðîñòü ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ èçìåðÿëàñü

äî ìîìåíòà t = 90 s). Àíàëèòè÷åñêóþ îöåíêó ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå

�îðìóëû [9℄. Ïåðåäà÷à èìïóëüñà (ñêîðîñòè) äîñòèãàåò êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ çà âðå-

ìÿ tv ≈ (h0)
2 /ν = (εR)2/ν. Äëÿ êàïëè âîäû è ýòèëåíãëèêîëÿ ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ tv, ðàâíûå

30 ms è 2 µs ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìÿ ïîëíîãî èñïàðåíèÿ êàïëè íà ïîäëîæêå ìîæíî îöåíèòü ïî

�îðìóëå

tf ≈ ρεR2

πDvapρvap(1−H)(0.27θ + 1.3)
. (4.1)

Êîý��èöèåíò äè��óçèè ïàðà âîäû Dvap ≈ 2.4 · 10−5
m

2
/s, ïëîòíîñòü íàñûùåííîãî ïàðà

ρvap ≈ 17.3 · 10−3
kg/m

3
[9℄. Â ñëó÷àå ñóõîãî âîçäóõà (H = 0) èñïàðåíèå êàïëè âîäû, ñî-

ãëàñíî (4.1), ñîñòàâëÿåò îêîëî 52 s. Ñå�èàíå è äð. [15℄ íå óêàçàëè çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé

âëàæíîñòè â ñâîåì ýêñïåðèìåíòå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî H ≈ 0.5, òî âðåìÿ âûñûõàíèÿ êàïëè
âîäû, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ (4.1), ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò [15℄. Âðåìÿ ñóøêè ýòèëåí-

ãëèêîëÿ ñîñòàâëÿëî 2.4 min [18℄. Îòñ÷åò âðåìåíè â [18℄ íà÷èíàëñÿ ñ ìîìåíòà, êîãäà ãðàíèöà

¾æèäêîñòü�ãàç¿ ðàâíÿëàñü ñ âûñîòîé ñòåíêè ÿ÷åéêè h0 (èçíà÷àëüíî ïîâåðõíîñòü ïëåíêè èìåëà
�îðìó âûïóêëîãî ìåíèñêà).

Òàêæå ñëåäóåò ïîÿñíèòü ïðèíöèï âûáîðà çíà÷åíèé äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëüíûõ çàêîíîâ (2.12)

è (2.13). ×èñëî A ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè òå÷åíèÿ âîäû áûëî

ïðè r ≈ 0.7R [15℄. Äåëî â òîì, ÷òî ïîâåäåíèå ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìîé ïëîòíîñòè ïîòîêà

ïàðà, â àïïðîêñèìàöèþ êîòîðîé âõîäèò ðåãóëÿðèçàòîð A. Äðóãèå ïàðàìåòðû J̃ (E, m è K)

âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âðåìÿ ïîëíîãî èñïàðåíèÿ êàïëè è ïîíèæåíèå âûñîòû æèäêîãî ñëîÿ

ñîãëàñîâûâàëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [15, 18℄.

� 5. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) ñ çàìûêàþùèì ñîîòíîøåíè-

åì (2.12), ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), à òàê-

æå êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.6), (2.7) ñ çàìûêàþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (2.11),

(2.12), ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.1), (3.2), (3.3), (3.5) ðåøàëèñü ÷èñëåííî ñðåä-

ñòâàìè ïàêåòà Maple. Äëÿ ñëó÷àÿ ñ ÿ÷åéêîé âìåñòî (2.12), (3.2), (3.5) èñïîëüçîâàëèñü (2.13)
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(a)

(b)

(
)

(d)

�èñ. 1. Òðåõìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñêîðîñòè ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ. Ïàðàìåòðû

ìîäåëüíîãî çàêîíà èñïàðåíèÿ: (a, b) â (2.12) A = 1, K = 2.7, E = 2.5525 · 10
−4
; (
, d) â (2.13) E = 3.6 · 10

−10
,

m = 1

è (3.7). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1 è 2.

Â ýâîëþöèè òîëùèíû æèäêîãî ñëîÿ ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è çàìåòíûõ ðàçëè÷èé

íå íàáëþäàåòñÿ. Ýêñïåðèìåíòû [15, 18℄ ïîêàçàëè, ÷òî ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ íà �è-

íàëüíîé ñòàäèè óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê. Â ñëó÷àå ñ êàïëåé âîäû íà ïîäëîæêå ïî

ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè, ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñîñòàâ-

ëÿåò ïðèìåðíî 45 µm/s (t ≈ 1.5 min), ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì

45±13 µm/s [15℄ (ðèñ. 1, a, 2, a). Êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò �èíàëüíîå çíà÷åíèå
ñêîðîñòè îêîëî 25 µm/s (ðèñ. 1, b, 2, a). Â ñëó÷àå ñ îòêðûòîé öèëèíäðè÷åñêîé ÿ÷åéêîé, çàïîë-

íåííîé ýòèëåíãëèêîëåì, ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ñ ïîìîùüþ äâóõ ìîäåëåé òàêæå

ðàñõîäÿòñÿ íà �èíàëüíîé ñòàäèè èñïàðåíèÿ (t ≈ 2.4 min, ðèñ. 1, 
, 1, d). Íàèáîëüøèå ñêîðîñòè
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(a)

(b)

�èñ. 2. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [15,18℄: (a) âîäà

(r̃ ≈ 0.7R̃), (b) ýòèëåíãëèêîëü (r̃ ≈ 0.2R̃)

ñîñòàâëÿþò ïðèìåðíî 0.5 è 0.65 µm/s ïî äàííûì, ðàññ÷èòàííûì ñ ïîìîùüþ êâàçèñòàöèîíàðíîé

è íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëåé ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2, b). Â [18℄ èçìåðåííàÿ ñêîðîñòü âàðüèðîâàëà

â ïðèáëèçèòåëüíîì äèàïàçîíå îò 0.1 äî 1 µm/s. Íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ãðà�èêàõ [18℄ äëÿ ëó÷-

øåãî öâåòîâîãî îòîáðàæåíèÿ ñêîðîñòü ¾îáðåçàíà¿ ïî çíà÷åíèþ 0.5 µm/s (u = 0 îáîçíà÷åíî

÷åðíûì öâåòîì, u > 0.5 µm/s � áåëûì, à ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ïðåäñòàâëåíû

ðàçíûìè îòòåíêàìè ñåðîãî öâåòà). Äðóãàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëü-

íûé ìåòîä [18℄ íå ïîçâîëèë ïîëó÷èòü äîñòîâåðíûõ äàííûõ âáëèçè îñè ñèììåòðèè íà ïîçäíåì

âðåìåííîì ýòàïå èç-çà ìàëîãî êîëè÷åñòâà ìèêðî÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ýòîé îáëàñòè, ïî êî-

òîðûì çàìåðÿëàñü ñêîðîñòü (á�îëüøóþ ÷àñòü ìèêðî÷àñòèö ê ýòîìó âðåìåíè ñíåñëî òå÷åíèåì

ê ñòåíêå ÿ÷åéêè). Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [18℄ íå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü,

â êàêîé òî÷êå ñêîðîñòü äîñòèãëà ìàêñèìóìà (≈ 1 µm/s). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåííûõ

çäåñü ìîäåëåé, à òàêæå êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé [18,23℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

ñêîðîñòè äîñòèãàåòñÿ âáëèçè öåíòðà ÿ÷åéêè (0.1R̃ ÷ 0.2R̃).
Ïðè âûáðàííîì ìîäåëüíîì çàêîíå èñïàðåíèÿ (2.12) íàáëþäàåòñÿ ïðîòèâîòîê âáëèçè ïåðè-

�åðèè êàïëè (ðèñ. 1, a, 1, b), ÷òî áûëî è ðàíåå ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [11℄. Î âîçìîæíî-

ñòè íàëè÷èÿ òî÷åê ñòàãíàöèè â ðàéîíå ñâîáîäíîé ãðàíèöû ãîâîðèëîñü Äèãàíîì è äð. [1℄, äàííîå

ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà. Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðîòèâîòîê â ñëó-

÷àå êâàçèñòàöèîíàðíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà íàðàñòàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòåëüíåå, ÷åì

ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñòàöèîíàðíîãî ïîäõîäà.

Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèé ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàðà (2.12), (2.13) è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

äëÿ ñêîðîñòè (3.6) ïðèâîäèò ê ñêà÷êîîáðàçíîìó íàðàñòàíèþ u â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

(ðèñ. 1, 2). Ïîñëå ïîäíÿòèÿ êîëïàêà íàñûùåííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïàðà íàä êàïëåé ðàññåèâàåòñÿ íå

ñðàçó, òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå J â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíî áûòü áëèçêî ê íóëþ.

Â ñëó÷àå áåç êîëïàêà íåîáõîäèìî çàäàâàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè. Òåì íå ìåíåå íà

ðàñ÷åò â öåëîì ýòîò ñêà÷îê íå âëèÿåò.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ Ca·E
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ îáåèõ ìîäåëåé, ñõîäÿòñÿ, à ïðè óâåëè÷åíèè � ðàñõîäÿòñÿ.

Â ñëó÷àå ñ êàïëåé âîäû Ca · E ≈ 5 · 10−8
, à äëÿ êàïëè ýòèëåíãëèêîëÿ Ca ·E ≈ 8 · 10−9

.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå âûïîëíåíî ñðàâíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ â ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè èñïàðÿþùåéñÿ

æèäêîñòè. �àññìîòðåí ñëó÷àé ñ êàïëåé, ïîêîÿùåéñÿ íà íåïðîìîêàåìîé ãèäðî�èëüíîé ïîäëîæ-

êå, è ñ îòêðûòîé öèëèíäðè÷åñêîé ÿ÷åéêîé, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. �àñ÷åò ìîäåëüíûõ óðàâíå-

íèé ïðîâåäåí ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êàïèëëÿðíîãî ÷èñëà è ñêîðîñòè èñïàðåíèÿ. Ïîêàçàíî,

÷òî â ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ïðèìåíåíèåì îáåèõ ìîäåëåé, åñòü êàê ñõîäñòâà, òàê è ðàçëè÷èÿ.

Îñíîâíîå ðàñõîæäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. �àññ÷èòàííûå íà áàçå íåñòàöèîíàðíîé ìî-

äåëè äàííûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì èçìåðåíèåì ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â êàïëå

âîäû (Ca ≪ 1) [15℄ è ýòèëåíãëèêîëÿ (Ca ≫ 1) [18℄ íå òîëüêî íà íà÷àëüíîé, íî è íà �èíàëü-

íîé ñòàäèè ïðîöåññà, â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êâàçèñòàöèîíàðíîãî

ïîäõîäà. Äëÿ ïîëó÷åííûõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòåé íåñëîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòè

îòíîñèòåëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí. Â ñëó÷àå ñ âîäîé âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü ðåçóëüòàòà ðàñ÷åòà âàðüèðóåò â äèàïàçîíàõ

• 0÷ 40.6% (ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè);

• 21.9 ÷ 56.9% (ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèñòàöèîíàðíîé ìîäåëè).

Äëÿ ýòèëåíãëèêîëÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî

• 35% (ïðè èñïîëüçîâàíèè íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè);

• 50% (ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèñòàöèîíàðíîé ìîäåëè).

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâëåíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êâàçèñòàöè-

îíàðíîãî ïîäõîäà â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè äèíàìèêè æèäêîñòè âûñûõàþùåé êàïëè. Äèà-

ïàçîíû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðîàíàëèçèðîâàíû â � � 1 è 4. Îäíèì èç ñåðüåçíûõ îãðà-

íè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü íå ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ �èíàëüíîé

ñòàäèè ïðîöåññà. Íà ïîñëåäíåé ñòàäèè èñïàðåíèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå ïëîõî ðà-

áîòàåò ââèäó ñòðåìèòåëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ òîëùèíû ïëåíêè è áîëüøèõ çíà÷åíèé

ñêîðîñòåé.
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K. S. Kolegov

Comparison of quasisteady and nonsteady mathemati
al models of �uid �ow in evaporating

drop with due regard for the vis
osity

Keywords: evaporating drop, radial �ow, drop on a substrate, pinning, 
ir
ular well.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 76D45

Appli
ability limits of a quasisteady approa
h to modelling the �uid dynami
s in evaporated drop on a

substrate (with 
onstant 
onta
t area) and in 
ir
ular well are de�ned in this paper. A nonsteady model

is 
onsidered for 
omparison. Quasisteady and nonsteady (with the full-form equation of motion) sets of

equations have been solved numeri
ally. The modeling is 
arried out at di�erent values of evaporation rate

and 
apillary number. Water and ethylene gly
ol drops were taken as examples. Analysis of 
al
ulated data

shows that results obtained for the �nal stage of pure solvent evaporation by using two models di�er from
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ea
h other. Velo
ity of a radial �ow 
al
ulated with the help of nonsteady model agrees with experimental

data mu
h better than the result obtained using a quasisteady approa
h at the �nal stage of pro
ess. This is

be
ause at the �nal stage of evaporation the quasisteady approa
h works poorly due to the rapid 
hanges in

the relative �lm thi
kness and high velo
ities.
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