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ÀÊÑÈÎÌÀÒÈÊÀ ÏÎËÍÛÕ ÏÎ Ï.Ñ. ÍÎÂÈÊÎÂÓ �ÀÑØÈ�ÅÍÈÉ

ÑÓÏÅ�ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÎÉ ËÎ�ÈÊÈ L2 Â ßÇÛÊÅ

Ñ ÎÄÍÎÉ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÎÉ ÊÎÍÑÒÀÍÒÎÉ

Ïðîáëåìà Ï.Ñ. Íîâèêîâà äëÿ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè L ñîñòîèò â îïèñàíèè ñåìåéñòâà âñåõ

ìàêñèìàëüíûõ êîíñåðâàòèâíûõ (òî åñòü ïîëíûõ ïî Ï. Ñ. Íîâèêîâó) ðàñøèðåíèé L â îáîãàùåííîì äî-

ïîëíèòåëüíûìè ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè è êîíñòàíòàìè ÿçûêå. Â ñâÿçè ñ êîíòèíóàëüíîñòüþ ñåìåéñòâà

âñåõ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ ëîãèê èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó Ï.Ñ. Íîâèêîâà ïðèìåíèòåëü-

íî ê ëîãèêàì, óæå ïîïàâøèì ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì â ïîëå çðåíèÿ èññëåäîâàòåëåé.

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè òàê íàçûâàåìûå ïðåäòàáëè÷íûå ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèå ëîãèêè (òî

åñòü íå ÿâëÿþùèåñÿ òàáëè÷íûìè, íî òàêèå, ÷òî âñå èõ ñîáñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ óæå òàáëè÷íû). Îäíà èç

íèõ � ëîãèêà L2 � õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì êîðíåâûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ãëóáèíû 2. Óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî äëÿ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè L2 â ÿçûêå ñ åäèíñòâåííîé äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòîé

ñóùåñòâóåò ðîâíî ïÿòü ïîëíûõ ïî Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé; äàíî èõ ñåìàíòè÷åñêîå îïèñàíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÿâíàÿ àêñèîìàòèêà ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà äëÿ êàæäîãî èç ïÿòè

ñóùåñòâóþùèõ ïîëíûõ ïî Ï.Ñ. Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè L2 â ÿçûêå ñ

îäíîé äîïîëíèòåëüíîé ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà L2, íîâàÿ ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, àêñèîìàòèêà ïîëíûõ

ïî Ï.Ñ. Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé.

Ââåäåíèå

Ïóñòü Fm � ìíîæåñòâî �îðìóë ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïå-

ðåìåííûìè V ar = {pi . . .}, ñòàíäàðòíûìè ñâÿçêàìè ∨,∧,→,↔,¬ è ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè

0 (ëîæü), 1 (èñòèíà). Ýêâèâàëåíöèÿ A ↔ B ïîíèìàåòñÿ ñòàíäàðòíî êàê (A→B) ∧ (B →A).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé (ñ.è.) ëîãèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîä-

ìíîæåñòâî L  Fm, âêëþ÷àþùåå èíòóèöèîíèñòñêóþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ëîãèêó (Int) è çàì-

êíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë modus ponens è ïîäñòàíîâêè.

Äîáàâèì ê ïðîïîçèöèîíàëüíîìó ÿçûêó äîïîëíèòåëüíóþ ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó ϕ. Ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî Fm(ϕ) �îðìóë ðàñøèðåííîãî ÿçûêà, ïðè ýòîì �îðìóëû èç Fm íàçîâåì ÷èñòûìè.

Ïåðåìåííûå è êîíñòàíòû, ó÷àñòâóþùèå â �îðìóëå A, òðàêòóþòñÿ êàê åå àòîìàðíûå ïîä�îðìó-
ëû. Ïóñòü p = {p1, p2, . . . , ps} � �èêñèðîâàííûé êîíå÷íûé íàáîð ïåðåìåííûõ. Çàïèñü A(ϕ, p)
îçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ÷òî âñå àòîìàðíûå ïîä�îðìóëû �îðìóëû A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{ϕ, p1, p2, . . . , ps}.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäñòàíîâêîé [1℄ íà Fm(ϕ) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå s : Fm(ϕ)→Fm(ϕ),
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: s(A ◦ B) = s(A) ◦ s(B), ãäå ◦ ∈ {∧,∨,→}; s(¬A) =
= ¬s(A), s(0) = 0, s(1) = 1, s(ϕ) = ϕ.

Ñëåäóÿ Ä.Ï. Ñêâîðöîâó [2℄, íàçîâåì ϕ-ëîãèêîé ìíîæåñòâî L �îðìóë ðàñøèðåííîãî ÿçûêà,

âêëþ÷àþùåå Int è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë modus ponens è ïîäñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå 3. ϕ-ëîãèêà L íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì ðàñøèðåíèåì ñ.è. ëîãèêè L, åñëè
L ⊆ L è äëÿ âñÿêîé ÷èñòîé �îðìóëû A : èç A ∈ L ñëåäóåò A ∈ L.
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×åðåç L + Γ îáîçíà÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, íàèìåíüøàÿ ϕ-ëîãèêà, âêëþ÷àþùàÿ ϕ-ëîãèêó L
è ìíîæåñòâî �îðìóë Γ.

Ïðîáëåìà íîâîé îäíîìåñòíîé ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè â Int áûëà ïîñòàâëåíà Ï.Ñ. Íîâèêîâûì

è âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíà â ñòàòüÿõ ß.Ñ. Ñìåòàíè÷à [3,4℄. Â äàëüíåéøåì �àìèëèÿ ¾Íîâèêîâ¿,

áóäåò îçíà÷àòü èñêëþ÷èòåëüíî ¾Ï.Ñ. Íîâèêîâ¿.

Îïðåäåëåíèå 4. ϕ-ëîãèêà L íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïî Íîâèêîâó ðàñøèðåíèåì ëîãèêè L, åñëè
L êîíñåðâàòèâíà íàä L è äëÿ ëþáîé �îðìóëû A ∈ Fm(ϕ), íå ïðèíàäëåæàùåé L, ϕ-ëîãèêà L+A
íåêîíñåðâàòèâíà íàä L (òî åñòü L íå äîïóñêàåò ïðèñîåäèíåíèÿ íèêàêîé íîâîé �îðìóëû).

Ïîä ïðîáëåìîé Íîâèêîâà äëÿ ñ.è. ëîãèêè L ïîíèìàåòñÿ îïèñàíèå êëàññà âñåõ ïîëíûõ ïî

Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé L (ïîïîëíåíèé ëîãèêè L â êîíêðåòíîì ðàñøèðåíèè ÿçûêà).

Èçâåñòíî, ÷òî ñåìåéñòâî ñ.è. ëîãèê èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà [5℄, ïîýòîìó åñòåñòâåííûì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðîáëåìû Íîâèêîâà äëÿ òàêèõ ñ.è. ëîãèê, êîòîðûå ïî òåì èëè

èíûì ïðè÷èíàì óæå íàõîäèëèñü â ïîëå çðåíèÿ èññëåäîâàòåëåé. Íîâûå êîíñòàíòû â ñâÿçè ñ ïðî-

áëåìîé Íîâèêîâà äëÿ Int èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ À.Ä. ßøèíà [6�9℄.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � àêñèîìàòèêà ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà ïîëíûõ ïî Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé

ñ.è. ëîãèêè L2 â ÿçûêå ñ îäíîé äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòîé

1

.

Ëîãèêà L2 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òðåõ òàê íàçûâàåìûõ ïðåäòàáëè÷íûõ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêèõ
ëîãèê, òî åñòü îíà íå ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé, íî âñÿêîå åå ñîáñòâåííîå ðàñøèðåíèå òàáëè÷íî. Îïè-

ñàíèå ýòèõ ëîãèê âïåðâûå áûëî äàíî Ë.Ë. Ìàêñèìîâîé [10℄. Â ðàáîòå À.Ä. ßøèíà [11℄ óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî äëÿ ñ.è. ëîãèêè L2 â ÿçûêå ñ åäèíñòâåííîé äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòîé ñóùåñòâóåò

ðîâíî ïÿòü ïîëíûõ ïî Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé, è äàíî èõ ñåìàíòè÷åñêîå îïèñàíèå.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ: ⇋ � ¾ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíî¿; := � ¾ïî îïðåäå-

ëåíèþ ðàâíî¿; [1,m] � íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî m âêëþ÷èòåëüíî.

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ìåòàìàòåìàòèêè ñ.è. ëîãèê (èçëîæåíèå

÷àñòè÷íî îïèðàåòñÿ íà [6℄).

Îïðåäåëåíèå 5. Øêàëîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (W,6), ãäå W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, 6 � ÷à-

ñòè÷íûé ïîðÿäîê íà íåì. Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå èäåò ðå÷ü, òî â

ðàññóæäåíèÿõ åãî áóäåì îïóñêàòü.

Ýëåìåíòû øêàë áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òî÷êàìè. Ïðè íàëè÷èè íàèìåíüøåãî ýëå-

ìåíòà îí íàçûâàåòñÿ êîðíåì, à øêàëà íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé (èëè ïîðîæäåííîé). Ïðè x 6 y
ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x âèäèò òî÷êó y. Ôîðìóëà maxW x îçíà÷àåò, ÷òî x � ìàêñèìàëüíûé ýëå-

ìåíò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà W .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîäìíîæåñòâî X ⊆ W íàçûâàåòñÿ êîíóñîì, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñè-

òåëüíî óâåëè÷åíèÿ: x ∈ X, x 6 y ⇒ y ∈ X. Êîíóñ âèäà W x = {y ∈ W | x 6 y} íàçûâàåòñÿ

êîíóñîì ñ êîðíåì x (èëè êîíóñîì, ïîðîæäåííûì òî÷êîé x). Åñëè èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

W ′ ⊆ W è W ′
� êîíóñ, òî ãîâîðÿò, ÷òî êîíóñ W ′

ïîðîæäåí èç øêàëû W.

Íà ìíîæåñòâå ConW êîíóñîâ øêàëû W ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïå-

ðàöèè ∪, ∩, à òàêæå îïåðàöèè ïñåâäîäîïîëíåíèÿ è îòíîñèòåëüíîãî ïñåâäîäîïîëíåíèÿ:

−X = {x ∈ W | W x ∩X = ∅}, X ⊃ Y = {x ∈ W | X ∩W x ⊆ Y ∩W x}.

Ñòðóêòóðà (ConW,∩,∪,⊃,−,∅,W ) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïñåâäîáóëåâîé àëãåáðû (àëãåáðû

�åéòèíãà, ï.á.à.). Ïñåâäîáóëåâû àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè âûñêà-

çûâàíèé òàê æå, êàê áóëåâû àëãåáðû � ìîäåëÿìè êëàññè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ñì. [12℄).

1

�åçóëüòàòû èçëîæåíû â 2012 ã. íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, ã. Íîâîñèáèðñê.
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Îöåíêà ïåðåìåííûõ v íà øêàëå W îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå v : V ar → ConW. Øêà-

ëà W ñ çàäàííîé íà íåé îöåíêîé v íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ (W,v), ïðè ýòîì v(p) íàçûâàåòñÿ çíà÷å-
íèåì ïåðåìåííîé p â äàííîé ìîäåëè. Ïî îöåíêå v îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ ìåæäó

òî÷êàìè øêàëû è ïåðåìåííûìè: x 
v p ⇔ x ∈ v(p) (÷èòàåòñÿ òàê: â òî÷êå x îòíîñèòåëüíî îöåí-

êè v âûíóæäàåòñÿ (èëè èñòèííà) ïåðåìåííàÿ p). Çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé �îðìóëû â ìîäåëè

îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

v(0) := ∅; v(1) := W ; v(A ∧B) := v(A) ∩ v(B);

v(A ∨B) := v(A) ∪ v(B); v(A→B) := v(A)⊃ v(B); v(¬A) := −v(A).

Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ èñòèííîé â ìîäåëè (W,v), åñëè v(A) = W ; îáùåçíà÷èìîé â øêà-

ëå W , åñëè äëÿ ëþáîé îöåíêè v â øêàëå W èìååì v(A) = W. Îáîçíà÷åíèå W |= A.
Ëîãèêîé L øêàëû W íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L(W ) ⇋ {A | W |= A}. Ëîãèêîé êëàññà

M = {Wi | i ∈ I)} øêàë íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L(M) �îðìóë, îáùåçíà÷èìûõ â êàæäîé øêàëå

ýòîãî êëàññà.

Çàìå÷àíèå 1. Ïåðâîíà÷àëüíî Int áûëà îïðåäåëåíà â âèäå äåäóêòèâíîé ñèñòåìû ãèëüáåð-

òîâñêîãî òèïà. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Êðèïêå î ñåìàíòè÷åñêîé ïîëíîòå Int â êëàññå òàê

íàçûâàåìûõ ìîäåëåé Êðèïêå ïîçâîëÿþò äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå èíòóèöèîíèñòñêîé

ëîãèêè â òåðìèíàõ øêàë: Int � ëîãèêà êëàññà êîíå÷íûõ êîðíåâûõ øêàë.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü W � øêàëà. Òî÷êà x ∈ W èìååò ãëóáèíó 1, åñëè maxW x (îáîçíà-

÷åíèå d(x) = 1), è ãëóáèíó k > 1 (îáîçíà÷åíèå d(x) = k, k ∈ ω \{0}) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò öåïü x < x1 < x2 < . . . < xk−1 äëèíû k è íå ñóùåñòâóåò öåïåé ñ íà÷àëîì â òî÷êå

x äëèíû k + 1 (åñëè äëèíû òàêèõ öåïåé â ñîâîêóïíîñòè íåîãðàíè÷åíû, ãëóáèíà ïðèíèìàåòñÿ

çà ∞). �ëóáèíîé êîðíåâîé øêàëû áóäåì íàçûâàòü ãëóáèíó åå êîðíÿ.

Äàëåå ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ëîãèêå L2, îòìå÷åííîé âî ââåäåíèè.

Îïðåäåëåíèå 8. Âååðîì áóäåì íàçûâàòü êîðíåâîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ãëó-

áèíû 2, à ìíîæåñòâî åãî ìàêñèìàëüíûõ òî÷åê � êðûøåé.

Òèïè÷íûé âååð èìååò ñëåäóþùèé âèä:

r

r r r r

❅
❅

❅

❆
❆
❆

✟✟✟✟✟✟· · ·

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî âååðà ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè.

Â ðàáîòàõ [10, 13℄ ñ.è. ëîãèêà L2 õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ¾ëîãèêà øêàë ãëóáèíû íå áîëåå 2¿;

äîêàçàíî, ÷òî L2 = Int+ bd2. Îáîçíà÷åíèå �îðìóëû bd2 ⇋ p∨ (p→ (q ∨¬q)) âçÿòî èç [14℄, ãäå
òàê îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîãèêà BD2 (bounded depth 2).

Äàëåå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ìåòàìàòåìàòèêè ϕ-ëîãèê
è ϕ-øêàë (èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà [2, 6℄).

Îïðåäåëåíèå 9. ϕ-øêàëîé íàçîâåì ïàðóW = (W,Φ), ãäåW � øêàëà, Φ � �èêñèðîâàííûé

(âûäåëåííûé) êîíóñ, êîòîðûì ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé èíòåðïðåòèðóåòñÿ ϕ : x 
v ϕ ⇋ x ∈ Φ.
Îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ äëÿ êîíñòàíòû ϕ íå çàâèñèò îò îöåíêè ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó èíäåêñ v
ìîæíî îïóñêàòü.

Èíòåðïðåòàöèþ êîíñòàíòû ϕ íà ϕ-øêàëå ìîæíî òàêæå çàäàâàòü òàêæå ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ

öâåòà [15℄. �îâîðèì, ÷òî òî÷êà x îêðàøåíà, åñëè x ∈ Φ, è ñîîòâåòñòâåííî íå îêðàøåíà, åñëè

x /∈ Φ.
Ïîíÿòèÿ ìîäåëè, èñòèííîñòè �îðìóëû â ìîäåëè, îáùåçíà÷èìîñòè �îðìóëû â ϕ-øêàëå

è â êëàññå ϕ-øêàë îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Îïðåäåëåíèå 10. ϕ-âååðîì íàçîâåì âååð, íà êîòîðîì êàêèì-òî îáðàçîì çàäàí âûäåëåííûé

êîíóñ.

ϕ-Ëîãèêîé êëàññà M = {Wi = (Wi,Φi) | i ∈ I)} ϕ-øêàë íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

L(M) := {A ∈ Fm(ϕ) | ∀Wi ∈ M : Wi |= A}.

Ïîíÿòèå ïîðîæäåííîé ϕ-ïîäøêàëû, (W ′,Φ′) ⊆ (W,Φ), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W ′ ∈ ConW è Φ′ = Φ∩W ′. Ïóñòü (W ′,Φ′) ⊆ (W,Φ) è v � îöåíêà íà W. Íàñëåäóåìàÿ îöåíêà v′

íà W ′
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì v′(p) ⇋ v(p) ∩W ′

äëÿ p ∈ V ar.

Òåîðåìà 1 (î ïîðîæäåííîé ϕ-ìîäåëè). Ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ëþáîé �îðìó-

ëû A ∈ Fm(ϕ) èìååò ìåñòî v′(A) = v(A) ∩W ′.

Ïðèâåäåì ñâåäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñåìàíòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ïîëíûõ ïî Íîâèêîâó ðàñ-

øèðåíèé ñ.è. ëîãèêè L2 â ÿçûêå ñ åäèíñòâåííîé äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòîé, êîòîðûå áûëè

èññëåäîâàíû â ðàáîòå À.Ä. ßøèíà [11℄. Â ðàáîòå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëîãèêà L2 â ÿçûêå ñ îä-
íîé äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòîé èìååò ðîâíî ïÿòü ïîëíûõ ïî Íîâèêîâó ðàñøèðåíèé L1, . . . ,L5,
õàðàêòåðèçóåìûõ êëàññàìè ϕ-âååðîâ F1, . . . ,F5.

Òèïè÷íûå ïðåäñòàâèòåëè ýòèõ êëàññîâ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r

r r r r

❅
❅❅

❆
❆
✟✟✟✟✟· · ·

ϕ

r
ϕ

r
ϕ

r
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❆
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r
ϕ
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ϕ
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❅❅

❆
❆
✟✟✟✟✟· · ·

r

r
ϕ

r r r

❅
❅❅
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❆
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❆
✟✟✟✟✟· · ·

Íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ϕ-øêàëàõ êàæäîãî èç ýòèõ ïÿòè êëàññîâ îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàäàíî

çíà÷åíèå êîíñòàíòû ϕ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûé ¾öâåòîâîé òèï êëàññà¿.

F1 := {F1
n | n > 0}, ãäå F1

n = (Fn,∅). Öâåòîâîé òèï êëàññà ¾ϕ � íèãäå¿.

F2 := {F2
n | n > 0}, ãäå F2

n = (Fn, Fn) � ¾ϕ � âåçäå¿.

F3 := {F3
n | n > 0}, ãäå F3

n = (Fn, {m1, . . . ,mn}) � ¾ϕ � âî âñåõ òî÷êàõ êðûøè¿.

F4 := {F4
n | n > 1}, ãäå F4

n = (Fn, {m1}) � ¾ϕ � â åäèíñòâåííîé òî÷êå êðûøè¿;

F5 := {F5
n | n > 1}, ãäå F5

n = (Fn, {m2, . . . ,mn}) � ¾ϕ � âî âñåõ òî÷êàõ êðûøè, êðîìå

îäíîé¿.

Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòûå ïÿòü öâåòîâûõ òèïîâ èìåþò ñìûñë è äëÿ êàæäîãî áåñêîíå÷íîãî

ϕ-âååðà. Êàêèì ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ϕ-âååð (êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì), áóäåò óòî÷-

íÿòüñÿ â õîäå ðàññóæäåíèé.

� 2. Èñ÷èñëåíèÿ â ðàñøèðåííîì ÿçûêå

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû îñíîâûâàåìñÿ íà èñ÷èñëåíèè Int(ϕ) ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà â ÿçûêå

Fm(ϕ). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìàìè àêñèîì Int (A1)�(A10) [16℄:
(A1) A → (B → A);
(A2) (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C));
(A3) (A ∧B) → A;
(A4) (A ∧B) → B;
(A5) (A → B) → ((A → C) → (A → (B ∧ C)));
(A6) A → (A ∨B);
(A7) B → (A ∨B);
(A8) (A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C));
(A9) (A → ¬B) → (B → ¬A);
(A10) ¬A → (A → B)
è ïðàâèëîì âûâîäà modus ponens: A,A→B / B.
Èñ÷èñëåíèå L2(ϕ) çàäàåòñÿ àêñèîìàìè2 (A1)�(A10) è ñïåöè�è÷åñêîé àêñèîìîé bd2(ϕ). Ê èñ-

÷èñëåíèþ L2(ϕ) ìîæíî äîáàâëÿòü íåêîòîðûå �îðìóëû â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ àêñèîì

2

Ìû ðàññìàòðèâàåì âàðèàíò áåñïîäñòàíîâî÷íîãî âûâîäà, òî åñòü ïîä àêñèîìîé ïîíèìàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé

ñõåìû àêñèîì.
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èñ÷èñëåíèÿ. Èñõîäÿ èç öåëè äàííîé ñòàòüè, äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû áóäåì âûáèðàòü èç ñëå-

äóþùåãî ñïèñêà:

1◦. ¬ϕ;

2◦. ϕ;

3◦. ¬¬ϕ;

4◦. ϕ→ (A ∨ ¬A);

5◦. ¬ϕ→ (A ∨ ¬A);

6◦. Irr(ϕ) ⇋ (ϕ→ (A ∨B))→ ((ϕ→A) ∨ (ϕ→B)) (íåðàçëîæèìîñòü ϕ);

7◦. Irr(¬ϕ) ⇋ (¬ϕ→ (A ∨B))→ ((¬ϕ→A) ∨ (¬ϕ→B)) (íåðàçëîæèìîñòü ¬ϕ).

Îïðåäåëåíèå 11. Â èñ÷èñëåíèè I âûâîäîì èç ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ íàçûâàåòñÿ êîíå÷-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë B1, B2, . . . , Bl òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i (1 6 i 6 l) Bi åñòü ëèáî

àêñèîìà, ëèáî ãèïîòåçà èç Γ, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ �îðìóë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïî ïðàâèëó âûâîäà. Ôîðìóëà A âûâîäèìà èç Γ (îáîçíà÷åíèå Γ ⊢I A), åñëè ñóùåñòâóåò

âûâîä èç Γ, çàêàí÷èâàþùèéñÿ �îðìóëîé A. Åñëè Γ = ∅, òî ãîâîðÿò, ÷òî �îðìóëà A âûâîäèìà

â I (îáîçíà÷åíèå ⊢I A).

Òåîðåìà 2 (î äåäóêöèè). Γ, A ⊢I B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ ⊢I A→ B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé òåî-

ðåìû äëÿ Int (ñì. [17℄). �

Îïðåäåëåíèå 12. Èñ÷èñëåíèå I íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè ⊢I A∧¬A äëÿ íåêîòî-

ðîé �îðìóëû A. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî âûâîäèìîñòè ëþáîé �îðìóëû â I.

Êîíêðåòíîå èñ÷èñëåíèå I çàäàåòñÿ àêñèîìàìè L2(ϕ) è íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ñïèñêà

1◦ − 7◦, ïðèâåäåííîãî âûøå. ×àñòü ýòèõ èñ÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè, íàïðèìåð

èñ÷èñëåíèÿ, ñîäåðæàùèå �îðìóëû 1◦ è 2◦.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Èñ÷èñëåíèå I íåïðîòèâîðå÷èâî, òî åñòü íå âñå �îðìóëû âûâîäèìû.

Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êîíêðåòíîãî èñ÷èñëåíèÿ I ìîæíî óñòàíàâëèâàòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ

ñåìàíòèêè Êðèïêå, â êîòîðîé áóäóò òîæäåñòâåííî èñòèííû âñå àêñèîìû I.

� 3. Íåïðîòèâîðå÷èâûå ìíîæåñòâà è òèïû

Ïóñòü I � íåêîòîðîå èñ÷èñëåíèå. Ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Fm(ϕ) îáîçíà-
÷èì áóêâàìè Γ,∆, . . .. Âìåñòî Γ ∪ {A} äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì ΓA èëè Γ,A.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü Γ,∆ ⊆ Fm(ϕ). Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (Γ ;∆) íàçûâàåòñÿ íåïðî-

òèâîðå÷èâîé (îòíîñèòåëüíî I), åñëè äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An ∈ Γ
è B1, B2, . . . , Bk ∈ ∆ �îðìóëà A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An → B1 ∨ B2 ∨ . . . ∨ Bk íåâûâîäèìà â I; èíà÷å
ïàðà íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé. Çäåñü ïðè n = 0 (òî åñòü Γ = ∅) èìååòñÿ â âèäó �îðìóëà

B1 ∨ B2 ∨ . . . ∨ Bk, ïðè k = 0 (òî åñòü ∆ = ∅) èìååòñÿ â âèäó �îðìóëà ¬(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An),
ïðè n = k = 0 � �îðìóëà 0.

Çàìå÷àíèå 3. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 õîòÿ áû îäíà íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïàðà â I ñóùåñòâó-

åò.

Ëåììà 1 (ñì. [18, ñ. 379℄). Ïóñòü (Γ ;∆) � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïàðà è C ∈ Fm(ϕ), òîãäà
õîòÿ áû îäíà èç ïàð (Γ,C;∆), (Γ ;∆,C) íåïðîòèâîðå÷èâà.

Ïî ñóùåñòâó, ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì èçâåñòíîãî ïðàâèëà ñå÷åíèÿ (ñì., íàïðè-

ìåð, [17℄).
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Îïðåäåëåíèå 14. Ïàðó (Γ ;∆) áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîé �îðìóëû A
âûïîëíåíî ëèáî A ∈ Γ , ëèáî A ∈ ∆.

Ëåììà 2. Ëþáóþ íåïðîòèâîðå÷èâóþ ïàðó (Γ ;∆) ìîæíî äîïîëíèòü äî ìàêñèìàëüíîé íåïðî-

òèâîðå÷èâîé ïàðû (Γ ′;∆′) òàêîé, ÷òî Γ ⊂ Γ ′, ∆ ⊂ ∆′.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñòðîèì ïî èíäóêöèè äâå âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γn

è ∆n ñëåäóþùèì îáðàçîì: çà�èêñèðóåì ïåðåñ÷åò Fm(ϕ) = {C1, C2, . . .} è ïîëîæèì Γ := Γ ,
∆ := ∆. Ïàðà (Γ,∆) íåïðîòèâîðå÷èâà ïî óñëîâèþ. Ïóñòü ïîñòðîåíà íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïà-

ðà (Γn,∆n). Åñëè ïàðà (Γn+, Cn+;∆n+) íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ïîëîæèì Γn+ := Γn, Cn+;
∆n+ := ∆n; èíà÷å Γn+ := Γn, ∆n+ := ∆n, Cn+. Â ñèëó ëåììû 1 ïàðà (Γn+,∆n+) òîæå
íåïðîòèâîðå÷èâà. Äàëåå ïîëîæèì Γ ′ :=

⋃
n∈ω Γn, ∆

′ :=
⋃

n∈ω ∆n. Ïðîâåðèì, ÷òî ïàðà Γ ′,∆′
�

èñêîìàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïàðà. ßñíî, ÷òî Γ ⊆ Γ ′, ∆ ⊆ ∆′. Ïóñòü C ∈ Fm(ϕ); C = Cn ïðè

íåêîòîðîì n â çà�èêñèðîâàííîì âûøå ïåðåñ÷åòå. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ C ∈ Γn+ ⊂ Γ ′
èëè

C ∈ ∆n+ ⊂ ∆′. Íàêîíåö, ïàðà Γ ′,∆′
íåïðîòèâîðå÷èâà, òàê êàê èíà÷å íàéäóòñÿ èíäåêñ s è

êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak ∈ Γs ⊂ Γ ′
è B1, B2, . . . , Bl ∈ ∆s ⊂ ∆′

òàêèå, ÷òî â èñ÷èñëå-

íèè I âûâîäèìà �îðìóëà A1∧A2∧ . . .∧Ak→B1∨B2∨ . . .∨Bl, ÷òî îçíà÷àåò ïðîòèâîðå÷èâîñòü
ïàðû (Γs,∆s). Êîëëèçèÿ ñ òåì, ÷òî âñå ïàðû, ïîñòðîåííûå íà êàæäîì êîíå÷íîì øàãå èíäóêöèè,

ÿâëÿþòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûìè. �

Ìàêñèìàëüíûå íåïðîòèâîðå÷èâûå ïàðû áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òèïàìè (èñ÷èñëå-

íèÿ I) è îáîçíà÷àòü σ, τ,κ, . . . , ïðè ýòîì σ = (σ0;σ1). ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå òèïîâ

ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ çàäàåòñÿ ïî âêëþ÷åíèþ ëåâûõ êîìïîíåíò: σ 6 τ ⇋ σ0 ⊆ τ0. �å�ëåêñèâíîñòü
è òðàíçèòèâíîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ î÷åâèäíû, àíòèñèììåòðè÷íîñòü ñëåäóåò èç ìàêñèìàëüíîñòè

ïàð.

Ëåììà 3 (ñâîéñòâà òèïîâ). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A,B ∈ Fm(ϕ) âûïîëíåíî:

(1) A ∧ B ∈ σ0 ⇒ A ∈ σ0
è B ∈ σ0;

(2) A ∧ B ∈ σ1 ⇒ A ∈ σ1
èëè B ∈ σ1;

(3) A ∨B ∈ σ0 ⇒ A ∈ σ0
èëè B ∈ σ0;

(4) A ∨B ∈ σ1 ⇒ A ∈ σ1
è B ∈ σ1;

(5) A → B, A ∈ σ0 ⇒ B ∈ σ0;
(6) A → B ∈ σ1 ⇒ ∃τ > σ : A ∈ τ0 ∧B ∈ τ1; åñëè ïðè ýòîì maxM σ, òî A ∈ σ0 ∧B ∈ σ1;
(7) ¬A ∈ σ0 =⇒ A ∈ σ1;

(8) ¬A ∈ σ1 =⇒ ∃τ > σ : A ∈ τ0; åñëè ïðè ýòîì maxM σ, òî A ∈ σ0.

Ïóñòü M = ({σ | σ åñòü òèï},6) åñòü ìíîæåñòâî òèïîâ èç I ñ çàäàííûì âûøå îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3 õîòÿ áû îäèí òèï äëÿ èñ÷èñëåíèÿ I ñóùåñòâóåò, òî åñòü

M 6= ∅. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ó áóêâû M äîëæåí áûòü àòðèáóò, óêàçûâàþùèé íà èñ÷èñëåíèå I , íî,
èçáåãàÿ ãðîìîçäêîñòè îáîçíà÷åíèé, ìû åãî îïóñêàåì; î êàêîì I èäåò ðå÷ü, áóäåò äàëåå ÿñíî èç

êîíòåêñòà. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé I-øêàëîé.
Â èñ÷èñëåíèè I ïðèñóòñòâóåò àêñèîìà bd2, îáóñëàâëèâàþùàÿ ñïåöè�è÷åñêîå ñâîéñòâî êà-

íîíè÷åñêîé øêàëû M.

Ïðåäëîæåíèå 1. Â øêàëå M íå ñóùåñòâóåò öåïåé äëèíû áîëåå 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (îò ïðîòèâíîãî). Ïóñòü íàøëèñü σ, τ,κ ∈ M òàêèå, ÷òî σ < τ < κ,
îòêóäà σ0 ⊂ τ0 ⊂ κ0. Òàê êàê σ < τ, òî íàéäåòñÿ A ∈ σ1

òàêàÿ, ÷òî A ∈ τ0. Òàê êàê τ < κ, òî
íàéäåòñÿ B ∈ τ1 òàêàÿ, ÷òî ¬B ∈ τ0.Ôîðìóëà bd2 � àêñèîìà â I, çíà÷èò, A∨(A→(B∨¬B)) ∈ σ0.
Òîãäà èìååì A→(B∨¬B) ∈ σ0, îòêóäà B∨¬B ∈ τ0, è, ïî ëåììå 3, ïîëó÷èì B ∈ τ0 èëè ¬B ∈ τ0.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, B ∈ τ1, çíà÷èò, ¬B ∈ τ0 è ¬B ∈ κ0. Íî è ¬B ∈ τ0 (ïî ïðåäïîëîæåíèþ).
Îòêóäà (B ∧ ¬B) ∈ κ0, çíà÷èò, κ � ïðîòèâîðå÷èâûé òèï. �

Â ýòîé øêàëå ëþáîé êîíóñ, ïîðîæäåííûé òî÷êîé x ãëóáèíû 2, ÿâëÿåòñÿ âååðîì, âîçìîæíî

ñ áåñêîíå÷íîé êðûøåé.

Òèïè÷íûå �ðàãìåíòû ýòîé øêàëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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� 4. Ïîñòðîåíèå êàíîíè÷åñêîé ϕ-ìîäåëè

Çàäàäèì êàíîíè÷åñêóþ I-ϕ-øêàëó, îïðåäåëèâ èíòåðïðåòàöèþ êîíñòàíòû ϕ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: σ ∈ Φ ⇋ ϕ ∈ σ0. Òåì ñàìûì â øêàëå çàäàí âûäåëåííûé êîíóñ Φ = {σ ∈ M | σ ∈ σ0}.
Çàìåòèì, ÷òî Φ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëü-

íî óâåëè÷åíèÿ: åñëè ϕ ∈ σ0
è σ < τ, òî ϕ ∈ τ0. Ïîëó÷åííóþ ϕ-øêàëó M := (M,Φ) íàçûâàåì

êàíîíè÷åñêîé ϕ-øêàëîé èñ÷èñëåíèÿ I .
Äàëåå çàäàäèì êàíîíè÷åñêóþ îöåíêó 
 ïåðåìåííûõ èç V ar : σ 
 p ⇋ p ∈ σ0. Ïîëó÷åííàÿ

ìîäåëü íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ìîäåëüþ èñ÷èñëåíèÿ I.

Ëåììà 4 (ñåìàíòè÷åñêàÿ). Äëÿ ëþáîé �îðìóëû A ∈ Fm(ϕ) è ëþáîé σ ∈ M âûïîëíåíî

A ∈ σ0 =⇒ σ 
 A,

A ∈ σ1 =⇒ σ 6
 A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ �îðìóëû A. Ïóñòü A åñòü

p ∈ V ar. Òîãäà åñëè p ∈ σ0, òî σ 
 p (ïî îïðåäåëåíèþ êàíîíè÷åñêîé îöåíêè); åñëè æå p ∈ σ1,
òî p /∈ σ0

(â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïàð) è σ 6
 p. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, åñëè A åñòü ϕ.
Ïóñòü A � íåàòîìàðíàÿ �îðìóëà. Ëåììà ïðåäïîëàãàåòñÿ âåðíîé äëÿ ëþáîé ïîä�îðìóëû ýòîé

�îðìóëû. Øàãè äëÿ ñâÿçîê îáîñíîâàíû ëåììîé 3. �

Â êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè èñòèííû âñå àêñèîìû èñ÷èñëåíèÿ I, íî êàíîíè÷åñêàÿ îöåíêà åñòü

ëèøü îäíà èç âîçìîæíûõ îöåíîê. Äëÿ íàñ âàæíà îáùåçíà÷èìîñòü äîïîëíèòåëüíûõ àêñèîì

èñ÷èñëåíèÿ I, êîòîðóþ áóäåì óñòàíàâëèâàòü îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç íèõ â øêàëå M, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çàäàííîìó èñ÷èñëåíèþ.

� 5. Âëèÿíèå ñïåöè�è÷åñêèõ àêñèîì íà óñòðîéñòâî êàíîíè÷åñêîé ϕ-øêàëû

Äëÿ êàæäîé ïîëíîé ïî Íîâèêîâó ϕ-ëîãèêè L1, . . . ,L5, îïèñàííûõ â § 1, çàäàäèì ñîîòâåò-

ñòâóþùåå èñ÷èñëåíèå:

I1 = L2(ϕ) + ¬ϕ;
I2 = L2(ϕ) + ϕ;
I3 = L2(ϕ) + ¬¬ϕ+ ϕ→ (A ∨ ¬A);
I4 = L2(ϕ) + ϕ→ (A ∨ ¬A) + ¬ϕ→ (A ∨ ¬A) + (ϕ→ (A ∨B))→ ((ϕ→A) ∨ (ϕ→ B));
I5 = L2(ϕ) + ϕ→ (A ∨ ¬A) + ¬ϕ→ (A ∨ ¬A) + (¬ϕ→ (A ∨B))→ ((¬ϕ→A) ∨ (¬ϕ→B)).

Òåîðåìà 3 (êîððåêòíîñòè). Êàæäîå èç èñ÷èñëåíèé I1, . . . ,I5 êîððåêòíî îòíîñèòåëüíî ñî-
îòâåòñòâóþùåãî êëàññà ϕ-âååðîâ F1, . . . ,F5.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñîñòîèò â ïðîâåðêå îáùåçíà÷èìîñòè ñïåöè�è÷åñêèõ àêñèîì èñ-

÷èñëåíèé I1, . . . ,I5 â ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå ϕ-âååðîâ. Ïîêàæåì äëÿ ïðèìåðà îáùåçíà÷è-

ìîñòü àêñèîìû íåðàçëîæèìîñòè Irr(ϕ) â êëàññå F4. �àññìîòðèì ϕ-âååð F4
n = {o,m1, . . . ,mn}

ñ Φ = {m1} è íåêîòîðîé îöåíêîé íà íåì. Ïóñòü íàéäåòñÿ x ∈ F4
n òàêàÿ, ÷òî x 
 ϕ → (p ∨ q)

è x 6
 (ϕ→ p)∨ (ϕ→ q). Îòñþäà íàéäåòñÿ y > x òàêàÿ, ÷òî y 
 ϕ è y 6
 p. Àíàëîãè÷íî íàéäåòñÿ
z > x òàêîé, ÷òî z 
 ϕ è z 6
 q. Â ñèëó ñòðîåíèÿ ϕ-âååðà F4

n ïîëó÷èì y = z = m1, òî åñòü

m1 
 ϕ,m1 6
 p è m1 6
 q, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò x 
 ϕ→ p ∨ q, òàê êàê m1 > x. �

Âûÿñíèì äàëåå âëèÿíèå ñïåöè�è÷åñêèõ àêñèîì ðàññìàòðèâàåìûõ èñ÷èñëåíèé íà ñòðîåíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ ϕ-øêàë.

Ëåììà 5. Åñëè èñ÷èñëåíèå I ñîäåðæèò àêñèîìó ¬ϕ, òî Φ = ∅. Åñëè èñ÷èñëåíèå ñîäåðæèò

àêñèîìó ϕ, òî Φ = M.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ¬ϕ � àêñèîìà I, òî ¬ϕ ∈ σ0. Ïî ëåììå 3, èìååì ϕ ∈ σ1.
Â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òèïîâ ϕ /∈ σ0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì äëÿ ϕ. �

Ëåììà 6. Åñëè â èñ÷èñëåíèè I åñòü àêñèîìà ϕ → (A∨¬A), òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ M èç ϕ ∈ σ0

ñëåäóåò maxM σ. Åñëè â èñ÷èñëåíèè I åñòü àêñèîìà ¬ϕ → (A ∨ ¬A), òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ M èç

¬ϕ ∈ σ0
ñëåäóåò maxM σ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (îò ïðîòèâíîãî). Ïóñòü ϕ ∈ σ0
è ïðè ýòîì σ � íå ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíò. Òîãäà íàéäóòñÿ òèï τ > σ òàêîé, ÷òî ϕ ∈ τ0, è �îðìóëà A òàêàÿ, ÷òî A ∈ τ0 è A /∈ σ0
.

Îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî A ∈ σ1
, ¬A ∈ τ1 è ¬A ∈ σ1

. Ïîëó÷èëè ϕ ∈ σ0, A,¬A ∈ σ1. Ïî óñëîâèþ
ϕ → (A ∨ ¬A) � àêñèîìà I. Ïîëó÷èëè, ÷òî σ � ïðîòèâîðå÷èâûé òèï (quod non). Äëÿ ¬ϕ
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 7. Åñëè èñ÷èñëåíèå I ñîäåðæèò àêñèîìó ¬¬ϕ, òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ M èç maxM σ
ñëåäóåò ϕ ∈ σ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü σ � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è ïðè ýòîì ϕ /∈ σ0, òî åñòü

ϕ ∈ σ1. Òàê êàê ¬¬ϕ � àêñèîìà I, òî ¬¬ϕ ∈ σ0. Îòêóäà ¬ϕ ∈ σ1
è ϕ ∈ σ0

(quod non). �

Ëåììà 8. Â èñ÷èñëåíèÿõ I4 è I5 âûâîäèìû ñëåäóþùèå �îðìóëû:

(1) I4 ⊢ (ϕ→A) ∨ (ϕ→¬A);
(2) I5 ⊢ (¬ϕ→A) ∨ (¬ϕ→¬A).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (1) Â �îðìóëå (ϕ→(A∨B))→((ϕ→A)∨(ϕ→B)) ïîëîæèì B := ¬A.
Òîãäà (ϕ→ (A∨¬A))→ ((ϕ→A)∨ (ϕ→¬A)), ϕ→ (A∨¬A) � àêñèîìà I4 è (ϕ→A)∨ (ϕ→¬A)
âûâîäèìà â I4. (2) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Ëåììà 9. Ïóñòü I = I4. Òîãäà äëÿ ëþáîãî σ ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî τ > σ òàêîãî,

÷òî ϕ ∈ τ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (îò ïðîòèâíîãî, ñ ïðèìåíåíèåì ïóíêòà 1 ëåììû 8). Ïóñòü σ 6 τ ,
σ 6 κ, τ 6= κ. Â ñèëó ðàçíîñòè òèïîâ τ è κ íàéäåòñÿ �îðìóëà A è âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà

ðàñïðåäåëåíèÿ �îðìóë A,¬A,ϕ :

A, ϕ ∈ τ0, ¬A ∈ τ1; ¬A, ϕ ∈ κ0, A ∈ κ1.

Ïóñòü ϕ→A ∈ σ0, òîãäà ϕ→ A ∈ κ0. Òàê êàê ϕ ∈ κ0, òî è A ∈ κ0; ïðè ýòîì ¬A ∈ κ0. Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî κ � ïðîòèâîðå÷èâûé òèï, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ→A ∈ σ1.

Äîïóñòèì, ÷òî ϕ → ¬A ∈ σ0, òîãäà ϕ → ¬A ∈ τ0. Òàê êàê ϕ ∈ τ0, òî è ¬A ∈ τ0; ïðè
ýòîì A ∈ τ0. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî τ � ïðîòèâîðå÷èâûé òèï, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ → ¬A ∈ σ1.
Â èòîãå ïîëó÷èëè, ÷òî (ϕ→ A) ∨ (ϕ→¬A) ∈ σ1. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî �îðìóëà (ϕ→ A)∨
∨(ϕ→¬A) âûâîäèìà â I4. �

Ëåììà 10. Ïóñòü I = I5. Òîãäà äëÿ ëþáîãî σ ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî τ > σ òàêîãî,

÷òî ¬ϕ ∈ τ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 9. �

� 6. Ñåìàíòè÷åñêàÿ ïîëíîòà èñ÷èñëåíèé I1,I2,I3,I4,I5

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû äîêàæåì ïîëíîòó êàæäîãî èç èñ÷èñëåíèé I1, . . . ,I5 îòíîñèòåëüíî

ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ϕ-âååðîâ F1 . . . ,F5.

Òåîðåìà 4 (ïîëíîòû). Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ �îðìóëà. Äëÿ êàæäîãî k ∈ [1, 5] âûïîëíå-
íî ñëåäóþùåå: åñëè Fk |= A, òî Ik ⊢ A.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (îò ïðîòèâíîãî). Ïóñòü I � îäíî èç èñ÷èñëåíèé I1, . . . ,I5. Çà-
�èêñèðóåì �îðìóëó A, íåâûâîäèìóþ â I. Ïàðà (∅;A) íåïðîòèâîðå÷èâà, çíà÷èò, íàéäåòñÿ òèï
σ : A ∈ σ1, îòêóäà, ïî ëåììå 4, â êàíîíè÷åñêîé I-ϕ-ìîäåëè (M, v) â òî÷êå σ èìååì σ 6
 A.
�àññìîòðèì êîðíåâóþ ïîäìîäåëü Mσ

ñ íàñëåäóåìîé îöåíêîé vσ. Â ñèëó òåîðåìû 1 Mσ 6|= A.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èñ÷èñëåíèÿ I = Ik äëÿ k ∈ [1, 5], êîðíåâàÿ ϕ-øêàëà Mσ

èìååò öâåòîâîé òèï Fk.
Åñëè maxM σ, òî â I1 öâåòîâîé òèï òî÷êè σ � ¾ϕ � íèãäå¿ � ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûì

òî÷êàì âååðîâ êëàññà ¾ϕ � íèãäå¿. Â I2 öâåòîâîé òèï òî÷êè σ � ¾ϕ�âåçäå¿ � ñîîòâåòñòâóåò

ìàêñèìàëüíûì òî÷êàì âååðîâ êëàññà ¾ϕ � âåçäå¿. Äëÿ I3 öâåòîâîé òèï òî÷êè σ � ¾ϕ � âî

âñåõ òî÷êàõ êðûøè¿ � ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíûì òî÷êàì âååðîâ êëàññà ¾ϕ � âî âñåõ òî÷êàõ

êðûøè¿. Äëÿ I4 è I5 öâåòîâîé òèï òî÷êè σ íå âàæåí, òàê êàê â êëàññàõ F4
è F5

åñòü ϕ-âååðà
êàê ñ îêðàøåííûìè, òàê è ñ íåîêðàøåííûìè òî÷êàìè êðûøè.

Ïóñòü σ � òî÷êà ãëóáèíû 2. Òîãäà Mσ
ÿâëÿåòñÿ âååðîì, âîçìîæíî ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

òî÷åê êðûøè.

Ïóñòü I = I1, òîãäà ¬ϕ åñòü àêñèîìà èñ÷èñëåíèÿ I1. Ïî ëåììå 5, ïîëó÷èì Φ = ∅, òî åñòü
Mσ

èìååò òèï ¾ϕ � íèãäå¿.

Ïóñòü I = I2, òîãäà ϕ åñòü àêñèîìà èñ÷èñëåíèÿ I2. Ïî ëåììå 5, ïîëó÷èì Φ = Mσ, òî åñòü
Mσ

èìååò òèï ¾ϕ � âåçäå¿.

Ïóñòü I = I3. Ïóñòü τ > σ, òîãäà maxM τ â ñèëó àêñèîìû bd2, îòñþäà, ïî ëåììå 7, ïîëó÷èì
ϕ ∈ τ0. Òàê êàê ¬¬ϕ � àêñèîìà èñ÷èñëåíèÿ I3, òî ¬¬ϕ ∈ τ0 è, ïî ëåììå 3, ïîëó÷èì ¬ϕ ∈ τ1,
òî åñòü êðûøà ϕ-âååðà Mσ

ïîëíîñòüþ îêðàøåíà.

Ïîêàæåì, ÷òî σ 6
 ϕ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ϕ ∈ σ0. Òîãäà íàéäóòñÿ òèï τ > σ
è �îðìóëà A òàêàÿ, ÷òî A ∈ σ1

è A ∈ τ0. Èç àêñèîìû ϕ → (A∨¬A) ïîëó÷àåì (A∨¬A) ∈ σ0. Ïî
ëåììå 3, èìååì A ∈ σ0

èëè ¬A ∈ σ0, íî ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

òèïà σ, âî âòîðîì ñëó÷àå ¬A ∈ τ0, ÷òî òîæå íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òèïà τ.
Ïîýòîìó ϕ /∈ σ0, òî åñòü Mσ

èìååò òèï ¾ϕ � âî âñåõ òî÷êàõ êðûøè¿.

Ïóñòü I = I4. Ïî ëåììå 9, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òî÷êè τ > σ òàêîé, ÷òî ϕ ∈ τ0.
Óáåäèìñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. Ïîñêîëüêó d(σ) = 2, òî íàéäóòñÿ τ > σ
è �îðìóëà A òàêàÿ, ÷òî A ∈ σ1

è A ∈ τ0. Èç àêñèîìû (ϕ ∨ ¬ϕ) → (A ∨ ¬A) ïîëó÷àåì, ÷òî
ϕ ∨ ¬ϕ ∈ σ1

è ϕ ∈ σ0. Ïî ëåììå 3, èç ¬ϕ ∈ σ1
ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåòñÿ κ > σ òàêîé, ÷òî ϕ ∈ κ0.

Îòêóäà Mσ
èìååò òèï ¾ϕ � â åäèíñòâåííîé òî÷êå êðûøè¿.

Ïóñòü I = I5. Ïî ëåììå 10, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî τ > σ òàêîãî, ÷òî ¬ϕ ∈ τ0. Âñå
äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì ïðåäûäóùåãî àáçàöà.Mσ

èìååò òèï ¾ϕ �

âî âñåõ òî÷êàõ êðûøè, êðîìå îäíîé¿.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî èç ïÿòè èñ÷èñëåíèé I1, . . . ,I5, åñëè Ik 6⊢ A, ñóùåñòâóåò ϕ-âååð
ñîîòâåòñòâóþùåãî öâåòîâîãî òèïà, â êîòîðîì �îðìóëà A îïðîâåðãàåòñÿ.

Â êàæäîì èç ïÿòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ Mσ
ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê

êðûøè. Ñäåëàåì ïåðåõîä îò áåñêîíå÷íîãî âååðà ê êîíå÷íîìó, ïðèìåíèâ èçâåñòíûé ìåòîä �èëü-

òðàöèè [19℄ è îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî âèäà ïîëó÷åííîé ìîäåëè Mσ.
�àññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ϕ-âååð W = (W,Φ) ñ êîðíåì o îäíîãî èç ïÿòè ðàññìàòðèâàåìûõ

òèïîâ ñ çàäàííîé íà íåì îöåíêîé v ïåðåìåííûõ èç V ar. Çà�èêñèðóåì êîíå÷íûé íàáîð ïåðå-

ìåííûõ p = {p1, . . . , ps}.
Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå òî÷åê êðûøè W îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ y:

x ∈ Φ ⇔ y ∈ Φ; (6.1)

x 
v pi ⇔ y 
v pi äëÿ âñåõ pi ∈ p. (6.2)

Ñâîéñòâà ðå�ëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè âûïîëíåíû. Òîãäà êðûøà ϕ-âå-
åðà W ðàçáèâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 2s+1

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè W1, . . . ,Wl. Äàëåå ñòðîèì
êîíå÷íûé âååð Fl = {r, ω1, . . . , ωl}, íà êîòîðîì çàäàåì âûäåëåííûé êîíóñ Ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wk ∈ Ψ ⇋ ∀x ∈ Wk : x ∈ Φ (⇔ ∃x ∈ Wk : x ∈ Φ)äëÿ k ∈ [1, l]; (6.3)

r ∈ Ψ ⇋ o ∈ Φ. (6.4)
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Äàëåå çàäàäèì îöåíêó u ïåðåìåííûõ ñïèñêà p íà ϕ-âååðå (Fl; Ψ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωk 
u pi ⇋ ∀x ∈ Wk : x 
v pi (⇔ ∃x ∈ Wk : x 
v pi) äëÿ âñåõ pi ∈ p; (6.5)

r 
u pi ⇋ o 
v pi äëÿ âñåõ pi ∈ p. (6.6)

Ëåììà 11. Äëÿ êàæäîé �îðìóëû B(ϕ; p) âûïîëíåíî:

(1) ωk 
u B ⇔ ∀x ∈ Wk : v 
v B ⇔ ∃x ∈ Wk : x 
v B äëÿ k ∈ [1, l];

(2) r 
u B ⇔ o 
v B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâîäèì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ �îðìóëû B(ϕ; p). Äëÿ êîí-

ñòàíòû ϕ è ïåðåìåííûõ ñïèñêà p îáà óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-

íèé (6.1)�(6.6).

Ïðîâåäåì øàã èíäóêöèè äëÿ �îðìóëû âèäà B1→B2, ïðåäïîëàãàÿ îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû

äëÿ B1 è B2 âåðíûìè.

Äîêàæåì (1). Ïóñòü wk 
u B1 → B2. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè òî÷êè wk ïîëó÷àåì wk 6
u B1

èëè wk 
u B2. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ∀x ∈ Wk : x 6
v B1 èëè ∀x ∈ x 
v B2. Îòñþäà

∀x ∈ Wk : x 
v B1 →B2.

Èìïëèêàöèÿ ∀x ∈ Wk : x 
v B1 →B2 ⇒ ∃x ∈ Wk : x 
v B1 →B2 î÷åâèäíà.

Ïóñòü ∃x ∈ Wk : x 
v B1 → B2. Äëÿ ïîäðàçóìåâàåìîé òî÷êè x ∈ Wk â ñèëó åå ìàêñèìàëü-

íîñòè èìååì x 6
v B1 èëè x 
v B2. Èç ïåðâîãî ïîëó÷àåì ¬∀x ∈ Wk : x 
v B1 (â ñèëó çàêîíîâ

âíåøíåé ëîãèêè), èç âòîðîãî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîëó÷àåì ∀x ∈ Wk : x 
v B2.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì wk 6
u B1 èëè wk 
u B2, èç ÷åãî, â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè

wk, âûòåêàåò wk 
u B1 →B2.

Äîêàæåì (2). Ïóñòü r 6
u B1 →B2. Íàéäåòñÿ z > r : z 
u B1 è z 6
u B2.

Åñëè z = r, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (óòâåðæäåíèå 2), ïîëó÷àåì o 
v B1 è o 6
v B2,

òî åñòü o 6
v B1 → B2. Åñëè z > r, òî z = wk äëÿ íåêîòîðîãî k è wk 
u B1 è wk 6
u B2. Â ñèëó

ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (óòâåðæäåíèå 1) ïîëó÷àåì ∀x ∈ Wk : x 
v B1 è ∃x ∈ Wk : x 6
v B2.

Îòñþäà ∃x ∈ Wk : x 
v B1 è x 6
v B2, ïîýòîìó o 6
v B1 →B2.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó àíàëîãè÷íî. �

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè èñõîäíûé ϕ-âååð W îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç óêàçàííûõ ïÿòè òèïîâ,

òî è ïîëó÷åííûé èç íåãî ϕ-âååð Fl èìååò òîò æå öâåòîâîé òèï.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïîëíîòå. Ïóñòü �îðìóëà A íå ñîäåðæèò äðóãèõ ïåðå-

ìåííûõ, êðîìå êàê èç ñïèñêà p, è íåâûâîäèìà â èñ÷èñëåíèè Ik. Ïî îïèñàííîìó âûøå, ñóùå-

ñòâóåò ϕ-âååð k-ãî öâåòîâîãî òèïà, îïðîâåðãàþùèé A. Ïî ëåììå 11, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé âååð

öâåòîâîãî òèïà k, îïðîâåðãàþùèé A, òî åñòü Fk 6|= A, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
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The Novikov problem for a superintuitionisti
 logi
 L is to des
ribe the 
lass of all maximal 
onservative

(i.e. P. S. Novikov 
omplete) extensions of L in the language with additional logi
al 
onne
tives and logi
al


onstants. Sin
e the family of all superintuitionisti
 logi
s has the power of the 
ontinuum, it is sensible to

apply the P. S. Novikov problem to superintuitionisti
 logi
s whi
h for one reason or other have already 
ome

to resear
hers' attention.

In parti
ular, there are three so-
alled pretabular superintuitionisti
 logi
s (i.e. non-tabular, but all their

own extensions are tabular). One of them � the logi
 L2 � is 
hara
terized by the 
lass of �nite rooted

linearly ordered sets of depth 2. It is established that for superintuitionisti
 logi
 L2 in the language with

one additional 
onstant there are exa
tly �ve P. S. Novikov 
omplete extensions; their semanti
 des
ription

is given.

In this paper we propose an expli
it axiomati
s for ea
h of the �ve existing P. S. Novikov 
omplete

extensions of the superintuitionisti
 logi
 L2 in the language 
ontaining an additional 
onstant.
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