
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

ÓÄÊ 517.911.5


© Ä.Â. Ïîíîìàðåâ

ÈÌÏÓËÜÑÍÎ-ÑÊÎËÜÇßÙÈÅ �ÅÆÈÌÛ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÛÕ

ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

1

�àññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ñóõèì òðåíèåì è ïîçèöèîííûì èìïóëüñíûì èëè

ïîçèöèîííûì ðàçðûâíûì óïðàâëåíèåì. Îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

âòîðîãî ðîäà:

A(t, q)q̈ = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) + u, t ∈ I = [t0, t0 + T ]. (1)

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû ïî ìíîæåñòâó S =
{
(t, q, q̇) ∈ I×Rn×Rn : σ(t, q, q̇) = 0

}

(çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè) èëè â îêðåñòíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà (çàäà÷à ñáëèæåíèÿ). Ïåðâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ ðåëåéíîãî òèïà ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè, äëÿ êîòîðûõ

ðåæèì äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ñèñòåìû (1). Ïðè íåäîñòàòî÷íîñòè

ðåñóðñîâ îáû÷íîãî ðàçðûâíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèå ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S ïðîèñõî-

äèò ïðè ïîìîùè âûñîêî÷àñòîòíûõ èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé íà íåå â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè

â èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùåì ðåæèìå, ðàâíîìåðíûé ïðåäåë êîòîðîãî (èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé

ðåæèì) ñîâïàäàåò ñ ðåæèìîì äåêîìïîçèöèè. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿ-

åòñÿ íàëè÷èå â ñèñòåìå (1) ñèë ñóõîãî òðåíèÿ, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

íåêîòîðûå íåóïðàâëÿåìûå ðàçðûâíûå èëè ìíîãîçíà÷íûå âîçìóùåíèÿ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ äàíû âî ââåäåíèè ñòàòüè. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó èäåàëüíûìè

èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè âêëþ÷åíèÿ

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) + u,

ãäå u � ïîçèöèîííîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, è ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè ñèñòåìû

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x)

ñ ïîçèöèîííûì ðàçðûâíûì óïðàâëåíèåì. Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ñèñòåìàì âèäà (1). Â òðåòüåì ðàçäå-

ëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé öåëåâîå ìíîæåñòâî S ñèñòåìû (1), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ

âåêòîðíîé �óíêöèåé σ(t, q, q̇) = q̇−ϕ(t, q). Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíû áîëåå ïðîñòûå è ñîäåð-

æàòåëüíûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ äëÿ ñèñòåìû ñ ïîçèöèîííûì

ðàçðûâíûì óïðàâëåíèåì. Â çàêëþ÷åíèè ðàññìîòðåí ïðèìåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, ïîçèöèîííîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, èìïóëüñíî-

ñêîëüçÿùèé ðåæèì, ñêîëüçÿùèé ðåæèì.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ èç ðàáîò [1,2℄, îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ

ÿâëÿëàñü ñèñòåìà âèäà

ẋ = f(t, x) + v(t) + u, x(t0) = x0, (0.1)

ñ ïîçèöèîííûì èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì u, è ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [3℄, ãäå

ðàññìàòðèâàëîñü äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå âèäà

ẋ ∈ F (t, x) + u, x(t0) = x0, (0.2)

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå

è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿, ïðîåêò � 2012�1.2.1�12�000�1001�011).



66 Ä.Â. Ïîíîìàðåâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

ãäå x ∈ Rn
, Rn

� n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖·‖, t ∈ I = [t0, t0+T ]. Èìïóëüñíîå
ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå u â çàäà÷àõ (0.1) è (0.2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåêèé àáñòðàêòíûé îïåðàòîð
u← p(t, x)δt, êîòîðûé êàæäîìó ìîìåíòó âðåìåíè t è ñîñòîÿíèþ îáúåêòà x ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
èìïóëüñ p(t, x)δt. Çäåñü δt � äåëüòà-�óíêöèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t, p(t, x) �
�óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ èíòåíñèâíîñòü èìïóëüñà.

Îïåðàòîð u ← p(t, x)δt êàê îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñìûñëà íå èìååò è îçíà÷àåò ëèøü òîò

�àêò, ÷òî â ñèñòåìå (0.2) �óíêöèîíèðóåò èìïóëüñíîå ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, ïîäðàçóìåâà-

þùåå äèñêðåòíóþ ðåàëèçàöèþ ¾áåãóùåãî èìïóëüñà¿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîððåêòèðóþ-

ùèõ èìïóëüñîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â óçëàõ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ h : t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T
îòðåçêà I. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü H.

Äåéñòâèå äèñêðåòíîé ðåàëèçàöèè ¾áåãóùåãî èìïóëüñà¿ â ñèñòåìå (0.2) ïðèâîäèò ê ïîÿâ-

ëåíèþ ðàçðûâíûõ êðèâûõ xh(t), íàçûâàåìûõ ëîìàíûìè Ýéëåðà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà

ïðîìåæóòêàõ (tk, tk+1] êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè:

ẋ ∈ F (t, x), x(tk) = xh(tk) + p
(
tk, x

h(tk)
)
, k = 0, N − 1,

ãäå xh(t0) = x0. Ìíîæåñòâî ëîìàíûõ Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ, íàïðàâëåííîé ïî óáûâàíèþ

d(h) = max{∆tk, k = 0, N − 1}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ Ýéëåðà {xhi(t)} íàçîâåì êîí-

�èíàëüíîé, åñëè d(hi) → 0 ïðè i → ∞, ãäå d(h) � ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ h. Ïðè ýòîì åñëè êîí-

�èíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ Ýéëåðà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå I ñõîäèòñÿ ê êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé �óíêöèè r(t), òî �óíêöèþ r(t) áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíûì ðåæèìîì ñèñòåìû

(0.2) ñ óïðàâëåíèåì u← p(t, x)δt.
Â [3℄ ðàññìàòðèâàëèñü òàêèå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ñè-

ñòåìó (0.2) íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

S =
{
(t, x) ∈ I ×Rn : σi(t, x) = 0, i = 1,m

}
,

ãäå m 6 n. Â ýòîì ñëó÷àå ñåòü ëîìàíûõ Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì,

à òðàåêòîðèè r(t), ïðåäåëüíûå äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ íà ïðîìåæóòêå J = (t0, t0 + T ]
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëîìàíûõ Ýéëåðà, � èäåàëüíûìè (ïðåäåëüíûìè) èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèìè

ðåæèìàìè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé èäåàëüíûå èìïóëüñíî-

ñêîëüçÿùèå ðåæèìû ñèñòåìû (0.2) ñîâïàäàþò ñî ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x),

ãäå B(t, x) � íåïðåðûâíàÿ n×m-ìàòðèöà, ũ(t, x) =
(
ũ1(t, x), . . . , ũm(t, x)

)
� âåêòîðíîå ïîçèöè-

îííîå ðàçðûâíîå óïðàâëåíèå, ũi(t, x) = Hi(t, x)sgn σ
i(t, x), i = 1,m, Hi(t, x) � ïîëîæèòåëüíûå

�óíêöèè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèå ðåæèìû âêëþ-

÷åíèé ñ èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì è ìàòðèöåé A(t, x) ïðè ẋ â âèäå

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) + u.

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì, ïðåäñòàâëåííûì â âèäå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

âòîðîãî ðîäà ñ èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì:

A(t, q)q̈ = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) + u. (0.3)

Â òðåòüåì ðàçäåëå â êà÷åñòâå öåëè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèâåäåíèå

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íà ìíîæåñòâî S, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèÿìè q̇ = ϕ(t, q), äëÿ êîòîðîãî

èñïîëüçîâàíû áîëåå ïðîñòûå è ñîäåðæàòåëüíûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ñêîëü-

çÿùèõ ðåæèìîâ äëÿ ñèñòåìû ñ ïîçèöèîííûì ðàçðûâíûì óïðàâëåíèåì èç ðàáîòû [6℄. Â çàêëþ-

÷åíèè ðàññìîòðåí ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð óðàâíåíèé äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà íà øåðîõî-

âàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ñóõèì òðåíèåì.
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� 1. Èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèå ðåæèìû äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìàòðèöåé

ïðè ïðîèçâîäíîé ẋ

�àññìîòðèì ñèñòåìó

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) + u,

x(t0) = x0, t ∈ I.
(1.1)

Çäåñü A(t, x) � n × n-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ, íåâûðîæäåííàÿ íà I × Rn
; F (t, x) � ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå; u � ïîçèöèîííîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå. Äëÿ ñèñòåìû (1.1) ëîìàíûå Ýéëåðà íà

èíòåðâàëàõ (tk, tk+1], k = 0, N − 1, ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè:

{
A(t, x)ẋ ∈ F (t, x),

x(tk) = xh(tk) +A−1
(
tk, x

h(tk)
)
p
(
tk, x

h(tk)
)
,

ãäå A−1(t, x) � îáðàòíàÿ ìàòðèöà, xh(t0) = x0.

Îòìåòèì, ÷òî ëîìàíûå Ýéëåðà óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

xh(t) = x0 +A−1(t0, x0)p(t0, x0) +

∫ t

t0

ẋh(τ) dτ +

mt∑

i=1

A−1
(
ti, x

h(ti)
)
p
(
ti, x

h(ti)
)
, (1.2)

ãäå mt � íîìåð áëèæàéøåãî ñëåâà ê t óçëà ðàçáèåíèÿ h, íå ñîâïàäàþùåãî ñ t, A(t, xh(t))ẋh(t) ∈
F (t, xh(t)) äëÿ ï.â. t ∈ I.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ïîñëå êàæäîãî èìïóëüñíîãî

âîçäåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ñèñòåìó (1.1) íà ìíîæåñòâî S, îïðåäåëÿåìîå m-ìåðíîé íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìîé âåêòîð-�óíêöèåé σ(t, x) ñ ìàòðèöåé ßêîáè ïî x ðàíãà m äëÿ âñåõ (t, x) ∈ S:

S =
{
(t, x) ∈ I ×Rn : σ(t, x) = 0

}
.

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå èìïóëüñîâ íà ìíîæåñòâå S, òî åñòü

(t, x) ∈ S ⇔ A−1(t, x)p(t, x) = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ p̂(t, x) = A−1(t, x)p(t, x), F̂ (t, x) = A−1(t, x)F (t, x). Òîãäà ëîìàíûå Ýé-

ëåðà (1.2) ïðèìóò âèä

xh(t) = x0 + p̂(t0, x0) +

∫ t

t0

ẋh(τ) dτ +
mt∑

i=1

p̂
(
ti, x

h(ti)
)
,

ãäå ẋh(t) ∈ F̂
(
t, xh(t)

)
äëÿ ï.â. t ∈ I, è áóäóò ñîâïàäàòü ñ ëîìàíûìè Ýéëåðà èìïóëüñíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ ∈ F̂ (t, x) + û,

x(t0) = x0,
(1.3)

ãäå û← p̂(t, x)δt. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ïîïàäàíèå ñèñòåìû íà S ïîñëå äåéñòâèÿ

êîððåêòèðóþùåãî èìïóëüñà è ðàâåíñòâî íóëþ âåëè÷èíû èìïóëüñà â ñëó÷àå, åñëè (t, x) ∈ S,
çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

σ
(
t, x+ p̂(t, x)

)
= 0 ∀(t, x) ∈ I ×Rn,

σ(t, x) = 0⇔ p̂(t, x) = 0.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùèå ëåììû èç [3℄:
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Ëåììà 1. Ïóñòü �óíêöèè p̂(t, x) è xh(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

‖p̂(τ, y)− p̂(t, x)‖ 6 L (|τ − t|+ ‖y − x‖) (1.4)

äëÿ âñåõ (t, x) ∈ I ×Rn
;

‖ẋh(t)‖ 6 C(t)
(
1 + ‖xh(t)‖

)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ I è âñåõ ðàçáèåíèé h ∈ H, ãäå C(t) � ñóììèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó �óíêöèÿ;

p̂
(
tk, x

h(tk + 0)
)
= 0

äëÿ âñåõ k = 0, N − 1 è âñåõ ðàçáèåíèé h ∈ H. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî

äëÿ âñåõ ðàçáèåíèé h ∈ H è âñåõ t ∈ I âûïîëíÿåòñÿ

‖xh(t)‖ 6 M.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåììû 1. Òîãäà èç ëþáîé êîí�èíàëüíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé {xhi(t)} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî íà

îòðåçêå I ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå J = (t0; t0 + T ]
�óíêöèè, è ëþáîé ðàâíîìåðíûé íà ïðîìåæóòêå J ïðåäåë r(t) êîí�èíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè �óíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

p̂
(
t, r(t)

)
= 0, r(t0 + 0) = x0 + p̂(t0, x0).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óêàçàííûõ â ëåììå 1 óñëîâèÿõ ëîìàíûå Ýéëåðà äëÿ ñèñòåìû (1.1) áóäóò

îãðàíè÷åíû è èç ëþáîé êîí�èíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ê àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé �óíêöèè.

Ïóñòü âåëè÷èíà èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó p(t, x) = B(t, x)σ(t, x),
ãäå B(t, x) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ n ×m-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà p̂(t, x) óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó p̂(t, x) = A−1(t, x)B(t, x)σ(t, x) è â ñèëó ëåììû 2.2 èç [1℄ íà ìíîæåñòâå S âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå

σx(t, x)A
−1(t, x)B(t, x) = −Em. (1.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ B̂(t, x) = A−1(t, x)B(t, x) íåïðåðûâíà, p̂(t, x) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1.4), F̂ (t, x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(B0) äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ I×Rn
ìíîæåñòâî F̂ (t, x) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàêòîì;

(B1) ïðè ïî÷òè êàæäîì t ∈ I îòîáðàæåíèå x→ F̂ (t, x) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;
(B2) äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè x : I → Rn

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå t→ F̂
(
t, x(t)

)

èçìåðèìî (ñâîéñòâî ñóïåðïîçèöèîííîé èçìåðèìîñòè);

(B3) äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ I × Rn
, w ∈ F̂ (t, x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖w‖ 6 l(t)

(
1 + ‖x‖

)
,

ãäå l(t) � ñóììèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó íà I �óíêöèÿ (ñâîéñòâî ïîäëèíåéíîãî ðîñòà).

Ïóñòü, äàëåå, ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè Hi(t, x) : I ×Rn →
R, i = 1,m, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x) ∈ S íàéäóòñÿ ε > 0 è îêðåñòíîñòü Wδ(t, x) ýòîé òî÷êè

òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ (t′, x′) ∈Wδ(t, x) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

max
w∈F̂ (t′,x′)

∣∣σi
t(t, x) + 〈∇xσ

i(t, x), w〉
∣∣ < Hi(t, x)− ε, i = 1,m, (1.6)

ãäå ∇xσ
i(t, x) � ãðàäèåíò i-é êîîðäèíàòû âåêòîð-�óíêöèè σ(t, x) ïî ïåðåìåííîé x, σi

t(t, x) �
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè i-é êîîðäèíàòû âåêòîð-�óíêöèè σ(t, x). Òîãäà â ñèëó òåîðåì

4 è 5 èç [3℄ äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1.3) ñóùåñòâóåò èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì è ëþáîé

èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì r(t) âêëþ÷åíèÿ (1.3) íà èíòåðâàëå J ñîâïàäàåò ñî

ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ñèñòåìû ñ ïîçèöèîííûì ðàçðûâíûì óïðàâëåíèåì

ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)ũ(t, x),

x(t0) = x0 + p̂(t0, x0),
(1.7)
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ãäå ũi(t, x) = Hi(t, x)sgn
(
σi(t, x)

)
, i = 1,m. Ïðè ýòîì ïîä ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì âêëþ÷åíèÿ

(1.7) ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ x(t) òàêàÿ, ÷òî
(
t, x(t)

)
∈ S è x(t) � ðåøåíèå

âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)Ũ(t, x),

x(t0) = x0 + p̂(t0, x0),
(1.8)

ãäå Ũ(t, x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøåå âûïóêëîå äîîïðåäåëåíèå â ñìûñëå Ôèëèïïîâà

(ñì. [4℄) ðàçðûâíîé �óíêöèè ũ(t, x).

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.6) îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà S (ñì. òåîðåìó 3

èç [3℄) â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) ∈ S è τ > 0 ñóùåñòâóåò

δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ‖x0− x̃0‖ < δ è |t0− t̃0| < δ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ (1.8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t̃0, x̃0) âûïîëíÿåòñÿ (t, x(t)) ∈ S äëÿ âñåõ òî÷åê

t > t0 + τ , â êîòîðûõ ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñêîëüçÿ-

ùèõ ðåæèìîâ ñèñòåìû (1.8) óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà S íå òðåáóåòñÿ. Èç òåîðåìû 2 (ñì. [3℄)

ñëåäóåò, ÷òî âñå äâèæåíèÿ ñèñòåìû (1.8) ïî ìíîæåñòâó S íàõîäÿòñÿ èç âêëþ÷åíèÿ

ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)Ũ∗eq(t, x), (1.9)

ãäå Ũ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x)
⋂

Ũ(t, x) è

Ũ eq(t, x) = σt(t, x) + σx(t, x)F (t, x). (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, âñå âîçìîæíûå ñêîëüçÿùèå ðåæèìû ñèñòåìû (1.8) íàõîäÿòñÿ èç âêëþ÷åíèÿ

(1.9) â ñëó÷àå, åñëè Ũ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x), ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì íåðàâåíñòâ

max
w∈F̂ (t,x)

∣∣σi
t(t, x) + 〈∇xσ

i(t, x), w〉
∣∣
(t,x)∈S

6 Hi(t, x), i = 1,m. (1.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A(t, x), F (t, x), p(t, x) òàêîâû, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F̂ (t, x) =
A−1(t, x)F (t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (B0)�(B3), p̂(t, x) = A−1(t, x)p(t, x) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1.4), è ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè Hi(t, x) :
I ×Rn → R, i = 1,m, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1.11).

Òîãäà äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1.1) 
 èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì u ← p(t, x)δt ñóùå-
ñòâóåò èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì è ëþáîé èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé

ðåæèì r(t) ñèñòåìû (1.1) íà èíòåðâàëå J ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ñèñòåìû

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x),

x(t0) = x0 +A−1(t0, x0)p(t0, x0)

ñ ðàçðûâíûìè ïîçèöèîííûìè óïðàâëåíèÿìè ũi(t, x) = Hi(t, x)sgn
(
σi(t, x)

)
, i = 1,m, êîòîðûé

ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîì óïðàâëåíèè ũeq
(
t, r(t)

)
∈ Ũ eq

(
t, r(t)

)
.

Îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ íîðìó ‖A‖1 = max
‖x‖=1

‖Ax‖.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A(t, x) � íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà; äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ I × Rn
âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖A−1(t, x)‖1 6 C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà; F (t, x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (B0)�(B3); p(t, x) = B(t, x)σ(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4). È ïóñòü ñóùåñòâó-

þò òàêèå íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè Hi(t, x) : I × Rn → Rm
, i = 1,m, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1.11).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.
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� 2. Èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèå ðåæèìû ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì

�àññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ñ ñèëàìè ñóõîãî òðåíèÿ, äâèæå-

íèå êîòîðîé, ñëåäóÿ [5℄, çàïèøåì â âèäå (0.3)

2

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, q0, q̇0). Â (0.3) äëÿ íàñ

ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàëè÷èå ðàçðûâíîé ïî q̇ �óíêöèè QT (t, q, q̇) (îáîáùåííûå ñèëû êóëîíîâà

òðåíèÿ) è íåïðåðûâíîé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ïðè ëþáûõ (t, q) ∈ I×Rn
ìàòðèöû A(t, q),

êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

óïðàâëÿþùèå ñèëû u íîñÿò õàðàêòåð èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ: u← p(t, q, q̇)δt.
Çàïèøåì ñèñòåìó (0.3) ñ èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì â âèäå âêëþ÷åíèÿ

A(t, q)q̈ ∈ F (t, q, q̇) + u, (2.1)

ãäå F (t, q, q̇) = g(t, q, q̇) + QA(t, q, q̇) + QT (t, q, q̇) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå

â ðåçóëüòàòå ïðîñòåéøåãî âûïóêëîãî äîîïðåäåëåíèÿ QT (t, q, q̇) â ñìûñëå Ôèëèïïîâà �óíêöèè

QT (t, q, q̇). Ïðè ýòîì ëîìàíûå Ýéëåðà

(
qh(t), q̇h(t)

)
íà êàæäîì èíòåðâàëå (tk, tk+1], k = 0, N − 1

áóäóò ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèÿìè çàäà÷ Êîøè





A(t, q)q̈ ∈ F (t, q, q̇),

q(tk) = qh(tk),

q̇(tk) = q̇h(tk) +A−1
(
tk, q

h(tk)
)
p
(
tk, q

h(tk), q̇
h(tk)

)
,

(2.2)

ãäå qh(t0) = q0, q̇
h(t0) = q̇0. Ïîä ðåøåíèåì (2.2) íà îòðåçêå [tk, tk+1] áóäåì ïîíèìàòü ïàðó

�óíêöèé

(
q(t), q̇(t)

)
, ñîñòîÿùóþ èç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè q(t) è àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé �óíêöèè q̇(t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è âêëþ÷åíèþ (2.2)

ï.â. íà [tk, tk+1].
Ïîñòàâèì öåëü óïðàâëåíèÿ: îáåñïå÷èòü äâèæåíèå ñèñòåìû ïî ìíîæåñòâó S, êîòîðîå îïðå-

äåëÿåòñÿ n-ìåðíîé íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé σ(t, q, q̇) ñ íåâûðîæäåííîé íà

I ×Rn ×Rn
ìàòðèöåé ßêîáè Iσ,q̇(t, q, q̇) ïî ïåðåìåííîé q̇:

S =
{
(t, q, q̇) ∈ I ×Rn ×Rn : σ(t, q, q̇) = 0

}
.

Ââåäåì ïåðåìåííóþ χ = q̇, òîãäà âêëþ÷åíèå (2.1) ïðèìåò âèä
{
A(t, q)χ̇ ∈ F (t, q, χ) + u,

q̇ = χ.
(2.3)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè q̇ = χ èäåàëüíûå èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèå ðåæèìû âêëþ÷åíèé (2.1)

è (2.3) ñîâïàäàþò.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè:

x =

(
χ
q

)
, F̂ (t, x) =

(
F (t, q, χ)

χ

)
,

û =

(
u
0n

)
, Â(t, x) =

(
A(t, q) 0n×n

0n×n En

)
,

ãäå 0n � íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè n, 0n×n � íóëåâàÿ n × n-ìàòðèöà, ïåðåïèøåì
ñèñòåìó (2.3) â âèäå

Â(t, x)ẋ ∈ F̂ (t, x) + û. (2.4)

Çäåñü û � èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê àáñòðàêòíûé îïåðàòîð

û← p̂(t, x)δt, ãäå

p̂(t, x) =

(
p(t, q, χ)

0n

)
. (2.5)

2

Äåòàëüíîå îïèñàíèå ñèñòåìû (0.3) ñì. â [5℄.
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Êàê è ðàíåå, îïðåäåëèì âåëè÷èíó èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ ðàâåíñòâîì

p̂(t, x) = B̂(t, x)σ(t, x).

Çäåñü σ(t, x) = σ(t, q, χ) = σ(t, q, q̇), B̂(t, x) ñ ó÷åòîì (2.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 2n × n-ìàòðèöó
âèäà

B̂(t, x) =

(
B̂1(t, x)
0n×n

)
,

ãäå B̂1(t, x) � íåêîòîðàÿ n× n-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ.

Ïóñòü äëÿ âêëþ÷åíèÿ (2.4) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 1. Òîãäà ëþáîé èäåàëü-

íûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì âêëþ÷åíèÿ (2.4) ñ ïîçèöèîííûì èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, x0) ñîâïàäàåò íà J ñî ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì âêëþ÷åíèÿ

Â(t, x)ẋ ∈ F̂ (t, x) + B̂(t, x)ũ(t, x)

ñ ðàçðûâíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ũ(t, x) = H(t, x)sgn
(
σ(t, x)

)
è íà÷àëüíûì óñëîâèåì(

t0, x0 + Â−1(t0, x0)p̂(t0, x0)
)
.

Íàéäåì ìàòðèöó B̂1(t, x). Èç óñëîâèÿ (1.5) ñëåäóåò

σx(t, x)Â
−1(t, x)B̂(t, x) =

(
Iσ,χ(t, x) Iσ,q(t, x)

)(
A−1(t, x) 0n×n

0n×n En

)(
B̂1(t, x)
0n×n

)
=

=
(
Iσ,χ(t, x)A

−1(t, x) Iσ,q(t, x)
)(

B̂1(t, x)
0n×n

)
= Iσ,χ(t, x)A

−1(t, x)B̂1(t, x) = −En.

Çäåñü Iσ,q(t, x) = Iσ,q(t, q, χ) è Iσ,χ(t, x) = Iσ,χ(t, q, χ) � ìàòðèöû ßêîáè �óíêöèè σ(t, q, χ) ïî

ïåðåìåííûì q è χ ñîîòâåòñòâåííî, A(t, x) = A(t, q). Òàêèì îáðàçîì, B̂1(t, x) = −A(t, x)I
−1
σ,χ(t, x)

è

B̂(t, x) =

(
−A(t, x)I−1

σ,χ(t, x)

0n×n

)
. (2.6)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî (1.4) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ p̂(t, x) = B̂(t, x)σ(t, x). Íåðà-
âåíñòâà (1.11) äëÿ ïåðåìåííûõ (q, q̇) ïðèìóò âèä

max
w∈A−1(t,q)F (t,q,q̇)

∣∣σi
t(t, q, q̇) + 〈∇q̇σ

i(t, q, q̇), w〉+

+〈∇qσ
i(t, q, q̇), q̇〉

∣∣
(t,q,q̇)∈S

6 Hi(t, q, q̇), i = 1, n.
(2.7)

Óñëîâèå (1.5) ñëåäóåò èç (2.6). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F (t, q, q̇) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B3), ‖A−1(t, q)‖A 6 C, ãäå C �

íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè

Hi(t, q, q̇) : I ×Rn ×Rn → R, i = 1, n, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.7).

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (0.3) ñ èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ñóùåñòâóåò èäåàëüíûé

èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì è ëþáîé èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñèñòåìû

(0.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, q0, q̇0) íà èíòåðâàëå J ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ýòîé

ñèñòåìû ñ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì u = −A(t, q)I−1
σ,q̇ (t, q, q̇)ũ(t, q, q̇) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì(

t0, q0, q̇0 − I−1
σ,q̇ (t0, q0, q̇0)σ(t0, q0, q̇0)

)
.
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� 3. ×àñòíûé ñëó÷àé öåëåâîãî ìíîæåñòâà S äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî S âèäà

S =
{
(t, q, q̇) ∈ I ×Rn ×Rn : σ(t, q, q̇) = q̇ − ϕ(t, q) = 0

}
,

ãäå ϕ(t, q) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ. Òîãäà Iσ,q̇ ≡ E,

B̂(t, q, q̇) =

(
−A(t, q)
0n×n

)
,

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

(
t0, q0, q̇0 − I−1

σ,q̇ (t0, q0, q̇0)σ(t0, q0, q̇0)
)
ïðèìóò âèä

(
t0, q0, ϕ(t0, q0)

)
è, â ñèëó

òåîðåìû 2, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü F (t, q, q̇) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B3), ‖A−1(t, q)‖A 6 C, ãäå C �

íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè

Hi(t, q, q̇) : I ×Rn ×Rn → R, i = 1, n, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

max
w∈A−1(t,q)F (t,q,q̇)

∣∣−ϕi
t(t, q) + wi − 〈∇qϕ

i(t, q), ϕ(t, q)〉
∣∣
q̇=ϕ(t,q)

6 Hi(t, q, q̇), i = 1, n. (3.1)

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (0.3) ñ èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ñóùåñòâóåò èäåàëüíûé

èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì è ëþáîé èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñèñòåìû

(0.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, q0, q̇0) íà èíòåðâàëå J ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ýòîé

ñèñòåìû ñ êîý��èöèåíòîì ïðè ðàçðûâíîì ïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè

u = −A(t, q)ũ(t, q, q̇) (3.2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(
t0, q0, ϕ(t0, q0)

)
, ãäå ũi = Hi(t, q, q̇)sgn

(
q̇i − ϕi(t, q)

)
.

Çäåñü wi � i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà w, ϕi
t(t, q) � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè i-é êîîð-

äèíàòû âåêòîðíîé �óíêöèè ϕ(t, q), ∇qϕ
i(t, q) � ãðàäèåíò i-é êîîðäèíàòû âåêòîðíîé �óíêöèè

ϕ(t, q) ïî ïåðåìåííîé q.
Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâ (3.1) ñîäåðæèò ýëåìåíòû w èç çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ A−1(t, q)F (t, q, q̇), òî ïðîâåðêà ýòèõ íåðàâåíñòâ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îïðåäåëåííûå
òðóäíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì ñèñòåìó (0.3) ñ ðàçðûâíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì

u = u(t, q, q̇), (3.3)

ãäå ui(t, q, q̇) = −Hisgn
(
q̇i − ϕi(t, q)

)
, i = 1, n. Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ A(t, q)

ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé, ñèììåòðè÷íîé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà I×Rn
. Äëÿ ýòîé

ñèñòåìû â [6℄ áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû íåðàâåíñòâà íà ðåñóðñû óïðàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (3.1):

∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

aik


∂ϕk

∂t
+

n∑

j=1

∂ϕk

∂qj
ϕj


−

[
gi +QA

i +QT
i

]
∣∣∣∣∣∣
q̇=ϕ(t,q)

6 H i, i = 1, n, (3.4)

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé QT
i , i = 1, n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.4) âûïîëíÿþòñÿ. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (0.3) 
 óïðàâëåíèåì

(3.3) â âèäå

A(t, q)q̈ ∈ F (t, q, q̇) + u(t, q, q̇), (3.5)

ãäå F (t, q, q̇) = g(t, q, q̇)+QA(t, q, q̇)+QT (t, q, q̇) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷åííîå â ðå-

çóëüòàòå âûïóêëîãî äîîïðåäåëåíèÿ QT (t, q, q̇) ïî Ôèëèïïîâó ðàçðûâíîé �óíêöèè QT (t, q, q̇),
è íàéäåì ìíîãîçíà÷íîå ýêâèâàëåíòíîå óïðàâëåíèå, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ñèñòåìó q̇ = ϕ(t, q)
â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (3.5):

U
∗eq

(t, q, q̇) = A(t, q)
(
ϕt(t, q) + Iϕ,q(t, q)ϕ(t, q)

)
− F (t, q, q̇),
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ãäå Iϕ,q(t, q) � ìàòðèöà ßêîáè âåêòîðíîé �óíêöèè ϕ ïî ïåðåìåííîé q.
Äëÿ ñèñòåìû (0.3) ñ óïðàâëåíèåì (3.2) ìíîãîçíà÷íîå ýêâèâàëåíòíîå óïðàâëåíèå ïðèìåò âèä

Ũ∗eq(t, q, q̇) = −ϕt(t, q)− Iϕ,q(t, q) +A−1(t, q)F (t, q, q̇).

Îòìåòèì, ÷òî −A(t, q)Ũ∗eq(t, q) ≡ U
∗eq

(t, q). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû (0.3) ñ óïðàâëåíè-

ÿìè (3.2) è (3.3) ñêîëüçÿùèå ðåæèìû óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå äè��åðåíöèàëüíîìó

âêëþ÷åíèþ, íî óñëîâèÿ (3.1) è (3.4) èõ âîçíèêíîâåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ. Åñëè äëÿ ñèñòåìû ñ óïðàâ-

ëåíèåì (3.2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.1), à äëÿ (3.3) � óñëîâèÿ (3.4), òî ìíîæåñòâà ñêîëüçÿùèõ

ðåæèìîâ ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü F (t, q, q̇) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (B3), A(t, q) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàò-

ðèöà, ‖A−1(t, q)‖A 6 C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðå-

ðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè Hi(t, q, q̇) : I × Rn × Rn → R, i = 1, n, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà (3.4).

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (0.3) ñ èìïóëüñíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ñóùåñòâóåò èäåàëüíûé

èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì è ëþáîé èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñèñòåìû

(0.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (t0, q0, q̇0) íà èíòåðâàëå J ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ýòîé

ñèñòåìû ñ ðàçðûâíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì (3.3) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(
t0, q0, ϕ(t0, q0)

)
.

� 4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå [3℄ áûëî ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èäåàëüíûìè èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèìè ðå-

æèìàìè ñèñòåìû (1.3) è ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè ñèñòåìû (1.7). Ïðè ýòîì, êàê îòìå÷àëîñü

ðàíåå, ëþáîé ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñèñòåìû (1.7) ìîæåò áûòü íàéäåí êàê ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ

(1.9) ïðè óñëîâèè Ũ∗eq(t, x) = Ũ eq(t, x), ãäå Ũ eq(t, x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.10). Äàí-

íîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (1.11), êîòîðûå �àêòè÷åñêè îçíà÷àþò òðåáîâàíèå

|ũeqi (t, x)|(t,x)∈S 6 Hi, i = 1,m, äëÿ âñåõ ũeq(t, x) ∈ Ũ eq(t, x), ãäå ũeqi (t, x) � i-ÿ êîîðäèíàòà

âåêòîðà ũeq(t, x).
Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì äâèæåíèå ïî ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ Si =

{
(t, q, q̇) : q̇i = ϕi(t, q)

}
,

i = 1, n, íàçûâàåòñÿ ðåæèìîì äåêîìïîçèöèè (ñì. [7, 8℄). Òàêèå äâèæåíèÿ ïîçâîëÿþò ðåøàòü

çàäà÷è ñëåæåíèÿ (äâèæåíèå ïî íàïåðåä çàäàííîé òðàåêòîðèè), çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû

èëè çàäà÷è ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Â ðàáîòàõ [7,8℄ ðàçâèòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ (ïðèíöèï

äåêîìïîçèöèè) äëÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà (áåç ó÷åòà ñèë òðåíèÿ) â ðàìêàõ íåêîòî-

ðûõ óñëîâèé, áîëåå ñèëüíûõ, ÷åì íåðàâåíñòâà (3.4), êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå â ñèñòåìå

ðåñóðñîâ óïðàâëåíèÿ Hi, i = 1, n, äîñòàòî÷íûõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðåæèìîâ äåêîìïîçèöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî èäåàëüíûé èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèé ðåæèì è åñòü, ñîáñòâåí-

íî, ðåæèì äåêîìïîçèöèè äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è îí ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ èìïóëüñíî-

ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà (2.7) èëè áîëåå ñèëüíûå íåðàâåíñòâà, äâèæåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íà ðàçðûâíîì

ïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè ðåëåéíîãî òèïà è ïðè ýòîì áóäåò óñòîé÷èâûì â òîì èëè èíîì ñìûñëå

(ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2 èç [6℄), òî åñòü èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó èçëèøíå. Óñëî-

âèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (0.3), äîïóñêàþò ðàññìîòðåíèå ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû, îäíîâðåìåííî ñîäåðæàùåé îáà ðàññìàòðèâàåìûõ òèïà óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñìûñë äîáàâëåíèÿ â ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ðàçðûâíûì ïîçèöèîííûì óïðàâ-

ëåíèåì ïîçèöèîííîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû íà ìíîæåñòâî S
äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è â îáåñïå÷åíèè ðåæèìà äåêîìïîçèöèè ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ äëÿ

òåõ îáëàñòåé, ãäå íå õâàòàåò ðåñóðñîâ îáû÷íîãî óïðàâëåíèÿ, òî åñòü òàì, ãäå íå âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà (2.7).

Â òðåòüåì ðàçäåëå áûëà ïîêàçàíà ñâÿçü èäåàëüíûõ èìïóëüñíî-ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ ìåõà-

íè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ìíîæåñòâîì S, îïðåäåëÿåìûì óðàâíåíèåì q̇ = ϕ(t, q), ñî ñêîëüçÿùèìè

ðåæèìàìè ñèñòåìû (0.3) ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ðàçðûâíûìè ïîçèöèîííûìè óïðàâëÿþùèìè âîç-

äåéñòâèÿìè. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ áûëè âûâåäåíû óñëîâèÿ íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ (3.1) è (3.4).

Ïðîàíàëèçèðóåì óñëîâèÿ (3.1) è (3.4) íà ïðèìåðå.
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�èñ. 1. Äâóõçâåííûé ìàíèïóëÿòîð (âèä ñâåðõó)

Ïðèìåð. �àññìîòðèì äâèæåíèå äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

(ñì. ðèñ. 1). Çâåíüÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåâåñîìûå ñòåðæíè OA è AB. Ñòåðæåíü OA äëèíû

l1 êðåïèòñÿ â òî÷êå O ê øàðíèðó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (íå ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã

îñè OA). Â òî÷êå A ñòåðæåíü OA îïèðàåòñÿ íà øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü ñ êîý��èöèåíòîì

òåðíèÿ ñêîëüæåíèÿ f . Ñòåðæåíü AB äëèíû l2 êðåïèòñÿ ê ïåðâîìó ñòåðæíþ â òî÷êå A ïðè ïî-

ìîùè ïëîñêîãî øàðíèðà (ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

A) ìàññû m1 è â òî÷êå B íà ïîâåðõíîñòü íå îïèðàåòñÿ. Ê òî÷êå B ïðèêðåïëåí ãðóç ìàññû

m2. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû âûáåðåì óãëû ϕ1 è ϕ2. Â øàðíèðàõ òðåíèå

îòñóòñòâóåò, åñòü óïðóãàÿ ñâÿçü ñ êîý��èöèåíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k1 è k2 óãëàì ϕ1 è

β = ϕ2 − ϕ1.

Ìîìåíòû èíåðöèè I1, I2 øàðíèðà â òî÷êå A è ãðóçà â òî÷êå B îòíîñèòåëüíî òî÷åê O è A
ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ èç �îðìóë

I1 = m1l
2
1, I2 = m2l

2
2.

Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû ðàâíû

T =
1

2
I1ϕ̇

2
1 +

1

2

(
m2l

2
1ϕ̇

2
1 + 2m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos β + I2ϕ̇

2
2

)
, Π =

1

2

(
k1ϕ

2
1 + k2β

2
)
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà

d

dt
(
∂T

∂ϕ̇i
)−

∂T

∂ϕi
= −

∂Π

∂ϕi
+QN

i , i = 1, n,

ãäå QN
i = (Q′

T , 0) â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå ñèëû êóëîíîâà òðåíèÿ, äëÿ

îïèñàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì âûïóêëîãî äîîïðåäåëåíèÿ ïî Ôèëèïïîâó ïðèìóò

ñëåäóþùèé âèä:

{
A11ϕ̈1 +A12ϕ̈2 ∈ B12ϕ̇

2
2 +Q1 +QT ,

A21ϕ̈1 +A22ϕ̈2 = −B12ϕ̇
2
1 +Q2.

(4.1)

Çäåñü QT � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïðîñòåéøåå âûïóêëîå äîîïðå-
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äåëåíèå îáîáùåííîé ñèëû òðåíèÿ Q′
T , êîòîðàÿ ðàâíà

Q′
T (ϕ) =





−fl1Nsgn ϕ̇1, ϕ̇1 6= 0,

Q0
T , ϕ̇1 = 0, f l1N > |Q0

T |,

f l1NsgnQ0
T , ϕ̇1 = 0, f l1N < |Q0

T |,

(4.2)

Q0
T = Q0

T (ϕ) = A12ϕ̈2 + k1ϕ1 −B12ϕ̇
2
2 − k2(ϕ2 − ϕ1),

N = N(ϕ) = g

(
m1 +m2

l1 + l2 cos(ϕ2 − ϕ1)

l1

)
,

N � ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû â òî÷êå A, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Îñòàëüíûå

ñâîáîäíûå ÷ëåíû è êîý��èöèåíòû ñèñòåìû (4.1) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî �îðìóëàì

A11 = I1 +m2l
2
1, A22 = I2, A12 = A12(ϕ) = m2l1l2 cos(ϕ2 − ϕ1),

Q1 = −k1ϕ1 + k2(ϕ2 − ϕ1), Q2 = −k2(ϕ2 − ϕ1), B12 = B12(ϕ) = m2l1l2 sin(ϕ2 − ϕ1).

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.1) ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè ïîäñòàíîâêå ðàâåíñòâ ϕ̇1 =
ϕ̇2 = 0 è ϕ̈1 = ϕ̈2 = 0 â óðàâíåíèÿ (4.1) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè (ϕ1, ϕ2) òàêèå, ÷òî





ϕ1 = ϕ2,

|ϕ1| 6
fg

(
m1l1 +m2(l1 + l2)

)

k1
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé ñòåðæåíü â íåêîòîðûé ìîìåíò t′ ïðåêðàòèë äâèæåíèå è íàõî-

äèòñÿ â ïîëîæåíèè ϕ1 = C0. Òîãäà ϕ̇1 = ϕ̈1 = 0, ϕ2 = β+ϕ1, ϕ̇2 = β̇, ϕ̈2 = β̈. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà

(4.1) ïðèìåò âèä

{
A12β̈ −B12β̇

2 ∈ Q1 +QT ,

A22β̈ = Q2.
(4.3)

Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ ñèñòåìû (4.3) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ñòåðæåíü áóäåò ñîâåðøàòü íåçàòóõàþ-

ùèå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü β̂(t) = C1 cos
(√

k2
I2
t
)
+ C2 sin

(√
k2
I2
t
)
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A22β̈ = Q2.

Çäåñü C1 è C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òîãäà èç ïåðâîãî

âûðàæåíèÿ ñèñòåìû (4.3) è îïðåäåëåíèÿ (4.2) îáîáùåííîé ñèëû òðåíèÿ ïðè îòíîñèòåëüíîì ïî-

êîå ϕ̇1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t > t′ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâî

|A12β̈ −B12β̇
2 −Q1| 6 fl1N

(
β̂(t)

)
, (4.4)

ãäå ϕ1 = C0, β = β̂(t). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ êîíñòàíò C1 è C2 è, ïî ñóòè, çàäàåò îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèëà òðåíèÿ îáåñïå÷èâàåò

îñòàíîâêó ïåðâîãî ñòåðæíÿ, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ñòåðæåíü áóäåò ïðîäîëæàòü äâèæåíèå è âñÿ

ñèñòåìà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çàêîíó

{
ϕ1(t) = C0,

ϕ2(t) = C0 + C1 cos
(√

k2
I2
t
)
+ C2 sin

(√
k2
I2
t
)
.

Óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè èç èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ (4.3) ïîëó÷èòü

β̈ = Q2/A22 è ïîäñòàâèòü â (4.4), ïîëàãàÿ ïðè ýòîì ϕ1 = const è ϕ̇1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèëà

òðåíèÿ íå îáåñïå÷èâàåò îñòàíîâêó âòîðîãî ñòåðæíÿ.

Äîáàâèì â ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå è â êà÷åñòâå öåëè óïðàâëåíèÿ

âûáåðåì òðåáîâàíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïî çàêîíó

{
ϕ̇1 = c1ϕ1,
ϕ̇2 = c2ϕ2.

(4.5)
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Çäåñü c1 è c2 � íåêîòîðûå îòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû. Öåëåâîå ìíîæåñòâî S ïðèìåò âèä

S =
{
(t, ϕ, ϕ̇) ∈ I ×Rn ×Rn : ϕ̇i = ciϕi, i = 1, 2

}
.

Çàïèøåì ñèñòåìó (4.1) ñ ðàçðûâíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì ũ = (ũ1, ũ2) â âèäå

{
A11ϕ̈1 +A12ϕ̈2 −B12ϕ̇

2
2 ∈ Q1 +QT −A11ũ1 −A12ũ2,

A22ϕ̈2 +A12ϕ̈1 +B12ϕ̇
2
1 = Q2 −A12ũ1 −A22ũ2.

(4.6)

Çäåñü ũi = ũi(t, ϕ, ϕ̇) = Hisgn (ϕ̇i − ciϕi), i = 1, 2, H1 è H2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ.

Íåðàâåíñòâà (3.1) äëÿ ñèñòåìû (4.6) ïðèìóò âèä

max
w∈A−1(t,ϕ)F (t,ϕ,ϕ̇)

|wi − c2iϕi|(t,ϕ,ϕ̇)∈S 6 Hi, i = 1, 2, (4.7)

ãäå

A−1(t, ϕ)F (t, ϕ, ϕ̇) =
1

detA(t, ϕ)

(
A22B12c

2
2ϕ

2
2 +A22Q1 +A22QT +A12B12c

2
1ϕ

2
1 −A12Q2

−A12B12c
2
2ϕ

2
2 −A12Q1 −A12QT −A11B12c

2
1ϕ

2
1 +A11Q2

)
.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ ðàçðûâíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì u = (u1, u2) âèäà

{
A11ϕ̈1 +A12ϕ̈2 −B12ϕ̇

2
2 ∈ Q1 +QT + u1,

A22ϕ̈2 +A12ϕ̈1 +B12ϕ̇
2
1 = Q2 + u2,

(4.8)

ãäå ui = −H1sgn (ϕ̇i − ciϕi), i = 1, 2, íåðàâåíñòâà (3.4) ïðèìóò âèä

∣∣A11c
2
1ϕ1 +A12c

2
2ϕ2 − (B12c

2
2ϕ

2
2 +Q1 +QT )

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S

6 H1,
∣∣A12c

2
1ϕ1 +A22c

2
2ϕ2 − (−B12c

2
1ϕ

2
1 +Q2)

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S

6 H2.
(4.9)

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (4.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ïî ñóòè, íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðå-

ñóðñîì óïðàâëåíèÿ H1 è ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì ñèëû òðåíèÿ fl1N , è åãî íàðóøåíèå ïðèâåäåò

ê îñòàíîâêå ïåðâîãî ñòåðæíÿ (ϕ̇1 ≡ 0, ϕ1 = const) çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì âòîðîé ñòåðæåíü

áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çàêîíó

A22ϕ̈2 = Q2 + u2,

êîòîðûé ïðè âûïîëíåíèè âòîðîãî íåðàâåíñòâà (4.9) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óðàâíåíèþ ϕ̇2 = c2ϕ2.

Àíàëîãè÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ñèëîé òðåíèÿ è ðåñóðñîì H1 ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ñèñòåìû

(4.6) 
 óïðàâëåíèåì ũ. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

ïîêîÿ (ϕ1 = const), è ϕ1 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ũ1 áóäåò ïîñòîÿííûì
è ïðèìåò çíà÷åíèå H1 èëè −H1 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ϕ1 (ϕ̇1− c1ϕ1 6= 0). Òàê êàê ϕ1 = const,
ϕ̇1 = ϕ̈1 = 0, òî äâèæåíèå âòîðîãî ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

A22ϕ̈2 = Q2 −A12ũ1 −A22ũ2.

Ïóñòü ϕ̂2(t) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òîãäà èç ñèñòåìû (4.6) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣
A12Q2

A22
−B12ϕ̇

2
2 −Q1 +

(
A11 −

A2
12

A22

)
ũ1

∣∣∣∣ 6 fl1N, (4.10)

ãäå ϕ1 = const, ϕ2 = ϕ̂2(t). Íåðàâåíñòâî (4.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ìàëîì ðåñóðñå H1 è íà-

ðóøåíèè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (4.7) ïåðâûé ñòåðæåíü îñòàíîâèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ

â ïîëîæåíèè ϕ̇1 = 0. Óâåëè÷åíèå ðåñóðñà H2 ïðèâåäåò ëèøü ê âûïîëíåíèþ âòîðîãî íåðàâåíñòâà

(4.7) è äâèæåíèþ âòîðîãî ñòåðæíÿ ïî çàêîíó ϕ̇2 = c2ϕ2.
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Ïðèâåäåííûå âûøå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî àíàëèç è ïðîâåðêà óñëîâèé (4.9) â ñðàâíåíèè

ñ óñëîâèÿìè (4.7) ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè.

Ïðè óñèëåíèè óñëîâèé (4.9)

∣∣A11c
2
1ϕ1 +A12c

2
2ϕ2 − (B12c

2
2ϕ

2
2 +Q1 +QT )

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S

6 H1 − ε,
∣∣A12c

2
1ϕ1 +A22c

2
2ϕ2 − (−B12c

2
1ϕ

2
1 +Q2)

∣∣
(t,ϕ,ϕ̇)∈S

6 H2 − ε,

è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ H1, H2 äâèæåíèå ñèñòåìû (4.8) ïî ìíîæåñòâó S áóäåò óñòîé÷è-

âî ðåàëèçîâûâàòüñÿ ïî çàêîíó (4.5) (ñì. òåîðåìó 2 èç [6℄), êîòîðûé ýêñïîíåíöèàëüíî áóäåò

ïðèáëèæàòü åå â ïîëîæåíèå ϕ1 = ϕ2 = ϕ̇1 = ϕ̇2 = 0. Ïîçèöèîííîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå

u← p(t, ϕ, ϕ̇)δt ðåøèò ýòó æå çàäà÷ó ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ íàðóøåíèÿõ óñëîâèé (4.9) è äàæå

ïðè îòñóòñòâèè ðàçðûâíîãî ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ u, íî ïðè ýòîì èäåàëüíûé èìïóëüñíî-

ñêîëüçÿùèé ðåæèì, êàê îáû÷íûé ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñèñòåìû (4.8), áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Òå

æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ óñëîâèé (4.7) è ñèñòåìû (4.6) (ñì. òåîðåìó 3 èç [3℄).

Àâòîð áëàãîäàðèò È.À. Ôèíîãåíêî çà ïðåäëîæåííóþ çàäà÷ó è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ äàí-

íîé ñòàòüè.
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D.V. Ponomarev

Pulse-sliding modes of 
ontrolled me
hani
al systems

Keywords: di�erential in
lusion, positional pulse 
ontrol, pulse-sliding mode, sliding mode.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 34A37, 34A60

We 
onsider a 
ontrolled me
hani
al system with dry fri
tion and positional pulse or positional dis
ontinuous


ontrol. It 
an be presented in a form of Lagrange equations of the se
ond kind

A(t, q)q̈ = g(t, q, q̇) +QA(t, q, q̇) +QT (t, q, q̇) + u, t ∈ I = [t0, t0 + T ]. (1)
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The goal of the 
ontrol is the motion of the system (1) in set S =
{
(t, q, q̇) ∈ I × Rn × Rn : σ(t, q, q̇) = 0

}

(problem of stabilization) or in the neighborhood of set S (approa
h problem). The �rst problem is solved

with dis
ontinuous positional 
ontrol of relay type with limited resour
es, for whi
h a de
omposition mode is

a stable sliding mode of system (1). In 
ase of insu�
ien
y of resour
es of dis
ontinuous 
ontrol the motion of

the 
ontrolled system in the neighborhood of set S 
an be implemented under high-frequen
y impa
ts on the

system in dis
rete time moments in the pulse-sliding mode, the uniform limit of whi
h (an ideal pulse-sliding

mode) is equal to the de
omposition mode. The distin
tive feature of the assigned problems is dry fri
tion

in the system (1), and said dry �
tion, generally speaking, 
an be 
onsidered as un
ontrollable dis
ontinuous

or multivalued perturbations.

Main de�nitions are given in the introdu
tion of the arti
le. In the �rst se
tion the 
onne
tion between

ideal pulse-sliding modes of in
lusion

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) + u,

where u is a positional pulse 
ontrol, and sliding modes of system

A(t, x)ẋ ∈ F (t, x) +B(t, x)ũ(t, x)

with a positional dis
ontinuous 
ontrol is 
onsidered. The se
ond se
tion is devoted to systems of type (1). In

the third se
tion we 
onsider set S, whi
h is important in relation to appli
ations and is de�ned by the ve
tor
fun
tion σ(t, q, q̇) = q̇ − ϕ(t, q). For the last 
ase more simple and informative 
onditions of the existen
e of
sliding modes for a system with dis
ontinuous 
ontrols were used. An example was 
onsidered in 
on
lusion.
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