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1

�àññìàòðèâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ ëèíåéíî-âûïóêëàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà ñ ïîêàçàòåëåì êà÷å-

ñòâà, îöåíèâàþùèì ñîâîêóïíîñòü îòêëîíåíèé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â íàïåðåä çàäàííûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè îò çàäàííûõ öåëåâûõ òî÷åê. Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñåäëîâîé òî÷êè

â ìàëåíüêîé èãðå, òàêæå èçâåñòíîå êàê óñëîâèå Àéçåêñà. Èãðà �îðìàëèçóåòñÿ â êëàññàõ ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ. Îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ öåíû

èãðû è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà ïîïÿòíîì ïîñòðîåíèè âûïóêëûõ

ñâåðõó îáîëî÷åê âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîãðàììíûõ �óíêöèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíûå èãðû, öåíà èãðû, ñåäëîâàÿ òî÷êà, ñìåøàííûå ñòðàòåãèè.

Ââåäåíèå

Â ñòàòüå â ðàìêàõ òåîðåòèêî-èãðîâîãî ïîäõîäà [1�9℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ

äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà, â êîòîðîé äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîäâåðæåííàÿ óïðàâëÿþùèì âîç-

äåéñòâèÿì ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè, ëèíåéíûìè ïî �àçîâîìó âåêòîðó. Âîçäåéñòâèÿ èãðîêîâ ñòåñíåíû ãåîìåòðè÷åñêèìè

îãðàíè÷åíèÿìè. Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ îöåíèâàåò íîðìó ñîâîêóïíîñòè îò-

êëîíåíèé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â íàïåðåä çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè îò çàäàííûõ öåëåâûõ

òî÷åê. Â ñëó÷àå êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñåäëîâîé òî÷êè â ìàëåíüêîé èãðå [2℄, èçâåñòíîå

òàêæå êàê óñëîâèå Àéçåêñà [3℄, ýòà èãðà èìååò öåíó è ñåäëîâóþ òî÷êó â êëàññàõ ÷èñòûõ ïîçè-

öèîííûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ [4℄. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîé �óíêöèè öåíû èãðû â [8,9℄

áûëà ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà, áàçèðóþùàÿñÿ íà ïîïÿòíîì ïîñòðîåíèè âûïóêëûõ ñâåðõó îáî-

ëî÷åê âñïîìîãàòåëüíûõ �óíêöèé èç ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî ñèíòåçà [2℄. Â [10℄

íà îñíîâå ýòîé ïðîöåäóðû è ïðàâèëà ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà [2, 4℄ áûë ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé

ìåòîä ðåøåíèÿ äàííîé èãðû â ýòîì ñëó÷àå.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ, êîãäà óñëîâèå ñåäëîâîé òî÷êè â ìàëåíüêîé èãðå ìî-

æåò áûòü íå âûïîëíåíî. Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîé äè��åðåíöèàëüíîé èãðå öåíà è ñåäëîâàÿ

òî÷êà ñóùåñòâóþò â êëàññàõ ñòðàòåãèè�êîíòðñòðàòåãèè [2℄, à òàêæå â êëàññàõ ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèé [4�6℄. Ïðèìåíèìîñòü ìåòîäîâ èç [8�10℄ äëÿ ðåøåíèÿ èãðû â êëàññàõ ñòðàòåãèè�

êîíòðñòðàòåãèè îáîñíîâàíà â [11℄. Íèæå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëå ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé

ñèñòåìû-ïîâîäûðÿ ìåòîäû èç [8�10℄ òàêæå îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìû è äëÿ ðåøåíèÿ èãðû â êëàñ-

ñàõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ ïðà-

âèëî ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìûå ãàðàíòèè êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ïîâîäû-

ðåì, áëèçîñòü äâèæåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû è ïîâîäûðÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèé

èç [12,13℄. Îáñóæäàåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàçâèâàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ïðèâîäÿòñÿ

ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÀÂÖÏ 1.994.2011 ¾Óñòîé÷èâûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû àíàëèçà

äèíàìèêè ñëîæíûõ ñèñòåì¿, à òàêæå ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (12�01�00290-à) è ïðîãðàììû ãîñóäàðñòâåííîé

ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ�5927.2012.1).
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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó [2, 4, 5℄, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

ẋ = A(t)x+ f
(
t, u, v

)
, t0 6 t < ϑ,

x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rnu, v ∈ V ⊂ Rnv ,
(1.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0 ∈ Rn
(1.2)

è ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà

γ = µ1

(
D1

(
x(ϑ1)− c1

)
, . . . ,DN

(
x(ϑN )− cN

))
. (1.3)

Çäåñü x � �àçîâûé âåêòîð; t � âðåìÿ; òî÷êà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìå-

íè; A(t) è f(t, u, v) � íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ìàòðèöà-�óíêöèÿ è âåêòîð-

�óíêöèÿ; u è v � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ; íà÷àëüíûé è òåðìè-

íàëüíûé ìîìåíòû âðåìåíè t0 è ϑ çà�èêñèðîâàíû; ìíîæåñòâà U è V êîìïàêòíû; ϑi ∈ (t0, ϑ]:
ϑi+1 > ϑi, i = 1, . . . , N − 1, ϑN = ϑ, � çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè îöåíêè êà÷åñòâà äâèæå-

íèÿ; Di � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè di × n (1 6 di 6 n); ci ∈ Rn
� öåëåâûå âåêòîðû;

µ1(g1, . . . , gN ) � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå (d1 + . . . + dN )-ìåðíûõ âåêòîðîâ-íàáîðîâ (g1, . . . , gN ),
ñîñòàâëåííûõ èç di-ìåðíûõ âåêòîðîâ gi, i = 1, . . . , N .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò íîðìû µi
(
gi, . . . , gN

)
è σi(gi, µ), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

µi(gi, . . . , gN ) = σi(gi, µ), µ = µi+1(gi+1, . . . , gN ), i = 1, . . . , N − 1. (1.4)

Òîãäà [9℄ ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà γ ÿâëÿåòñÿ ïîçèöèîííûì [4, ñ. 43℄.

Äîïóñòèìû èçìåðèìûå (ïî Áîðåëþ) ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèé èãðîêîâ

u(·) =
{
u(t) ∈ U, t0 6 t < ϑ

}
, v(·) =

{
v(t) ∈ V, t0 6 t < ϑ

}
.

Ïîä äâèæåíèåì x(·), ïîðîæäåííûì òàêèìè ðåàëèçàöèÿìè, ïîíèìàåì óäîâëåòâîðÿþùóþ íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2) àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ

{
x(t) ∈ Rn, t0 6 t 6 ϑ

}
, êîòîðàÿ

âìåñòå ñ u = u(t) è v = v(t) ïðè ïî÷òè âñåõ t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1).

Öåëü ïåðâîãî èãðîêà � äîñòàâèòü ïîêàçàòåëþ (1.3) êàê ìîæíî ìåíüøåå çíà÷åíèå. Öåëü

âòîðîãî ïðîòèâîïîëîæíà.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà ñèñòåìó (1.1) íå íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå ñåäëîâîé òî÷êè â ìàëåíüêîé

èãðå, òî åñòü ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêèå âåêòîð l∗ ∈ Rn
è ìîìåíò âðåìåíè t∗ ∈ [t0, ϑ], ÷òî

min
u∈U

max
v∈V

〈l∗, f(t∗, u, v)〉 6= max
v∈V

min
u∈U

〈l∗, f(t∗, u, v)〉,

ãäå ñèìâîë 〈·, ·〉 îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äè��åðåíöèàëü-

íàÿ èãðà (1.1)�(1.3) ìîæåò íå èìåòü öåíû â êëàññàõ ÷èñòûõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé u(t, x, ε),
v(t, x, ε) [2℄, èí�îðìàöèîííûì îáðàçîì äëÿ êîòîðûõ ñëóæèò ïàðà

{
t, x = x(t)

}
, ñîñòàâëÿþùàÿ

òåêóùóþ ïîçèöèþ èãðû. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü �îðìàëèçàöèþ èãðû â êëàññàõ

ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé [4, 5℄.

Ïîñêîëüêó êîìïàêòû U è V ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè (ñì., íàïðè-

ìåð, [4℄), òî äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî U è V êîíå÷íû èçíà÷àëüíî:

U = {u[r] ∈ Rnu : r = 1, . . . , L}, V = {v[s] ∈ Rnv : s = 1, . . . ,M}.
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Ïîëîæèì

P =
{
p = (p1, . . . , pL) ∈ RL : pr > 0, r = 1, . . . , L,

L∑

r=1

pr = 1
}
,

Q =
{
q = (q1, . . . , qM ) ∈ RM : qs > 0, s = 1, . . . ,M,

M∑

s=1

qs = 1
}
.

Ñëåäóÿ êîíñòðóêöèÿì èç [4, 5℄, îïèøåì äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó (1.1)�(1.3) â ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Íàðÿäó ñ èñõîäíûì x-îáúåêòîì (1.1) ðàññìîòðèì

âñïîìîãàòåëüíóþ y-ìîäåëü ñ �àçîâûì âåêòîðîì y ∈ Rn
, êîòîðàÿ â ïðîöåññå �îðìèðîâàíèÿ

óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà áóäåò èãðàòü ðîëü ïîâîäûðÿ [1, ñ. 248℄. Äâèæåíèå y-ìîäåëè îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẏ = A(t)y +

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s , t0 6 t < ϑ, y(t0) = y0 ∈ Rn, p∗ ∈ P, q∗ ∈ Q. (1.5)

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé Su
ïåðâîãî èãðîêà íàçîâåì òðîéêó

{
pu(·), p

∗
u(·), q

∗
u(·)

}
�óíêöèé

pu = pu(t, x, y, ε) ∈ P, p∗u = p∗u(t, x, y, ε) ∈ P, q∗u = q∗u(t, x, y, ε) ∈ Q,

t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, y ∈ Rn, ε > 0,

êîòîðûå ïðè �èêñèðîâàííûõ t è ε èçìåðèìû ïî x, y. Âåëè÷èíà ε ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì òî÷íî-

ñòè, çíà÷åíèå êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ èãðîêîì â ìîìåíò íà÷àëà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, îñòàåòñÿ

â õîäå ýòîãî ïðîöåññà ïîñòîÿííûì è îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â ðàìêàõ �îðìàëèçàöèè äè��åðåíöèàëüíîé èãðû (1.1)�(1.3) â êëàññàõ ñìåøàííûõ ñòðàòå-

ãèé èãðîêè �îðìèðóþò ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèé, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûå ìåõàíèçìû. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îñíîâó äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ïîëîæåíî äîñòàòî÷íî áîãàòîå âåðîÿòíîñò-

íîå ïðîñòðàíñòâî Π = {Ω, F , P}, ãäå Ω = {ω} � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, F �

σ-àëãåáðà äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà, P = P (B), B ∈ F , � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ïîÿñíåíèÿ îòíîñè-

òåëüíî �îðìàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ïðîñòðàíñòâà Π ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [7, ñ. 16�

17℄, [6℄ è [4, ñ. 250�254℄.

Çàêîíîì óïðàâëåíèÿ U ïåðâîãî èãðîêà íàçîâåì òðîéêó

{
Su, ε, ∆δ

}
, ãäå ∆δ � ðàçáèåíèå

îòðåçêà âðåìåíè [t0, ϑ]:

∆δ = {tj : 0 < tj+1 − tj 6 δ, j = 0, . . . , k − 1, tk = ϑ}. (1.6)

Èç çàäàííûõ ïîçèöèé {t0, x0} x-îáúåêòà è {t0, y0} y-ìîäåëè çàêîí óïðàâëåíèÿ U â ïàðå ñ äî-

ïóñòèìîé ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèåé vω(·) =
{
vω(t) ∈ V, t0 6 t < ϑ, ω ∈ Ω

}
óïðàâëåíèÿ âòîðîãî

èãðîêà ïîðîæäàåò ñëó÷àéíîå äâèæåíèå {xω(·), yω(·)} êîìïëåêñà {x-îáúåêò, y-ìîäåëü}, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùèõ ïîøàãîâûõ óðàâíåíèé:

ẋω(t) = A(t)xω(t) + f
(
t, u

(j)
ω , vω(t)

)
,

ẏω(t) = A(t)yω(t) +
L∑

r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗ur
(
tj , xω(tj), yω(tj), ε

)
q∗us

(
tj , xω(tj), yω(tj), ε

)
,

xω(t0) = x0, yω(t0) = y0, tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1,

(1.7)

ãäå çíà÷åíèå u
(j)
ω ∈ U îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî èñïûòàíèÿ ïðè óñëîâèè

P
(
u(j)ω = u[r] | xω(tj), yω(tj)

)
= pur

(
tj, xω(tj), yω(tj), ε

)
.

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë P ( . . . | . . . ) îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî íà êàæäîì øàãå tj 6 t < tj+1 ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ vω(·) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåçà-

âèñèìîé îò ïîëó÷àåìîé ðåàëèçàöèè uω(·) =
{
uω(t) = u

(j)
ω , tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k−1, ω ∈ Ω

}
:

P
(
vω(t) ∈ B | xω(tj), yω(tj), uω(tj)

)
= P

(
vω(t) ∈ B | xω(tj), yω(tj)

)
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äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ V.

�àðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì çàêîíà óïðàâëåíèÿ U äëÿ �èêñèðîâàííûõ ïîçèöèé {t0, x0}
è {t0, y0} è ÷èñëà 0 < β < 1 íàçûâàþò âåëè÷èíó

ρ(U ; t0, x0, y0;β) = sup
vω(·)

min
{
α ∈ R

∣∣ P
(
γ(xω(·)) 6 α

)
> β

}
. (1.8)

�àðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì ñòðàòåãèè Su
äëÿ �èêñèðîâàííîé èñõîäíîé ïîçèöèè {t0, x0}

áóäåò âåëè÷èíà

ρ(Su; t0, x0) = lim
β→1

lim
ε→0

lim
η→0

sup
|x0−y0|6η

lim
δ→0

sup
∆δ

ρ(U = {Su, ε,∆δ}; t0, x0, y0;β).

Ñòðàòåãèþ Su
0 íàçûâàþò îïòèìàëüíîé, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρ(Su
0 ; t0, x0) = min

Su
ρ(Su; t0, x0) = ρ0u(t0, x0).

Âåëè÷èíà ρ0u(t0, x0) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî èãðîêà.

Çàêîí óïðàâëåíèÿ U íàçîâåì (ζ, β)-îïòèìàëüíûì, åñëè

ρ(U ; t0, x0, y0 = x0;β) 6 ρ0u(t0, x0) + ζ. (1.9)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó (1.1)�(1.3) çà âòîðîãî èãðî-

êà, ââîäèì âñïîìîãàòåëüíóþ z-ìîäåëü, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ż = A(t)z +

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s , t0 6 t < ϑ, z(t0) = z0 ∈ Rn, p∗ ∈ P, q∗ ∈ Q. (1.10)

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé Sv
âòîðîãî èãðîêà íàçûâàåì òðîéêó

{
qv(·), p

∗
v(·), q

∗
v(·)

}
�óíêöèé

qv = qv(t, x, z, ε) ∈ Q, p∗v = p∗v(t, x, z, ε) ∈ P, q∗v = q∗v(t, x, z, ε) ∈ Q,

t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, z ∈ Rn, ε > 0,

êîòîðûå ïðè �èêñèðîâàííûõ t è ε èçìåðèìû ïî x, z.
Çàêîí óïðàâëåíèÿ V âòîðîãî èãðîêà îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé

{
Sv, ε, ∆δ

}
. Èç çàäàííûõ ïî-

çèöèé {t0, x0} x-îáúåêòà è {t0, z0} z-ìîäåëè, ïðè äîïóñòèìîé ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèè u(·) ={
uω(t) ∈ U, t0 6 t < ϑ, ω ∈ Ω

}
óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà, çàêîí óïðàâëåíèÿ V ïîðîæäàåò

ñëó÷àéíîå äâèæåíèå {xω(·), zω(·)} êîìïëåêñà {x-ìîäåëü, z-îáúåêò}, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ðåøåíèå ïîøàãîâûõ óðàâíåíèé

ẋω(t) = A(t)xω(t) + f
(
t, uω(t), v

(j)
ω

)
,

żω(t) = A(t)zω(t) +
L∑

r=1

M∑
s=1

f(t, u[r], v[s])p∗vr
(
tj, xω(tj), zω(tj), ε

)
q∗vs

(
tj , xω(tj), zω(tj), ε

)
,

xω(t0) = x0, zω(t0) = z0, tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1,

(1.11)

ãäå çíà÷åíèå v
(j)
ω ∈ V îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî èñïûòàíèÿ ïðè óñëîâèè

P
(
v(j)ω = v[s] | xω(tj), zω(tj)

)
= qvs

(
tj , xω(tj), zω(tj), ε

)
.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ uω(·) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìîé

îò ïîëó÷àåìîé ðåàëèçàöèè vω(·) =
{
vω(t) = v

(j)
ω , tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1, ω ∈ Ω

}
:

P
(
uω(t) ∈ B | xω(tj), zω(tj), vω(tj)

)
= P

(
uω(t) ∈ B | xω(tj), zω(tj)

)
, tj 6 t < tj+1,

äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ U.
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�àðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì çàêîíà óïðàâëåíèÿ V ïðè �èêñèðîâàííûõ {t0, x0}, {t0, z0}
è 0 < β < 1 íàçûâàþò âåëè÷èíó

ρ(V; t0, x0, z0;β) = inf
uω(·)

max
{
α ∈ R

∣∣ P
(
γ(xω(·)) > α

)
> β

}
. (1.12)

Çàìåòèì, ÷òî â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèÿìè (1.8) è (1.12) äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ ñìåøàííûõ

çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ U è V, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ 0,5 < β < 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(U ; t0, x0, y0;β) > ρ(V; t0, x0, z0 = y0;β). (1.13)

�àðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì ñòðàòåãèè Sv
áóäåò

ρ(Sv; t0, x0) = lim
β→1

lim
ε→0

lim
η→0

inf
|x0−z0|6η

lim
δ→0

inf
∆δ

ρ(V = {Sv, ε,∆δ}; t0, x0, z0;β).

Ñòðàòåãèþ Sv
0 íàçûâàþò îïòèìàëüíîé, åñëè

ρ(Sv
0 ; t0, x0) = max

Sv
ρ(Sv ; t0, x0) = ρ0v(t0, x0).

Âåëè÷èíà ρ0v(t0, x0) � îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò âòîðîãî èãðîêà.

Çàêîí óïðàâëåíèÿ V íàçîâåì (ζ, β)-îïòèìàëüíûì, åñëè

ρ(V; t0, x0, z0 = x0;β) > ρ0v(t0, x0)− ζ. (1.14)

Èçâåñòíî [4, ñ. 257℄, ÷òî äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà (1.1)�(1.3) èìååò öåíó

ρ(t0, x0) = ρ0u(t0, x0) = ρ0v(t0, x0) (1.15)

è ñåäëîâóþ òî÷êó {Su
0 , S

v
0} â êëàññàõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíû ρ(t0, x0) è ïî-

ñòðîåíèÿ (ζ, β)-îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ.

� 2. Âñïîìîãàòåëüíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó äëÿ y-ìîäåëè (1.5) ñ ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà âèäà (1.3):

γy = µ1

(
D1

(
y(ϑ1)− c1

)
, . . . ,DN

(
y(ϑN )− cN

))
. (2.1)

Â ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé èãðå p∗ òðàêòóåòñÿ êàê óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïåðâîãî èãðîêà,

íàöåëåííîãî ìèíèìèçèðîâàòü ïîêàçàòåëü (2.1), à q∗ � êàê óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå âòîðîãî,

íàöåëåííîãî ìàêñèìèçèðîâàòü ýòîò ïîêàçàòåëü.

Ñèñòåìà (1.5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñåäëîâîé òî÷êè â ìàëåíüêîé èãðå, ïîýòîìó âñïîìîãà-

òåëüíàÿ èãðà (1.5), (2.1) èìååò öåíó ρ∗(t0, y0) è ñåäëîâóþ òî÷êó {p∗0(t, y, ε), q
∗
0(t, y, ε)} â êëàññàõ

÷èñòûõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé [2, ñ. 228�234℄. Ñîãëàñíî [8, 9℄, öåíà ρ∗(t0, y0) ìîæåò áûòü ïðè-
áëèæåííî âû÷èñëåíà ïî ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå. Ïðîöåäóðà áàçèðóåòñÿ íà ðàçáèåíèè ∆δ âèäà

(1.6), â êîòîðîå âêëþ÷àåì âñå ìîìåíòû ϑi îöåíêè êà÷åñòâà äâèæåíèÿ èç ïîêàçàòåëÿ (2.1).

Îáîçíà÷èì

h(t) =

{
0, åñëè t < ϑ1,
max{i = 1, . . . , N |ϑi 6 t}, åñëè èíà÷å,

∆ψj(m) =

∫ tj+1

tj

max
q∗∈Q

min
p∗∈P

〈
m, Ψ[ϑ, t]

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s

〉
dt, (2.2)

m ∈ Rn, j = 0, . . . , k − 1,

ãäå Ψ[ϑ, t] � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû ẋ = A(t)x.
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Ïîïÿòíî ïî øàãàì ðàçáèåíèÿ ∆δ îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà Gj âåêòîðîâ m ∈ Rn
è ñêàëÿðíûå

�óíêöèè ϕj(m), m ∈ Gj , j = 0, . . . , k, ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì.

Äëÿ j = k

Gk = {m = 0}, ϕk(m) = 0, m ∈ Gk.

Äëÿ òåêóùåãî j, â ñëó÷àå êîãäà tj+1 íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ìîìåíòîâ ϑi îöåíêè êà÷åñòâà

äâèæåíèÿ, òî åñòü h(tj) = h(tj+1), îáîçíà÷àåì

Gj = Gj+1, ϕ∗
j+1(m) = ϕj+1(m), m ∈ Gj ,

èíà÷å, êîãäà tj+1 = ϑh, h = h(tj) + 1, ïîëàãàåì

Gj =

{
m = νm∗ +Ψ⊤[ϑh, ϑ]D

⊤
h l

∣∣∣∣
ν > 0, m∗ ∈ Gj+1,
l ∈ Rdh , σ∗h(l, ν) 6 1

}
, (2.3)

ϕ∗
j+1(m) = max

m∗,ν,l

[
νϕj+1(m∗)− 〈l,Dhch〉

]
, m ∈ Gj ,

ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿåì

ψj(m) = ∆ψj(m) + ϕ∗
j+1(m), ϕj(m) = {ψj}

∗
Gj

(m), m ∈ Gj . (2.4)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ ¾⊤¿ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå; σ∗h(·) � íîðìà, ñîïðÿæåííàÿ ê σh(·)
èç (1.4); ìàêñèìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì òàêèì m∗ ∈ Gj+1, ν > 0, l ∈ Rdh

, σ∗h(l, ν) 6 1, êîòî-
ðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó m = νm∗ + Ψ⊤[ϑh, ϑ]D

⊤
h l; ñèìâîë {ψj}

∗
Gj

îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ

ñâåðõó îáîëî÷êó �óíêöèè ψj íà ìíîæåñòâå Gj , òî åñòü ìèíèìàëüíóþ èç âîãíóòûõ �óíêöèé,

ìàæîðèðóþùèõ ψj(m) ïðè m ∈ Gj .

�àññìîòðèì âåëè÷èíû

ej(y) = max
m∈Gj

[
〈m,Ψ[ϑ, tj ]y〉+ ϕj(m)

]
, j = 0, . . . , k, y ∈ Rn. (2.5)

Èçâåñòíî [9℄, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Y0 ⊂ Rn
è ÷èñëà ξ > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü

òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ∆δ âèäà (1.6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|ρ∗(t0, y0)− e0(y0)| 6 ξ, y0 ∈ Y0. (2.6)

Ïîëîæèì

ε(t) =
(
ε+ ε(t− t0)

)1/2
exp

{
λA(t− t0)

}
, ε > 0, t ∈ [t0, ϑ], λA = sup

t∈[t0,ϑ], ‖x‖=1
‖A(t)x‖ < +∞. (2.7)

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà.
Ïî ñèñòåìå âåëè÷èí (2.5) ìåòîäîì ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà [2,4℄ îïðåäåëèì �óíêöèþ p∗eu ( · ;∆δ):

p∗eu = p∗eu (t, y, ε;∆δ) ∈ argmin
p∗∈P

max
q∗∈Q

〈 Ψ⊤[ϑ, t]mu√
1 + ‖Ψ⊤[ϑ, t]mu‖2

ε(t),

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s

〉
, (2.8)

ãäå

mu ∈ argmax
m∈Gj

[
〈m,Ψ[ϑ, t]y〉+ ϕj(m)− ε(t)

√
1 + ‖Ψ⊤[ϑ, t]m‖2

]
,

tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1, y ∈ Rn, ε > 0.

�àññìîòðèì âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå (1.5), (2.1) çàêîí

{
p∗eu ( · ;∆δ), ε,∆δ

}
, �îðìèðóþùèé ïî

øàãàì ðàçáèåíèÿ ∆δ, íà êîòîðîì áûëè ïîñòðîåíû âåëè÷èíû (2.5), êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ðåàëè-

çàöèþ óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà ïî ïðàâèëó

p∗(t) = p∗eu
(
tj, y(tj), ε;∆δ

)
, tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1.



40 Ä.Â. Êîðíåâ, Í.Þ. Ëóêîÿíîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

Ñîãëàñíî [10℄, äàííûé çàêîí óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ζ-îïòèìàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Y0 ⊂ Rn

è ëþáîãî ÷èñëà ζ > 0 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëî ε∗y > 0 è
�óíêöèÿ δy(ε) > 0, 0 < ε 6 ε∗y, ÷òî, êàêîâû áû íè áûëè y0 ∈ Y0, çíà÷åíèå 0 < ε 6 ε∗y è ðàçáèåíèå
∆δ, δ 6 δy(ε), çàêîí

{
p∗eu ( · ;∆δ), ε,∆δ

}
áóäåò ãàðàíòèðîâàòü äëÿ y-ìîäåëè íåðàâåíñòâî

γy 6 ρ∗(t0, y0) + ζ/2, (2.9)

êàêîâà áû íè ñëó÷èëàñü èçìåðèìàÿ ðåàëèçàöèÿ q∗(·) =
{
q∗(t) ∈ Q, t0 6 t < ϑ

}
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàÿ èäåíòè÷íóþ äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó äëÿ z-ìîäåëè (1.10)
è ïîêàçàòåëÿ γz âèäà (2.1), áàçèðóÿñü íà âåëè÷èíàõ (2.5), îïðåäåëèì �óíêöèþ q∗ev ( · ;∆δ):

q∗ev = q∗ev (t, z, ε;∆δ) ∈ argmax
q∗∈Q

min
p∗∈P

〈 Ψ⊤[ϑ, t]mv√
1 + ‖Ψ⊤[ϑ, t]mv‖2

ε(t),

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])p∗rq
∗
s

〉
, (2.10)

ãäå

mv ∈ argmax
m∈Gj

[
〈m,Ψ[ϑ, t]z〉 + ϕj(m) + ε(t)

√
1 + ‖Ψ⊤[ϑ, t]m‖2

]
,

tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1, z ∈ Rn, ε > 0,

è ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí

{
q∗ev ( · ;∆δ), ε,∆δ

}
, �îðìèðóþùèé ðåàëèçàöèþ óïðàâëåíèÿ âòîðîãî

èãðîêà ïî ïðàâèëó

q∗(t) = q∗ev
(
tj, z(tj), ε;∆δ

)
, tj 6 t < tj+1, j = 0, . . . , k − 1.

Äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Z0 ⊂ Rn
è ëþáîãî ÷èñëà ζ > 0 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëî

ε∗z > 0 è �óíêöèÿ δz(ε) > 0, 0 < ε 6 ε∗z , ÷òî, êàêîâû áû íè áûëè z0 ∈ Z0, çíà÷åíèå 0 < ε 6 ε∗z
è ðàçáèåíèå ∆δ, δ 6 δz(ε), ýòîò çàêîí

{
q∗ev ( · ;∆δ), ε,∆δ

}
áóäåò ãàðàíòèðîâàòü äëÿ z-ìîäåëè

íåðàâåíñòâî

γz > ρ∗(t0, z0)− ζ/2, (2.11)

êàêîâà áû íè ñëó÷èëàñü èçìåðèìàÿ ðåàëèçàöèÿ p∗(·) =
{
p∗(t) ∈ P, t0 6 t < ϑ

}
.

� 3. Áëèçîñòü îáúåêòà è ìîäåëè

Â èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé èãðå (1.1)�(1.3) ïåðâûé èãðîê, �îðìèðóÿ ñëó÷àéíîå äâè-

æåíèå {xω(·), yω(·)} êîìïëåêñà {x-îáúåêò, y-ìîäåëü} (1.7), ìîæåò îáåñïå÷èòü ïîäõîäÿùóþ áëè-

çîñòü ìåæäó xω(·) è yω(·) çà ñ÷åò äîëæíîãî âûáîðà �óíêöèé pu(·) è q
∗
u(·) â ñâîåé ñìåøàííîé

ñòðàòåãèè Su
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çà ñ÷åò âûáîðà qv(·) è p

∗
v(·) â ñìåøàííîé ñòðàòåãèè S

v
âòîðîé

èãðîê ìîæåò îáåñïå÷èòü áëèçîñòü xω(·) è zω(·) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äâèæåíèÿ {xω(·), zω(·)}
êîìïëåêñà {x-îáúåêò, z-ìîäåëü} (1.11). À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [12, 13℄.

Îáîçíà÷èì

λ(t, x, y) = ‖x− y‖2 exp{−2λA(t− t0)},

ãäå êîíñòàíòà λA âçÿòà èç (2.7).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü â ñìåøàííîé ñòðàòåãèè Su = {pu(·), p
∗
u(·), q

∗
u(·)} ïåðâîãî èãðîêà �óíê-

öèè pu = pu(t, x, y, ε) è q
∗
u = q∗u(t, x, y, ε) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

〈
x− y,

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])purq
∗
us

〉
= min

p∈P
max
q∈Q

〈
x− y,

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])prqs
〉
. (3.1)

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà X0 ⊂ Rn
è ëþáûõ λ∗ > 0 è 0 < β < 1 íàéäóòñÿ

òàêèå λ0 > 0 è δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ x0 ∈ X0 è y0 ∈ Rn
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
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λ(t0, x0, y0) 6 λ0, ëþáîãî çíà÷åíèÿ ε > 0 è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ∆δ (1.6), äëÿ ñëó÷àéíîãî äâèæåíèÿ

{xω(·), yω(·)} (1.7), ïîðîæäåííîãî çàêîíîì U = {Su, ε,∆δ}, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

P
(
λ(t, xω(t), yω(t)) 6 λ∗, t ∈ [t0, ϑ]

)
> β,

êàêîâû áû íè áûëè �óíêöèÿ p∗u(·) â ñòðàòåãèè Su
è äîïóñòèìàÿ ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ vω(·)

óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü â ñìåøàííîé ñòðàòåãèè Sv = {qv(·), p
∗
v(·), q

∗
v(·)} âòîðîãî èãðîêà �óíê-

öèè qv = qv(t, x, z, ε) è p
∗
v = p∗v(t, x, z, ε) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

〈
z − x,

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])p∗vrqvs
〉
= max

q∈Q
min
p∈P

〈
z − x,

L∑

r=1

M∑

s=1

f(t, u[r], v[s])prqs
〉
. (3.2)

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà X0 ⊂ Rn
è ëþáûõ λ∗ > 0 è 0 < β < 1 íàéäóòñÿ

òàêèå λ0 > 0 è δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ x0 ∈ X0 è z0 ∈ Rn
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

λ(t0, x0, z0) 6 λ0, ëþáîãî çíà÷åíèÿ ε > 0 è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ∆δ (1.6), äëÿ ñëó÷àéíîãî äâèæåíèÿ

{xω(·), zω(·)} (1.11), ïîðîæäåííîãî çàêîíîì V = {Sv, ε,∆δ}, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

P
(
λ(t, xω(t), zω(t)) 6 λ∗, t ∈ [t0, ϑ]

)
> β,

êàêîâû áû íè áûëè �óíêöèÿ q∗v(·) â ñòðàòåãèè Sv
è äîïóñòèìàÿ ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ uω(·)

óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà.

� 4. Âû÷èñëåíèå öåíû èãðû, ïîñòðîåíèå (ζ, β)-îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ

Îïðåäåëèì ñìåøàííûé çàêîí óïðàâëåíèÿ Uε
∆δ

=
{
Su =

{
pu(·), p

∗
u(·), q

∗
u(·)

}
, ε,∆δ

}
ïåðâîãî

èãðîêà, ïîëàãàÿ, ÷òî ðàçáèåíèå ∆δ âèäà (1.6) âêëþ÷àåò âñå ìîìåíòû ϑi îöåíêè êà÷åñòâà äâè-

æåíèÿ èç ïîêàçàòåëÿ (1.3), �óíêöèè pu(·) è q
∗
u(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.1), à �óíêöèÿ p∗u(·)

îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà (2.8), òàê ÷òî

p∗u = p∗u(t, x, y, ε) = p∗eu (t, y, ε;∆δ), t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, y ∈ Rn, ε > 0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì çàêîí Vε
∆δ

=
{
Sv =

{
qv(·), p

∗
v(·), q

∗
v(·)

}
, ε,∆δ

}
âòîðîãî èãðîêà, ïîëà-

ãàÿ, ÷òî �óíêöèè qv(·) è p
∗
v(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.2), à �óíêöèÿ q∗v(·) îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ (2.10):

q∗v = q∗v(t, x, z, ε) = q∗ev (t, z, ε;∆δ), t ∈ [t0, ϑ], x ∈ Rn, z ∈ Rn, ε > 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà X0 ⊂ Rn
è ëþáûõ ÷èñåë ζ > 0 è 0,5 <

β < 1 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëî ε∗ > 0 è �óíêöèÿ δ(ε) > 0, 0 < ε 6 ε∗, ÷òî, êàêîâû áû íè

áûëè x0 ∈ X0, çíà÷åíèå 0 < ε 6 ε∗ è ðàçáèåíèå ∆δ, δ 6 δ(ε), çàêîíû Uε
∆δ

è Vε
∆δ

áóäóò (ζ, β)-
îïòèìàëüíûìè è áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ρ(t0, x0)− e0(x0)| 6 ζ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X0 ⊂ Rn
; ζ > 0; 0,5 < β < 1. Ïîñêîëüêó èãðà (1.1)�(1.3)

èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó {Su
0 , S

v
0}, ñóùåñòâóþò òàêèå çàêîíû U0 è V0, ÷òî äëÿ x0 ∈ X0 âûïîëíÿåòñÿ

ρ(U0; t0, x0, y0 = x0;β) 6 ρ(t0, x0) + ζ, ρ(V0; t0, x0, z0 = x0;β) > ρ(t0, x0)− ζ. (4.1)

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 3.1, íåïðåðûâíîñòüþ ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà (1.3) è ζ-îïòèìàëüíîñòüþ âñïî-

ìîãàòåëüíîãî çàêîíà

{
p∗eu ( · ;∆δ), ε,∆δ

}
, íàéäåì òàêèå ÷èñëî ε∗y > 0 è �óíêöèþ δ′y(ε) > 0,



42 Ä.Â. Êîðíåâ, Í.Þ. Ëóêîÿíîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2013. Âûï. 3

0 < ε 6 ε∗y, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x0 ∈ X0, 0 < ε 6 ε∗y è 0 < δ 6 δ′y(ε) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèÿ

P (|γx − γy| 6 ζ/2) > β, γy 6 ρ∗(t0, y0 = x0) + ζ/2.

Îòñþäà, â ñîãëàñèè ñ (1.8), äëÿ çàêîíà Uε
∆δ

ïîëó÷àåì

β 6 P (|γx − γy| 6 ζ/2) 6 P (γx 6 ρ∗(t0, y0 = x0) + ζ),

ρ(Uε
∆δ

; t0, x0, y0 = x0;β) 6 ρ∗(t0, y0 = x0) + ζ. (4.2)

�àññìàòðèâàÿ ñëó÷àé, êîãäà â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå (1.1)�(1.3) óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà

íàçíà÷àåòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó Uε
∆δ
, à âòîðîãî � ñîãëàñíî V0, â ñèëó íåðàâåíñòâ (4.1), (1.13) è

(4.2) èìååì

ρ(t0, x0)− ζ 6 ρ(V0; t0, x0, z0 = x0;β) 6 ρ(Uε
∆δ

; t0, x0, y0 = x0;β) 6 ρ∗(t0, y0 = x0) + ζ.

Àíàëîãè÷íî â ñèëó ëåììû 3.2, íåïðåðûâíîñòè ïîêàçàòåëÿ (1.3) è ζ-îïòèìàëüíîñòè çàêîíà{
q∗ev ( · ;∆δ), ε,∆δ

}
âûáåðåì òàêèå ÷èñëî ε∗z > 0 è �óíêöèþ δ′z(ε) > 0, 0 < ε 6 ε∗z, ÷òî ïðè

x0 ∈ X0, 0 < ε 6 ε∗z è 0 < δ 6 δ′z(ε) äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà çàêîíà Vε
∆δ

ïîëó÷àåì

ρ∗(t0, z0 = x0)− ζ 6 ρ(Vε
∆δ

; t0, x0, z0 = x0;β) 6 ρ(U0; t0, x0, y0 = x0;β) 6 ρ(t0, x0) + ζ.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì |ρ(t0, x0)− ρ∗(t0, y0 = x0)| 6 2ζ, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(t0, x0) = ρ∗(t0, y0 = x0).

Ïî ÷èñëó ξ = ζ âûáåðåì ÷èñëî δ′ > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî (2.6). Ïîëîæèì

ε∗ = min{ε∗y, ε
∗
z}, δ(ε) = min{δ′y(ε), δ

′
z(ε), δ

′}, 0 < ε 6 ε∗.

Òîãäà, êàêîâû áû íè áûëè x0 ∈ X0, 0 < ε 6 ε∗ è 0 < δ 6 δ(ε), èìååì

|ρ(t0, x0)− e0(x0)| 6 ζ,

ρ(Uε
∆δ

; t0, x0, y0 = x0;β) 6 ρ(t0, x0) + ζ,

ρ(Vε
∆δ

; t0, x0, z0 = x0;β) > ρ(t0, x0)− ζ.

Ñ ó÷åòîì (1.9), (1.14) è (1.15) çàêîíû Uε
∆δ

è Vε
∆δ

ÿâëÿþòñÿ (ζ, β)-îïòèìàëüíûìè. �

� 5. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû âåëè÷èí ej
(2.5) âîçíèêàþò äâå îñíîâíûå ïðîáëåìû. Ïåðâàÿ ñëîæíîñòü îáóñëîâëåíà òðóäîåìêîñòüþ ïåðå-

ñ÷åòà îáëàñòåé Gj (2.3) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìîìåíòû ϑi îöåíêè êà÷åñòâà äâèæåíèÿ. Âòîðàÿ �

èçâåñòíûìè ñëîæíîñòÿìè ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ ñâåðõó îáîëî÷åê �óíêöèé â (2.4).

Â ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåì ¾ïèêñåëüíîå¿ ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, êîãäà îíè

ïîêðûâàþòñÿ ðàâíîìåðíîé êîíå÷íîé ε-ñåòüþ, è âñå òî÷êè ìíîæåñòâà, âõîäÿùèå â îêðåñòíîñòü

ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â îäíîì èç óçëîâ ñåòè, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýòèì óçëîì-ïèêñåëåì. Òàêèì

îáðàçîì, â ðàçðàáàòûâàåìîì ÷èñëåííîì ìåòîäå âñå êîìïàêòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êîíå÷íûõ

íàáîðîâ ïèêñåëåé.

Ïðè j = k ìíîæåñòâî Gk = {m = 0} ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ìàññèâà G̃k, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî

íóëåâîãî âåêòîðà m̃ = 0, à �óíêöèþ ϕk(m) = 0, m ∈ Gk, � â âèäå àññîöèàòèâíîãî ìàññèâà ϕ̃k,

ñîñòîÿùåãî èç îäíîé ïàðû (m̃ = 0, ϕ̃k(m̃) = 0). Äàëåå, ïðè j = k − 1, òàê êàê tk = ϑN = ϑh
è h = h(tk−1) + 1 = N , ïðîèçâîäèì ïåðåñ÷åò (2.3). Ââîäèì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà[
0,max

{
ν > 0

∣∣ σ∗N (0, ν) 6 1
}]

ñ øàãîì ∆ν . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Gk−1

ïåðåáèðàåì òîëüêî òå ν, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ýòîìó ðàçáèåíèþ. Äëÿ êàæäîãî î÷åðåäíîãî ν
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ïåðåáèðàåì ñ ðàâíîìåðíûì ïî âñåì êîîðäèíàòàì øàãîì ∆l, íà÷èíàÿ ñ l = 0, âñå òàêèå l ∈
RdN

, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ σ∗N (l, ν) 6 1. Äëÿ î÷åðåäíûõ ν è l, ïåðåáèðàÿ âñå m∗ =

m̃∗ èç ìàññèâà G̃k, ïîëó÷àåì âåêòîðà m = (m1, . . . ,mn) ∈ Rn
, èç êîòîðûõ ïîêîîðäèíàòíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì

m̃i = ∆m round

(
mi

∆m

)
, i = 1, . . . , n, (5.1)

�îðìèðóåì ìàññèâ G̃k−1 ïèêñåëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Gk−1. Çäåñü round îáîçíà÷àåò

îïåðàöèþ îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà, ∆m � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçìåð

ïèêñåëÿ. Îäíîâðåìåííî ñ ìàññèâîì G̃k−1 â ñîãëàñèè ñ (2.3) �îðìèðóåì àññîöèàòèâíûé ìàññèâ

ϕ̃∗
k ïàð

(
m̃, ϕ̃∗

k(m̃)
)
, m̃ ∈ G̃k−1, êîòîðûé çàäàåò òàáóëèðîâàííóþ �óíêöèþ, àïïðîêñèìèðóþùóþ

ϕ∗
k. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî m̃, ïîëó÷àåìîãî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.1), ïî ñîîòâåòñòâó-

þùåé åìó òðîéêå {m̃∗, ν, l} âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ϕ̂ ∗
k (m̃) = νϕ̃k(m̃∗) − 〈l,DN cN 〉 è ïðîèçâîäèì

ïðîâåðêó, ñîäåðæèòñÿ ëè óæå ïèêñåëü m̃ â ìàññèâå G̃k−1 (åñòü ëè â àññîöèàòèâíîì ìàññèâå ϕ̃∗
k

êëþ÷ m̃). Åñëè íåò, òî â G̃k−1 äîáàâëÿåì ïèêñåëü m̃, à â ϕ̃∗
k äîáàâëÿåì ïàðó

(
m̃, ϕ̃∗

k(m̃) = ϕ̂ ∗
k (m̃)

)
.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ ϕ̃∗
k(m̃) è ϕ̂ ∗

k (m̃) è ïî êëþ÷ó m̃ â àññîöèàòèâíîì ìàñ-

ñèâå ϕ̃∗
k ñîõðàíÿåì áîëüøåå èç íèõ. Â êà÷åñòâå àññîöèàòèâíîãî ìàññèâà â äàííîé çàäà÷å óäîáíî

èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ ¾õåø-òàáëèöà¿ [14℄.

Êîãäà ìàññèâû G̃k−1 è ϕ̃
∗
k ñ�îðìèðîâàíû, ñîãëàñíî (2.4) âû÷èñëÿåì òàáóëèðîâàííóþ �óíê-

öèþ ψ̃k−1, àïïðîêñèìèðóþùóþ �óíêöèþ ψk−1. Ïîñëå ýòîãî äëÿ òàáóëèðîâàííîé �óíêöèè ψ̃k−1

âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé ñâåðõó îáîëî÷êè, êîòîðàÿ áóäåò îïèñàíà äàëåå.

Ïîñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå ïèêñåëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ìíîæåñòâ Gj è ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîê-

ñèìàöèé �óíêöèé ϕj ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ïîíÿòíûìè èçìåíåíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî

ïðè ýòîì ïåðåñ÷åò (2.3) ìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü, ðàçáèâ ìàññèâ G̃j+1 íà ðàâíûå ÷àñòè, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ áóäåò îáðàáàòûâàòüñÿ íåçàâèñèìî.

Îïèøåì èñïîëüçóåìóþ â ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé ñâåðõó îáîëî÷êè

ϕ̃ = {ψ̃}∗
G̃
(m̃) òàáóëèðîâàííîé �óíêöèè ψ̃ = ψ̃(m̃), m̃ ∈ G̃ ⊂ Rn

. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû

âûïóêëîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [15, ñ. 119℄), îáîëî÷êó àïïðîêñèìèðóåì ñâåðõó îïîðíûìè

ãèïåðïëîñêîñòÿìè ñ �èêñèðîâàííûì íàáîðîì íîðìàëåé, â êà÷åñòâå êîòîðîãî èñïîëüçóåì ñåìåé-

ñòâî âåêòîðîâ κ = (κ1, κ2, . . . , κn+1), ëåæàùèõ íà åäèíè÷íîé (n+ 1)-ìåðíîé ïîëóñ�åðå:

κ1 = cos(φ1),
κ2 = sin(φ1) cos(φ2),
κ3 = sin(φ1) sin(φ2) cos(φ3),

.

.

.

κn = sin(φ1) . . . sin(φn−1) cos(φn),
κn+1 = sin(φ1) . . . sin(φn−1) sin(φn),

ãäå êàæäûé óãîë φi ïðîáåãàåò îòðåçîê [0, π] ñ ðàâíîìåðíûì øàãîì ∆φ. Ñíà÷àëà ïî íàáîðó íîð-

ìàëåé íàõîäèì �óíêöèè îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê ãðà�èêó �óíêöèè ψ̃. Çàòåì äëÿ êàæäîé

òî÷êè m̃ ∈ G̃ èùåì ìèíèìóì èõ çíà÷åíèé â ýòîé òî÷êå è çíà÷åíèå {ψ̃}∗
G̃
(m̃) ïîëàãàåì ðàâíûì

íàéäåííîìó ìèíèìóìó. Îáå ÷àñòè ïðîöåäóðû ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ: ïåðâàÿ � ïî îáðàáàòûâàå-

ìûì íîðìàëÿì, âòîðàÿ � ïî îáðàáàòûâàåìûì òî÷êàì ìàññèâà G̃.

Îöåíêè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè äàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ G̃j

è �óíêöèé ϕ̃j ïðèâåäåíû â [10℄.

Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ej , �óíêöèé pu, p
∗e
u è q∗u, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå çàêîíà U

ε
∆δ
, è qv, p

∗
v è q

∗e
v ,

âõîäÿùèõ â Vε
∆δ
, âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåííî, çàìåíÿÿ ìíîæåñòâà Gj è �óíêöèè ϕj îïèñàííûìè

âûøå èõ àïïðîêñèìàöèÿìè. Ìèíèìàêñû è ìàêñèìèíû âìåñòå ñ èõ ñåäëîâûìè òî÷êàìè â (2.2),

(2.8), (2.10), (3.1), (3.2) óäîáíî íàõîäèòü ÷èñëåííî, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå èãðû

â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, íàïðèìåð ïðè ïîìîùè ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [16, ñ. 244�245℄, â

îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ñèìïëåêñ ìåòîä.
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Ïðè �îðìèðîâàíèè óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé çàêîíàìè Uε
∆δ

è Vε
∆δ

çíà÷åíèÿ âåëè÷èí

u
(j)
ω è v

(j)
ω îïðåäåëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, îïèñûâàåìûìè âåêòîðàìè

pu
(
tj, xω(tj), yω(tj), ε

)
è qv

(
tj, xω(tj), zω(tj), ε

)
, â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé.

�åøåíèå ïîøàãîâûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ äâèæåíèÿ êîìïëåêñîâ {x-îáúåêò, y-ìîäåëü}
è {x-îáúåêò, z-ìîäåëü} ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

� 6. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì äâå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

ẍ =
4u

1 + e 8(t−2)
+

(u+ v)2

2
+

2 v

1 + e 8(3−t)
, t0 = 0 6 t < ϑ = 4,

u ∈ U = {−1, 1}, v ∈ V = {−1, 1},

(6.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = 0, ẋ(0) = 0 (6.2)

è ñëåäóþùèìè ïîêàçàòåëÿìè êà÷åñòâà:

γ(1) =
√
x2(1) + x2(4), (6.3)

γ(2) = |x(1)|+ |x(2) − 0,5|+ |x(4)|. (6.4)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçáèåíèÿ ∆δ îòðåçêà âðåìåíè óïðàâëåíèÿ [0, 4] ñ äèàìåòðîì δ = 0,001
è ïèêñåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïàêòîâ ñ ïàðàìåòðàìè ∆m = ∆l = ∆ν = 0,01, ∆φ = π/360

íàéäåííîå ÷èñëåííî ïðèáëèæàþùåå öåíó èãðû (6.1)�(6.3) çíà÷åíèå e
(1)
0 (x0) ñîñòàâèëî 0,3553,

à çíà÷åíèå e
(2)
0 (x0) äëÿ èãðû (6.1), (6.2), (6.4) ñîñòàâèëî 1,050. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òðåõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ïî ñèìóëèðîâàíèþ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ â ýòèõ èãðàõ. Â ïåðâîì óïðàâëÿþùèå

âîçäåéñòâèÿ èãðîêîâ �îðìèðîâàëèñü çàêîíàìè U
ε (1)
∆δ

, V
ε (1)
∆δ

â ïåðâîé èãðå è U
ε (2)
∆δ

, V
ε (2)
∆δ

� âî

âòîðîé. Ïðè ýòîì ðåàëèçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà (6.3) è (6.4):

γ
(1)
0 =

√
(0,0237)2 + (0,3551)2 ≈ 0,3559 ≈ e

(1)
0 (x0) = 0,3553,

γ
(2)
0 = |0,005| + | − 0,045− 0,5|+ | − 0,516| ≈ 1,066 ≈ e

(2)
0 (x0) = 1,050.

Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïåðâîãî èãðîêà ïî-ïðåæíåìó �îðìèðî-

âàëèñü ñîãëàñíî U
ε (1)
∆δ

è U
ε (2)
∆δ

ñîîòâåòñòâåííî, à óïðàâëåíèå âòîðîãî íàçíà÷àëîñü ñëó÷àéíûì

íåîïòèìàëüíûì îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà

γ(1)u =
√
(0,0237)2 + (−0,0049)2 ≈ 0,0242 < e

(1)
0 (x0) = 0,3553,

γ(2)u = |0,005| + | − 0,046 − 0,5|+ |0,034| ≈ 0,585 < e
(2)
0 (x0) = 1,050.

Â òðåòüåì óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïåðâîãî èãðîêà íàçíà÷àëèñü ñëó÷àéíûì íåîïòèìàëüíûì

îáðàçîì, à óïðàâëåíèå âòîðîãî �îðìèðîâàëîñü çàêîíàìè V
ε (1)
∆δ

è V
ε (2)
∆δ

ñîîòâåòñòâåííî. �åàëè-

çîâàëèñü çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà

γ(1)v =
√

(0,4935)2 + (8,2750)2 ≈ 8,2897 > e
(1)
0 (x0) = 0,3553,

γ(2)v = |0,505| + |2,063− 0,5|+ |8,731| ≈ 10,799 > e
(2)
0 (x0) = 1,050.

Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ïåðâîì (æèðíàÿ ëèíèÿ), âòîðîì (òîíêàÿ ëèíèÿ) è òðå-

òüåì (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ïîêàçàíà ÷àñòè÷íî) ýêñïåðèìåíòàõ, ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1: ñëåâà

ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé èãðû ñ ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà γ(1), ñïðàâà � ñ γ(2). Öåëè îáîçíà÷åíû æèðíû-

ìè âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè. Òî÷êè íà òðàåêòîðèÿõ ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè îöåíêè

êà÷åñòâà äâèæåíèÿ.
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ẋ

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x−0.5 −0.25 0 0.25 0.5

ẋ

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x−0.5 −0.25 0 0.25 0.5

�èñ. 1.

Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó, îñíîâàííóþ íà ïðèìåðå èç [4, ñ. 12�39,

274�309℄, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

s̈ = −
α1ṡ

m1(t)
−K1λ1u

(1)

v(1)
+
N1v∗
m1(t)

,

r̈ = −
α2ṙ

m2(t)
+

βr

m2(t)
−K2λ2u

(2) +
N2v

∗

m2(t)
,

t0 = 0 6 t < ϑ = 2,

u
(1)

v(1)
=

[
u
(1)
1 cos v(1) − u

(1)
2 sin v(1)

u
(1)
1 sin v(1) + u

(1)
2 cos v(1)

]
, −α0

1 6 v(1) 6 α0
2,

u(1), v∗, u
(2), v∗ ∈

{[
1
0

]
,

[
0
1

]
,

[
−1
0

]
,

[
0
−1

]}
,

(6.5)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

s(0) =

[
0
−2

]
, ṡ(0) =

[
2
0

]
, r(0) =

[
−1
1

]
, ṙ(0) =

[
0
4

]
(6.6)

è ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà

γ =

√(
r1(ϑ)− s1(ϑ)

)2
+

(
r2(ϑ)− s2(ϑ)

)2
. (6.7)

Èãðà ðàññìàòðèâàëàñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: α1 = 0,2; K1 = −40; λ1 = 0,5;
N1 = 4; β = −4; α2 = 0,4; K2 = −25; λ2 = 0,4; N2 = 6; mi(t) = mi0 ∗ e

−λ1t; i = 1, 2; m10 = 1;
m20 = 1.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçáèåíèÿ ∆δ îòðåçêà âðåìåíè óïðàâëåíèÿ [0, 2] ñ äèàìåòðîì δ = 0,01 è
ïèêñåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïàêòîâ ñ ïàðàìåòðàìè ∆m = ∆l = ∆ν = 0,01, ∆φ = π/500 íàé-

äåííîå ÷èñëåííî ïðèáëèæàþùåå öåíó èãðû (6.5)�(6.7) çíà÷åíèå e0(x0) ñîñòàâèëî 0,279. Â ðå-

çóëüòàòå òðåõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñèìóëèðîâàíèþ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ ïðèìåðó

1, â ýòîé èãðå ðåàëèçîâàëèñü ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà:

γ0 =

√(
0,135− (−0,126)

)2
+

(
− 0,940 − (−1,018)

)2
≈ 0,272 ≈ e0(x0) = 0,279,

γu =

√(
0,263 − 0,263

)2
+

(
− 1,004 − (−1,004)

)2
≈ 0 < e0(x0) = 0,279,

γv =

√(
7,151− (−1,351)

)2
+

(
− 3,126 − (−0,691)

)2
≈ 8,843 > e0(x0) = 0,279.
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r2, s2

−2

−1

0

1

2

r1, s1−1 −0.5 0 0.5

r2, s2

−2

−1

0

1

2

r1, s1−1 −0.5 0 0.5

�èñ. 2.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó ñëó÷àþ, èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2 ñëåâà, à

âòîðîìó � ñïðàâà.
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D.V. Kornev, N.Yu. Lukoyanov

On numeri
al solution of di�erential games with nonterminal payo� in 
lasses of mixed

strategies

Keywords: di�erential games, game value, saddle point, mixed stategies.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 49N70

A zero-sum linear-
onvex di�erential game with a quality index that estimates a set of deviations of a motion

traje
tory at given instants of time from given target points is 
onsidered. A 
ase when the saddle point


ondition in a small game, also known as Isaa
's 
ondition, does not hold, is studied. The game is formalized

in 
lasses of mixed 
ontrol strategies of players. A numeri
al method for approximate 
omputation of the

game value and optimal strategies is elaborated. The method is based on the re
urrent 
onstru
tion of upper


onvex hulls of auxiliary program fun
tions. The results of numeri
al experiments in model examples are

given.
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