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© Â.À. Ïåòóøêîâ, Í. Â. Ñêîðîõîäîâà�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÓÄÀ�ÍÛÕ ÂÎËÍÂ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÛÕ ÎÁÎËÎ×ÊÀÕ ÑËÎÆÍÎÉ ÔÎ�ÌÛ1�àçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ñ�îðìóëèðîâàíà íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äèíàìèêè òîíêî-ñòåííûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ïðîèçâîëüíîé �îðìû ïîä äåéñòâèåì óäàðíîãî èìïóëüñíîãî íàãðó-æåíèÿ. Ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü äå�îðìèðîâàíèÿ îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ, ñæèìàåìîñòü ìàòåðèàëà,áîëüøèå äå�îðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, îáðàçîâàíèå è êèíåòèêà çîíïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â ïðîöåññå äåéñòâèÿ óäàðíîé âîëíû íàãðóæåíèÿ. Ïàðàìåòðèçàöèÿïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ áèêóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè. Äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíîãî, çàâèñÿ-ùåãî îò âðåìåíè è ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà îáîëî÷åê ñ àíèçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåìèñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííàÿ ìîäåëü ìèêðîïëàñòè÷íîñòè, ðàçâèòàÿ íà ó÷åòå âÿçêîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ,ãèñòåðåçèñíûõ ïîòåðü è ý��åêòà Áàóøèíãåðà. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðàçíîñòíûõñõåì àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõâîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñîñòàâíîé îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóêöèè ïîä äåéñòâèåì âçðûâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíî äå�îðìèðóåìàÿ ñðåäà, îáîëî÷êè, óäàðíîå íàãðóæåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-äåëèðîâàíèå.ÂâåäåíèåÒîíêîñòåííûå îáîëî÷êè ïðîèçâîëüíîé �îðìû, øèðîêî èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå â êà÷å-ñòâå íåñóùèõ êîíñòðóêöèé, îêàçûâàþòñÿ íàèáîëåå ïîäâåðæåííûìè ðàçíîîáðàçíûì óäàðíûì,âçðûâíûì è èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèÿì. Èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ñëó÷àè ðàçðóøåíèÿ ñîñó-äîâ äàâëåíèÿ, òðóáîïðîâîäîâ, ñóäîâ è ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, íàçåìíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâïîä äåéñòâèåì âçðûâíûõ íàãðóçîê, ñòîëêíîâåíèé äðóã ñ äðóãîì è ïðåïÿòñòâèÿìè, ñîïðîâîæäà-åìîãî íåëèíåéíûì ïîâåäåíèåì ìàòåðèàëîâ, áîëüøèìè ñìåùåíèÿìè è äå�îðìàöèÿìè, ïîòåðåéóñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè-êè è ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé è èõ ýëåìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ èóñëîâèÿõ óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ìåõàíèêè îáîëî÷åê [1, 2℄.Âìåñòå ñ òåì âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîá-íûõ çàäà÷ îêàçûâàþòñÿ âåñüìà îãðàíè÷åííûìè íå òîëüêî äîñòóïíûì äèàïàçîíîì èññëåäóåìûõñêîðîñòåé, íî è ëîêàëüíûì õàðàêòåðîì óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ è äå�îðìèðîâàíèÿ îáîëî÷åê,ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîòîðîãî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçìåðÿåòñÿ ìèêðîñåêóíäàìè [3℄. Åùå áîëååîãðàíè÷åíû âîçìîæíîñòè èçâåñòíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ.Óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà)äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ îáîëî÷åê â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè è ýêñòðå-ìàëüíûõ óäàðíûõ âîçäåéñòâèé çàâèñèò ãëàâíûì îáðàçîì îò ý��åêòèâíîñòè èñïîëüçóåìûõ ìî-äåëåé è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷.Ïðåäëàãàåìûå â ñòàòüå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äå�îðìèðîâàíèÿ îáîëî÷åê ñ �èçè÷åñêîéè ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ îòíîñÿòñÿ ê èõ ÷èñëó è âûãîäíî îòëè÷àþòñÿ ñâîåé ïðîñòî-òîé è îáùíîñòüþ. Íà èõ îñíîâå ñ�îðìóëèðîâàíà íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à âûñîêîñêîðîñòíîéóäàðíîé äèíàìèêè îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ñëîæíîé �îðìû, ðåøåíèå êîòîðîé ñòðîèòñÿ íàîñíîâå îïòèìàëüíûõ (ðàöèîíàëüíûõ) ðàçíîñòíûõ ñõåì àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðå-ìåíè.Îáîñíîâàíèå èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé ïîâåäåíèÿ äå�îðìèðóåìîé ñðåäû è ñàìèõ îáîëî÷åêâûïîëíåíî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ âàæíûõ â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò �07-01-00555-à.



82 Â.À. Ïåòóøêîâ, Í.Â. ÑêîðîõîäîâàÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà è ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïà ¾êðåñò¿ è ý��åêòèâíûõ èòåðàöè-îííûõ ñõåì ó÷åòà �èçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòåé [4, 5℄.� 1.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîäû ðåøåíèÿÂ îñíîâå òåîðèè îáîëî÷åê ëåæàò óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäî-ãî òåëà. Íàëè÷èå âûðîæäåííîãî ðàçìåðà (òîëùèíû îáîëî÷êè) ïîçâîëÿåò íà ïðàêòèêå ñâåñòèòðåõìåðíóþ çàäà÷ó ê äâóõìåðíîé, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå òåîðèè, îñ-íîâàííûå íà êëàññè÷åñêèõ èëè îáîáùåííûõ ãèïîòåçàõ Êèðõãî��à�Ëÿâà. ×èñëî ðàáîò, âûïîë-íåííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè, òðóäíîîáîçðèìî.Äðóãîé, áîëåå ñòðîãèé, ïîäõîä ê ñíèæåíèþ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèèíåïîñðåäñòâåííî â ðåøåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èëèîáúåìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé ïî òîëùèíå 3-õ ìåðíûõ êèíåìàòè-÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé [2, 6�8℄. Â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿñëîæíûõ ñîñòàâíûõ è âåòâÿùèõñÿ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê è îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíû [8�10℄.Äëÿ òîíêîñòåííûõ íåëèíåéíûõ îáîëî÷åê, ïîäâåðãàåìûõ äèíàìè÷åñêèì âîçäåéñòâèÿì, îêà-çûâàåòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâ-ëåíèè îáîëî÷êè â âèäå ìíîãîñëîéíîé òðåõìåðíîé ñðåäû ñ ïëîòíîóïàêîâàííûìè ïî òîëùèíåñëîÿìè è èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ íà êàæäîì ñëîå [7, 8℄. Ïîñêîëüêóîáîëî÷êó ïðèíÿòî ñ÷èòàòü òîíêîñòåííîé ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
λ = max

{

h

l
,

h

lw
,

√

h

R

}

≪ 1, (1)ãäå l � íàèìåíüøèé ðàçìåð õàðàêòåðíîé äëèíû, lw � íàèìåíüøàÿ äëèíà âîëíû äå�îðìè-ðîâàíèÿ, R � íàèìåíüøèé ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, ïðèìåíèìîñòü ëèíåéíîãîïðèáëèæåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ÷èñëà ñëîåâ (òîëùèíû h êàæäîãî ñëîÿ).Îáîáùèì äàííûé ïîäõîä è êàæäûé ñëîé äå�îðìèðóåìîé ñðåäû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäåñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà [11℄, íàäåëåííîãî îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, è òåì ñàìûì îêàçûâàåòñÿâîçìîæíûì ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íåëèíåéíîãî, çàâèñÿùåãî îòòåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ, äå�îðìèðîâàíèÿ.Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé äå�îðìèðóåìîéñðåäû ñ êîíå÷íûìè äå�îðìàöèÿìè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðî-âàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êèíåìàòèêè è òåðìîäèíàìèêè â ìåõàíèêå òâåðäîãîòåëà [12, 13℄.Çäåñü ïðèâåäåì òîëüêî íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïîäðîáíûé âûâîä óðàâíåíèéäëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ïðåäñòàâëåí â [4, 5℄.1.1. �åîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå è êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïóñòü òîíêîñòåííàÿïðîèçâîëüíîé �îðìû îáîëî÷êà (èëè åå îòäåëüíûé ñëîé) êîí�èãóðàöèè B çàíèìàåò â R3 îá-ëàñòü D è ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ èìïóëüñíîé íàãðóçêè íà ÷àñòè èëè âñþ åå íàðóæíóþ è/èëèâíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòè. Ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îáîëî÷êè ui(X
i, t) ( i = 1, 2, 3 ) áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü â ãëîáàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Xi ñ åñòåñòâåííûì áàçèñîì ei. Äå�îð-ìàöèè îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñâÿçàííîé ñ íåþ êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ηα(α = 1, 2 ), ñ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ ëèíèÿìè êðèâèçíû îáîëî÷êè, è êîîð-äèíàòíîé ïðÿìîé η3, íàïðàâëåííîé ïî íîðìàëè ê åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè Ω, ÿâëÿþùåéñÿîñíîâíîé, ðèñ. 1, a.Òàêèì îáðàçîì, B = {ηα ∈ Ω, η3 = ±h/2} è h � íà÷àëüíàÿ òîëùèíà îáîëî÷êè. Ââåäåìíà èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè îáîëî÷êè ìåòðèêó aαβ(ηγ , t). Ôóíêöèè aαβ = aαaβ, ãäå aα �âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê êîîðäèíàòíîé êðèâîé ηα, îïðåäåëÿþò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè têîý��èöèåíòû ïåðâîé �óíäàìåíòàëüíîé �îðìû ïîâåðõíîñòè Ω, õàðàêòåðèçóþùåé åå âíóò-ðåííþþ ãåîìåòðèþ.Åñëè ïîâåðõíîñòü Ω, ê òîìó æå, îðèåíòèðîâàíà â ïðîñòðàíñòâå R3 ïîëîæåíèåì íîðìà-ëè ni, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîé òî÷êå íà ïîâåðõíîñòè, ââîäèòñÿ âòîðàÿ �óíäàìåí-òàëüíàÿ �îðìà Ω, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì bαβ(ηα, ηβ), ãäå õàðàêòåðèçóþùèé êðèâèçíó
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�èñ. 1. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïàíåëü ñ íàêëàäíûì çàðÿäîì ÂÂ: à) ãåîìåòðèÿ è ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü; á) äèàãðàììûäå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà è èõ àïïðîêñèìàöèÿîáîëî÷êè òåíçîð bαβ = −r,α ·n,β = r,αβ · n = bβα è çàïÿòàÿ îáîçíà÷àåò ÷àñòíîå äè��åðåíöèðî-âàíèå ïî ηα. Ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè Ω îïðåäåëÿåòñÿ êàê H = 1
2bα

α.Èçìåíåíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïî òîëùèíå îáîëî÷êè h âäîëü íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïî-âåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
gαβ = aαβ − 2η3bαβ , (2)ãäå η3 � âûðîæäåííàÿ êîîðäèíàòà.Äâèæåíèå îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì óêàçàííûõ ñèë â òå÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêàâðåìåíè Dt = (0, τ), τ > 0, áóäåì ñâÿçûâàòü ñ äâèæåíèåì åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè Ωêàê ïîâåðõíîñòè Êîññåðà, íàäåëåííîé æåñòêîñòíûìè è èíåðöèîííûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè Ω0 �ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè â èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè B â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òîäâèæåíèå îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì r = r(R, t), ãäå r îáîçíà÷àåò òî÷êó Ωt, êîòîðàÿñîîòâåòñòâóåò R â ìîìåíò âðåìåíè t.Åñëè ïðè äâèæåíèè îáîëî÷êè ïðîèñõîäèò åå äå�îðìèðîâàíèå, èíà÷å èçìåíåíèå ìåòðèêè,ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ U = R − r ñ êîìïîíåíòàìè ui(X

i, t) èòåíçîðà êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé εαβ íà ïîâåðõíîñòè Ωt :

εαβ = (Gαβ − gαβ)/2 = (uβ
,α + uα

,β + ui
,αui

,β)/2. (3)Çäåñü uα � êîìïîíåíòû âåêòîðà U, Gαβ îïðåäåëÿåòñÿ (2) äëÿ òåêóùåé êîí�èãóðàöèè Btñ ïîâåðõíîñòüþ Ωt îáîëî÷êè, εαβ � òåíçîð äå�îðìàöèé �ðèíà.Ïðèðàùåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äå�îðìàöèé �ðèíà ïðè äâèæåíèè îáîëî÷êè èç êîí�èãó-ðàöèè Bt â Bt+∆t ðàçëîæèì â òåíçîðíûé ðÿä ïî âûðîæäåííîé êîîðäèíàòå η3 è, óäåðæèâàÿïåðâûå äâà ÷ëåíà ýòîãî ðÿäà, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñ êîîð-äèíàòîé z íà η3 :

∆εz
αβ =

1

2
(Gαβ(t + ∆t) − Gαβ(t))/2 ∼=

1

2
∆Aαβ − z∆Bαβ + . . . , (4)ãäå ∆Aαβ = ∂Xi

∂ηα
∂∆ui

∂ηβ + ∂Xi

∂ηβ
∂∆ui

∂ηα − ∂∆ui

∂ηα
∂∆ui

∂ηβ äëÿ äå�îðìàöèè íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è
∆Bαβ = ñi ∂2∆ui

∂ηα∂ηβ +Γγ
αβ∆nγ +Bαβ∆n äëÿ äå�îðìàöèé ïî òîëùèíå îáîëî÷êè âäîëü íîðìàëè n.Ïðè ýòîì ∆n = Aαβ∆nα∆nβ/(1 + niñi), Γγ

αβ = Aγδ ∂Xi

∂ηδ
∂2Xi

∂ηα∂ηβ � òàê íàçûâàåìûé ñèìâîëÊðèñòî��åëÿ è ∆nγ = −ñi ∂∆ui

∂ηγ . Çäåñü Aαβ = Aαβ/A, A = det /Aαβ/, ñi = eijk ∂Xj

∂η1

∂Xk

∂η2 /A� êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â òî÷êå îòíîñèòåëüíî äå-êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Xi äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t, eijk � ñèìâîë Ëåâè-×åâèòà.
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εz
αβ =

∫

t
∆εz

αβdt. (5)Îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ âîëîêîí îáîëî÷êè âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé oη1, oη2 ìîãóò áûòüíàéäåíû èç âûðàæåíèÿ
Eα = (1 + 2εα)1/2 − 1, (6)ãäå εα = εαα/Gαα.Òåêóùåå çíà÷åíèå òîëùèíû îáîëî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [6℄

ht =

∫ 1

−1
(1 − (

∂ut
i

∂η3
)2 + 2εt

33)
1/2 h

2
dη3. (7)1.2. Íàïðÿæåíèÿ â îáîëî÷êå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Â ïðîöåññå íåëèíåé-íîãî äå�îðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè â íåé âîçíèêàþò íàïðÿæåííûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûåñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî��à σαβ . Íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèåîáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûìè äå�îðìàöèÿìè (3) è óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ åå ìàòåðèàëà,çàâèñÿùåãî îò ñêîðîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ.Äëÿ óïðóãî äå�îðìèðóåìîé ñðåäû êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σαβ ñâÿçàíû ñ äå�îð-ìàöèÿìè îáîáùåííûì çàêîíîì �óêà

σαβ = Λαβγδεγδ , (8)ãäå Λαβγδ = λgαβgγδ + 2µgαγgβδ � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãîñòè, λ = Eν/(1 − 2ν)(1 + ν) è
µ = E/2(1 + ν), E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà. Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îòêîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σαβ ïîëàãàþòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ îáúåêòèâíîñòè èïðèíèìàþòñÿ â ñìûñëå ßóìàíà�Íîëëà [13℄.Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà îáîëî÷êè êàê ñæèìàåìîé, çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè íàãðó-æåíèÿ äå�îðìèðóåìîé ñðåäû, òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììûøàðîâîé è äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèõ:

σαβ = Sαβ + pδβ
α; εαβ = eαβ + εδαβ , (9)ãäå Sαβ è eαβ ñîîòâåòñòâåííî äåâèàòîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, p � ãèäðîñòàòè÷åñêîåäàâëåíèå è ε = 1

3δijεkk � îáúåìíàÿ äå�îðìàöèÿ.Äëÿ ñâÿçè ìåæäó øàðîâûìè ñîñòàâëÿþùèìè íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé è ó÷åòà ñæèìà-åìîñòè ñðåäû â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èäå�îðìèðîâàíèÿ îáîëî÷åê îãðàíè÷èìñÿ àêóñòè÷åñêèì
p = K(V −1 − 1), (10)ãäå
K = E/3(1 − 2ν)� êîý��èöèåíò îáúåìíîãî ñæàòèÿ, èëè áîëåå îáùèì êâàçèàêóñòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, êîãäàóäàðíàÿ àäèàáàòà ïîëàãàåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñ èçîýíòðîïîé ðàñøèðåíèÿ, à äàâëåíèå � òîëüêî�óíêöèåé îáúåìà

p = A(V −1 − 1) + B(V −1 − 1)2 + C(V −1 − 1)3. (11)Çäåñü A,B,C � êîíñòàíòû ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿåìûå ïî óäàðíîé àäèàáàòå.Òàêîå ïðèáëèæåíèå èìååò îïûòíîå îáîñíîâàíèå äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî äèàïàçîíà èçìå-íåíèÿ äàâëåíèé íà �ðîíòàõ óäàðíûõ âîëí ïîðÿäêà 10�15 �Ïà. Â ýòîì äèàïàçîíå íåîáðàòèìîñòüïðîöåññîâ äå�îðìèðîâàíèÿ îáóñëîâëåíà â îñíîâíîì âÿçêîñòüþ è ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿ-ìè ñäâèãà.



�àñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí 85ÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñäâèãîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ (9) ñ�îðìóëèðóåì ñ ó÷åòîìñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ðåàëüíûõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ.Â ýòîì ñëó÷àå âñÿêèé áåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò ñðåäû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñî-âîêóïíîñòè N ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïåðâè÷íî èçîòðîïíûõ ñòðóêòóðíûõ ÷àñòèö � ñóáýëå-ìåíòîâ, ñâîéñòâà êîòîðûõ è âçâåøåííûé âêëàä êàæäîãî îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ñðåäû â öå-ëîì [11, 14℄.Âñå ñóáýëåìåíòû, âõîäÿùèå â ýëåìåíòàðíûé îáúåì, ïîëàãàþòñÿ èäåàëüíî óïðóãîïëàñòè÷å-ñêèìè, ñ îäíèì è òåì æå ìîäóëåì óïðóãîñòè E, íî ðàçíûìè ïðåäåëàìè òåêó÷åñòè, çàâèñÿùèìèîò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ è, åñëè íåîáõîäèìî, òåìïåðàòóðû. Âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëîâ òåêó÷åñòèìîæåò áûòü ïðèíÿòî â �îðìå
σ

(k)
yd = σ(k)

ys (1 + |ε̇i/d|
p) k ∈ (1, N), (12)ãäå σ

(k)
ys � ñòàòè÷åñêèé ïðåäåë òåêó÷åñòè k -ãî ïîäýëåìåíòà, ε̇i = 1

∆t

[

(2/3)eα
βeβ

α

]1/2 � ñêîðîñòüèçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äå�îðìàöèé, d è p � êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ïî ýêñïåðè-ìåíòàëüíûì êðèâûì îäíîêðàòíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûì äëÿ ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåéíàãðóæåíèÿ è, åñëè íåîáõîäèìî, òåìïåðàòóð.Âåñîâûå êîý��èöèåíòû lk âêëàäà êàæäîãî ñóáýëåìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ïîëè-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè óêàçàííûõ êðèâûõ äå�îðìèðîâàíèÿ lk = (1/E)(Ek − Ek−1), ãäå
Ek = (σk

i − σk−1
i )/(εk

i − εk−1
i ), ïðè÷åì N

∑

k=1

lk = 1, (ðèñ. 1, á).Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â êàæäîì ñóáýëåìåíòå, ïðèíàäëåæàùåì ðàñ-ñìàòðèâàåìîìó ýëåìåíòàðíîìó îáúåìó îáîëî÷êè, èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèå òåêó÷åñòè Ìèçåñà
f(σ

(k)
αβ ) = (σ

(k)
i )2 − (σ

(k)
yd )2 = 0, (13)ãäå σ

(k)
i = (3

2S
(k)
αβ S

(k)
αβ )1/2 � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé, è àññîöèèðîâàííûé çàêîí òå÷åíèÿÏðàíäòëÿ��åéññà, êîòîðûé çàïèøåì äëÿ êîìïàêòíîñòè â âåêòîðíîé �îðìå

~̇σ(k) = 2µ~̇ε(k) − 2~σ(k)µ(~σ(k) · ~ε(k))/σ
(k)2
yd . (14)Ïîëíûå äå�îðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â òî÷êå � ýëåìåíòàðíîì îáúåìå îáîëî÷êè ðàñïðåäåëÿþòñÿñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñîâûìè êîý��èöèåíòàìè l(k) äëÿ âñåõ N ñóáýëåìåíòîâ εαβ =

N
∑

k=1

lkε
k
αβ ,

σαβ =
N
∑

k=1

lkσ
k
αβ .Òàêîå îïèñàíèå íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ äå�îðìèðóåìîé ñðåäû ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü àíèçî-òðîïèþ ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ãèñòåðåçèñíûå ïîòåðè íà ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèÿõ, õîòÿ èäîáàâëÿåò ê ÷èñëó îáû÷íûõ ïåðåìåííûõ �èçè÷åñêîãî ïîëÿ åùå 2N ïàðàìåòðîâ lk, σk

i .Â äàëüíåéøèì êàæäûé ïîäýëåìåíò äå�îðìèðóåìîé ñðåäû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåò-ñòâóþùèì ñëîåì îáîëî÷êè â åå ìíîãîñëîéíîì ïðåäñòàâëåíèè. Îïòèìàëüíîå ÷èñëî N ñòðóêòóð-íûõ ýëåìåíòîâ èëè ñëîåâ îáîëî÷êè, èñïîëüçóåìûõ â ìîäåëè, âûáèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (1)íà îñíîâå ãèñòîãðàììû ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäåëîâ òåêó÷åñòè ðàññìàòðèâàåìîãîìàòåðèàëà è îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì îò 4 äî 6 ýëåìåíòîâ [15℄.� 2.Îñíîâíûå óðàâíåíèÿÊðàåâóþ çàäà÷ó äèíàìèêè îáîëî÷êè ïðåäñòàâèì â âèäå óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ ìàññû, êî-ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è ýíåðãèè, ïîëàãàÿ ïðîöåññû äå�îðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè àäèàáàòè÷åñêèìè,à âîçíèêàþùèå íàïðÿæåííûå ñîñòîÿíèÿ îáîáùåííûìè ïëîñêèìè:
1

V

dV

dt
=

∂ε̇11

∂η1
+

∂ε̇22

∂η2
+

∂ε̇33

∂η3
,



86 Â.À. Ïåòóøêîâ, Í.Â. ÑêîðîõîäîâàÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3
A1/2ρh

∂2Ui

∂t2
=

∂2(Mαβni)

∂ηα∂ηβ
+

∂N iα

∂ηα
− p ∗ ni, (15)

Wp − Π − Wk − Wvp = 0.Çäåñü V � òåêóùåå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà îáîëî÷êè,
ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, p∗ = A1/2p � ïðèâåäåííûå ðàñïðåäåëåííûå óñèëèÿ, íàïðèìåð äàâ-ëåíèå, íà òåêóùåé ïîâåðõíîñòè Ωt äå�îðìèðóåìîé îáîëî÷êè, Mαβ , N

iα � âíóòðåííèå óñèëèÿ,ñîîòâåòñòâåííî ìîìåíòû è êîìïîíåíòû âåêòîðà ðàâíîäåéñòâóþùåé, äåéñòâóþùèå íà áåñêîíå÷-íî ìàëûé ýëåìåíò îáîëî÷êè:
Mαβ = A1/2

∫ h/2

−h/2

{

σαβ(1 − zBγ
γ ) −

z

2
(σαγBβ

γ + σβγBα
γ

}

zdz,

N
iα

= Qαβ∂Xi/∂ηβ + Γα
βγMβγni, (16)ãäå Qαβ = A1/2

∫ h/2
−h/2 σαβ(1−zBγ

γ )dz, σαβ � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ âîáîëî÷êå ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñíûõ íàãðóçîê, Wp � ðàáîòà âíåøíèõ ñèë, Π � ïîòåíöèàëüíàÿ,à Wk � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè îáîëî÷êè, Wvp � ðàáîòà äèññèïàòèâíûõ ñèë, îáóñëîâëåííûõíåëèíåéíûì äå�îðìèðîâàíèåì ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ è àëãîðèòìûâû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â [4℄.Â ñëó÷àå àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ, î÷åâèäíî, íåò íåîáõîäèìîñòè â óðàâ-íåíèè òåðìîäèíàìèêè (15 3 ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïîëåâûõ �óíêöèé, îäíàêî îíî ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé êðàåâîé çàäà÷è (15) ïðèíèìàþòñÿ äå�îðìèðîâàííàÿ êîí-�èãóðàöèÿ îñíîâíîé ïîâåðõíîñòè è ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé åå òî÷åê vi(X
i, t) èëè óñèëèé

p ∗ (Xi, t) íà íåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 :

ui(X
i, t0) = u◦

i (X
i); u̇i(X

i, t0) = vi(X
i) (17)è àíàëîãè÷íî äëÿ óñèëèé.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðàÿõ îáîëî÷êè âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ηα = const, α = 1, 2,îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåòíîé çàäà÷åé è ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ êàê ñèëîâûå îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâè óñèëèé, òàê è êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ [4, 5℄. Ïðè íàëè÷èè ãðàíèöû ðàçäåëà âçàèìîäåéñòâó-þùèõ ñðåä (êîíòàêòíîãî ðàçðûâà) óñëîâèÿ íà íåé ìîãóò áûòü çàäàíû â �îðìå [5℄.� 3.Ñõåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÄëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (15)�(17) ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ (10)�(14) è çàäàííûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èñïîëüçóåì ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñðåäèííîéïîâåðõíîñòè Ω îáîëî÷åê ñëîæíîé �îðìû è �îðìèðîâàíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè ìåòîäà ìîãóòáûòü âûïîëíåíû íà îñíîâå áèêóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ Ω0(f, xij , yij) = fij ïðè i = 1, . . . ,M ;

j = 1, . . . , N, ãäå fij � çíà÷åíèÿ �óíêöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â óçëàõ ñåòêè.Ââåäåì äâà òèïà ðàçíîñòíûõ ñåòîê, àïïðîêñèìèðóþùèõ òåêóùóþ ïîâåðõíîñòü Ω è âðåìåí-íîé ñëîé Dt � ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ñ ïîñòîÿííûìè øàãàìè
∆η1 è ∆η2 : (Ω∆ ⊂

{

(η1
j , η2

k); η1
j = η1

0 + j∆η1; η2
k = η2

0 + k∆η2
} ) è ñåòêó íà âðåìåííîì ñëîå ñøàãîì ∆t : Dt = {tn : tn = n∆t, n ∈ Z, 0 6 n∆t 6 τ} .Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñåòî÷íûõ �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñ�îðìóëèðîâàííîéêðàåâîé çàäà÷å è çàäàííûõ íà ñåòêå Ω∆, îáîçíà÷èì F(Ω∆). Îïåðàòîðû ∂F/∂η1, ∂2F/(∂η1)2,

∂2F/∂η1∂η2 è àíàëîãè÷íûå èì ïî η2 àïïðîêñèìèðóþòñÿ â ïðåäëàãàåìîé ñõåìå ñ èñïîëüçîâà-íèåì îäíîñòîðîííèõ è öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòêè F(Ω∆)

∂F/∂η1 ⇒ ∆F/∆η1 = [F (M + 1, N) − F (M − 1, N)] /2∆η1

∂2F/(∂η1)2 ⇒ ∆2F/(∆η1)2 = [F (M + 1, N) − 2F (M,N) + F (M − 1, N)]/(∆η1)2

∂2F/∂η1∂η2 ⇒ ∆2F/∆η1∆η2 =

= [F (M + 1, N + 1) − F (M − 1, N + 1) − F (M + 1, N − 1) + F (M − 1, N − 1)] /∆η1∆η2
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∂F/∂η1 ⇒ ∆F/∆η1 = − [3F (M, N) − 4F (M + 1, N) + F (M + 2, N)] /2∆η1

∂2F/(∂η1)2 ⇒ ∆2F/(∆η1)2 =

= [2F (M, N) − 5F (M + 1, N) + 4F (M + 2, N) − F (M + 3, N)] /(∆η1)2

∂2F/∂η1∂η2 ⇒ ∆2F/∆η1∆η2 =

= −
[

3∆F/∆η2(M, N) − 4∆F/∆η2(M + 1, N) + ∆F/∆η2(M + 2, N)
]

/∆η1è ò. ä.Äëÿ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îáîëî÷êè ñëîæ-íîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð ñ âûðåçàìè, ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíûõîïåðàòîðîâ èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà íà äåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå [4℄:
∂F/∂ηα ⇒

9
∑

r=1

∂F

∂ηα
(M, N)Sr/

9
∑

r=1

Sr,ãäå Sr � ïëîùàäü ñåãìåíòà r â øàáëîíå.�åàëèçàöèÿ ïðèâåäåííûõ ñõåì àïïðîêñèìàöèè òðåáóåò, êàê èçâåñòíî, ñïåöèàëüíûõ ïîäõî-äîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ýíåðãèè âóðàâíåíèè áàëàíñà (15 3 ), îíè ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåíû â [4, 5℄.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óçëà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè Ω∆ ìîæ-íî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
A1/2ρh

[

(∆u′

i − ∆ui)/∆t2 + D(∆u′

i + ∆ui)/2∆t
]

=

= ∂2(Mαβni)/∂ηα∂ηβ + ∂N iα/∂ηα − p∗ni, (18)ãäå D � êîý��èöèåíò èñêóññòâåííîãî äåìï�èðîâàíèÿ, êîòîðîå îáû÷íî ââîäèòñÿ ïðè íàëè÷èèñèëüíûõ ðàçðûâîâ â ïðî�èëÿõ èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè, íàïðÿæåíèé è äðóãèõ ïîëåâûõ �óíêöèé,âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (15) èëè ðåàëèçàöèè ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ.Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðíîé ìîäåëüþ îáîëî÷êà ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç N ñëîåâ. Âñåïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (15), (18) è ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ �óíê-öèåé íîìåðà ñëîÿ k ∈ (1, N). Êîîðäèíàòà z, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïî η3 âäîëü íîðìàëè n, ïðè-íàäëåæèò ñåðåäèíå ñëîÿ z = (l′ − (N + 1)/2)h/N, l′ = 1, . . . , N, ãäå h = h(ηα, t) � òåêóùàÿòîëùèíà îáîëî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé óçëîâîé òî÷êå (m, n) êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêè
F(Ω∆) ïîëó÷àåì N çíà÷åíèé òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé σαβ .Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííûõ è äå�îðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ëþáîì ñëîå-ñóáýëåìåíòå k äëÿòî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ (m, n) óðàâíåíèé (15), (18) ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîéëèíåàðèçàöèè, íà êàæäîì øàãå êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à óïðóãîñòè äëÿ óïðóãèõ ¾ïðîáíûõ¿ íà-ïðÿæåíèé (8). Ïðîáíîå íàïðÿæåíèå çàòåì ïîãðóæàåòñÿ íà âûïóêëóþ ïîâåðõíîñòü òå÷åíèÿ (13).Ïîñëå çàâåðøåíèÿ èòåðàöèîííîãî öèêëà è ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó øàãó ëèíåàðèçàöèèîñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñ÷åò òîëùèíû îáîëî÷êè â ñîîòâåòñòâèè ñ (7). Òàêàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿâûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäîì ñëîå k ∈ (1, N) è øàãå ïî âðåìåíè ∆t ∈ Dt. Òðåáîâà-íèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ ýòîãî ìåòîäà îçíà÷àþò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáðàòíîå ïîãðóæåíèåïðîáíîãî íàïðÿæåíèÿ [4, 16℄.Èñïîëüçóåìûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî-óñòîé÷èâûìè, âåëè÷èíà ∆t óñòàíàâëè-âàåòñÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè, íàïðèìåð Êóðàíòà:

Aa
∆t

ρ0V ∆η
6 1/3, (19)ãäå Aa � àäèàáàòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà, V = 1/ρ � óäåëüíûé îáúåì, èëè Íåéìàíà, âûðà-æåíèÿ äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíû èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè
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∆tM 6

2

C
(1/(∆η1)2 + 1/(∆η2)2)−1/2

∆tB 6
1

2hC

{

1 − 1/n2

12

[

1

(∆η1)4
+

1

(∆η2)4
+

1 + 15ν

8(∆η1∆η2)2

]}−1/2

.

(20)Çäåñü C = (E/(ρ(1−ν2))1/2, n � ÷èñëî ñëîåâ, âûäåëåííûõ ïî òîëùèíå h. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿâûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå èç (19), (20) çíà÷åíèå øàãà ïî âðåìåíè.Ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îãðàíè÷èòüñÿ C0 -àïïðîêñèìàöèåéïåðåìåùåíèé ui(x
k, t) ïî òîëùèíå îòäåëüíîãî ñëîÿ îáîëî÷êè, â òî âðåìÿ êàê â îáû÷íîì ïðè-áëèæåíèè íåîáõîäèìà ïî êðàéíåé ìåðå C1 -àïïðîêñèìàöèÿ 3-ìåðíîãî ðåøåíèÿ âäîëü âûðîæ-äåííîãî ðàçìåðà îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ðàñøèðÿþòñÿ ãðàíèöû ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè íàøèðîêèé êëàññ êîìïîçèöèîííûõ, ñîñòàâëåííûõ èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, ìíîãîñëîéíûõ òîíêî-ñòåííûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé [17℄.� 3.×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÄëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè è ïîäòâåðæäåíèÿ òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ý�-�åêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷.Â ïåðâîé, èìåþùåé ïîìèìî ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíîâàíèå èðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ, èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíîå äå�îðìèðîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëèïðè ëîêàëüíîì íàãðóæåíèè âçðûâîì íàêëàäíîãî çàðÿäà ÂÂ.Ïàíåëü, ðèñ. 1, òîëùèíîé h = 3.62 ìì è h/R = 0.07 èçãîòîâëåíà èç ñòàëüíîãî ëèñòà ñîñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà: ïëîòíîñòü ρ0 = 8.0 · 103 êã/ì 3, îáúåìíûé ìîäóëüóïðóãîñòè K = 150 �Ïà, µ = 69.2 �Ïà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3 è ïðåäåë òåêó÷åñòè

σys = 180 ÌÏà.Èñõîäíàÿ êâàçèñòàòè÷åñêàÿ è çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ äèàãðàììû äå�îðìèðî-âàíèÿ ìàòåðèàëà è èõ àïïðîêñèìàöèÿ â ïîëèëèíåéíîé �îðìå òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.Îáîëî÷êà â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàëàñü ñîñòîÿùåé èç 4-õ ïëîòíî óïàêîâàííûõ ïî òîëùèíå ñëîåâèëè ïîäýëåìåíòîâ.Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ çàùåìëåíèÿ ïàíåëè âäîëü êðàåâ, ÿâëÿþ-ùèõñÿ îáðàçóþùèìè åå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè: ui = 0 è ∂ui

∂ηα = 0, è ñâîáîäíûõ áîêîâûõêðàåâ � êðèâîëèíåéíûõ êîíòóðîâ âäîëü η1, â êàæäîé òî÷êå êîòîðûõ Q22 = 0, M21 = 0. Ëî-êàëüíûé íàêëàäíîé çàðÿä ÂÂ ðàçìåùåí â öåíòðå íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè (ðèñ. 1, à).Ïðè åãî ïîäðûâå âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â çîíå êîíòàêòà ñ ÂÂ íà÷èíàþò äâèãàòüñÿñî ñêîðîñòüþ V3, çíà÷åíèå êîòîðîé, êàê è çàìåðåííîå â ýêñïåðèìåíòå, ïðèíèìàëîñü ðàâíûì140 ì/ñ [18℄.Â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè âûñîêîñêîðîñòíîé äèíàìèêè îáîëî÷êè â ñèëó ñèììåòðèèçàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü ÷åòâåðòü ïàíåëè Ω (âûäåëåíà ïóíêòèðîì íà ðèñ. 1).Âû÷èñëåíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèëèñü íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñåòêå 20× 20 ñ øàãîìèíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ∆t = 0.16 · 10−5 ñ, êàê ïî ñõåìå òèïà ¾êðåñò¿, òàê è ñ èñïîëüçîâà-íèåì èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà (ÈÈÌ) íà äåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå.Ïîä äåéñòâèåì âçðûâà îáîëî÷êà äå�îðìèðóåòñÿ, ðèñ. 2, â íåé âîçíèêàþò áîëüøèå ïåðå-ìåùåíèÿ è äå�îðìàöèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîìåíòó âðåìåíè t = 200 ìêñ îò íà÷àëà âçðûâàãåîìåòðèÿ îáîëî÷êè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2, à.Èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ îáîëî÷êè ïî âðåìåíè â öåíòðàëüíîé òî÷êå Â ïîä çà-ðÿäîì ïîêàçàíî íà ðèñ. 2, á âìåñòå ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Çäåñü æåïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ [18℄, èç ñðàâíåíèÿ ñ êîòîðûìè ñëåäóåò õîðî-øåå ñîîòâåòñòâèå è àäåêâàòíîñòü èñïîëüçóåìîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå íà îñíîâå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû ¾êðåñò¿ îêàçàëîñü áëèæå ê ðåçóëüòàòàì, íàáëþäàåìûì â ýêñïåðèìåíòå, ÷åìïîëó÷åííûì èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì è ÌÊÝ.
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�èñ. 2. �àñ÷åòíàÿ ñõåìà îáîëî÷êè (à) è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ åå ïðîãèáà â öåíòðå äåéñòâèÿ âçðûâà (á) (1 �ëèíåéíàÿ òåîðèÿ; 2 � ÌÊÝ; 3, 4 � ÌÊ� è ÈÈÌ; 5 � ýêñïåðèìåíò)Ñëåäóåò îòìåòèòü ñèëüíîå âëèÿíèå íåëèíåéíîñòåé íà ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.Áîëüøèå îòêëîíåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ðåøåíèåì íàáëþäàþòñÿ íå òîëüêî â ìàêñè-ìàëüíûõ ñìåùåíèÿõ, íî è â ñàìîì õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ âî âðåìåíè.Âî âòîðîé, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîé â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè, çàäà÷å âûïîëíåíî ïîäðîáíîåèçó÷åíèå è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ äå�îðìèðîâàíèÿè ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè âçðûâå â òîíêîñòåííîé îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóêöèè�ñîñòàâíîì ñîñóäå äàâëåíèÿ. Òàêèå ñîñóäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåâîçêèâçðûâîîïàñíûõ æèäêîñòåé è ãàçîâ è ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíî îïàñíûìè.�àññìàòðèâàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ, ðèñ. 3, âêëþ÷àåò â ñåáÿ öèëèíäð ðàäèóñà R è ñ�åðè÷å-ñêèå äíèùà, ñîåäèíåííûå ñ öèëèíäðîì îáîëî÷êàìè òîðîèäàëüíîé �îðìû ñ îòíîñèòåëüíûìèðàçìåðàìè −h/R = 0.015, R1/R = 2, R2/R = 0.169, α = 22.8◦.

�èñ. 3. Ñîñòàâíàÿ îáîëî÷êà ïîä äåéñòâèåì âçðûâà (à � ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà, á � ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå èðàçìåðû, â � äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèÿ è èõ àïïðîêñèìàöèÿ)Èñïîëüçóåòñÿ ìåòàëë ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, çàèìñòâîâàííûìè èç [19℄: ν = 0.3, ìî-äóëü óïðóãîñòè E = 4.4 ·103 è óäåëüíûé âåñ ρ0h/σY = 1.0 ·10−7, ãäå σY � ñòàòè÷åñêèé ïðåäåëòåêó÷åñòè. Äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì åãî çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè íà-ãðóæåíèÿ òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3, â, ãäå 1 � ñòàòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, 2 � ε̇ = 0.0412−1, 3 �
ε̇ = 0.205−1, 4 � ε̇ = 1.4−1.



90 Â.À. Ïåòóøêîâ, Í.Â. ÑêîðîõîäîâàÌÅÕÀÍÈÊÀ 2008. Âûï. 3Îáîëî÷êà ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùåé èç 6 ïëîòíîóïàêîâàííûõ ñëîåâ � ñòðóêòóðíûõ ñóáýëåìåí-òîâ ñî ñëåäóþùèìè îòíîñèòåëüíûìè ïðåäåëàìè òåêó÷åñòè: σ̃n
Y = 1.0, 1.6, 2.45, 3.8, 6.3, 15.3 èñîîòâåòñòâóþùèìè èì êîý��èöèåíòàìè âëèÿíèÿ: ln = 0.778, 0.07, 0.046, 0.035, 0.03, 0.41.Èçìåíåíèå ïðåäåëîâ òåêó÷åñòè â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ðåîëî-ãè÷åñêîé �óíêöèåé (12) ñ ïàðàìåòðàìè p = 1.0 è d = 1.25 ïðè ε̇ < 0.04 ñ−1, d = 3.33 ïðè

0.04 < ε̇ < 0.2 ñ −1, d = 7.7 ïðè ε̇ > 0.2 ñ −1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èñõîäíûå äèàãðàììûäå�îðìèðîâàíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ øåñòèëèíåéíûìè ëîìàíûìè êðèâûìè, ðèñ. 3, â.Óäàðíîå âîçäåéñòâèå âçðûâà íà îáîëî÷êó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïîâíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âîëíîé äàâëåíèÿ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ ïî âðåìåíè â âèäå
F (t) = F̃0 sin(πt/t0), ãäå F̃0 = 0.033 � ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà äàâëåíèÿ â óäàðíîé âîëíå,îòíåñåííàÿ ê ñòàòè÷åñêîìó ïðåäåëó òåêó÷åñòè, t0 = 20 ìêñ � äëèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ äàâëåíèÿ.�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü îáîëî÷êè Ω ïðèíèìàåòñÿ, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñ ó÷åòîì ñèì-ìåòðèè â âèäå ñîñòàâíîé ïàíåëè ñëîæíîé �îðìû, êîòîðàÿ ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîéñåòêîé ðàçìåðîì 20 × 30 ÿ÷ååê (ðèñ. 3, à), ðåãóëÿðíîé ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆η2/R = 0.05 èïåðåìåííûì øàãîì ∆η1/R, ðàâíîìåðíî ìåíÿþùèìñÿ îò 0.0045 äî 0.15.Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè íà êðàÿõ îáîëî÷êè, ëåæà-ùèõ â ïëîñêîñòÿõ ñèììåòðèè, è óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ â ìåñòå âûðåçà ïîëþñà ñ óãëîì θ = 2◦,ðèñ. 3, ãäå â öåëÿõ íàãëÿäíîñòè ïîêàçàíà ÷åòâåðòü îáîëî÷êè, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî âåð-òèêàëüíûõ ïëîñêîñòåé. �åøåíèå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è âûïîëíåíî íà ðàçíîñòíîé ñõåìåòèïà ¾êðåñò¿.Èñêàæåíèå ãåîìåòðèè îáîëî÷êè â ïðîöåññå åå íåëèíåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïîêàçàíî íàðèñ. 4, à.

�èñ. 4. Ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè âî âðåìåíè à) ãåîìåòðèÿ îáîëî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t=40 ìêñ îòíà÷àëà âçðûâà, á) èçìåíåíèå è áàëàíñ ýíåðãèé âî âðåìåíè (1� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ; 2 � ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ è ýíåðãèÿ äåìï�èðîâàíèÿ; 3 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ)Äðóãèå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáîëî÷êè ïðåäñòàâëåíû êðèâûìè èçìåíåíèÿâî âðåìåíè ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà-ïåðåìåùåíèÿ w = u3/R, (ðèñ. 5, à) è âíóòðåííèõ óñèëèé(ðèñ. 5, á) â òî÷êå D íà ðèñ. 3, á.Íà ýòèõ æå ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå â îñåñèììåòðè÷-íîì ïðèáëèæåíèè [19℄. Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî àìïëèòóäàì è âðåìåíèäëÿ îñíîâíûõ ïîëåâûõ �óíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ.Èç âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî âëèÿíèå ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ (âÿçêîñòè ìàòåðèàëà)â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïðîòåêàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â îáîëî÷êå è ååäå�îðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ.
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�èñ. 5. à) Ïåðåìåùåíèÿ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â òî÷êå D âî âðåìåíè (1 � áåç ó÷åòà è 2 ñ ó÷åòîìðåîíîìíûõ ñâîéñòâ, 3 � îñåñèììåòðè÷íîå ïðèáëèæåíèå); á) èçìåíåíèå âî âðåìåíè ìåìáðàííîãî óñèëèÿ N2 âòî÷êå D îáîëî÷êè (1 � ðàñ÷åò, 2 � îñåñèììåòðè÷íîå ïðèáëèæåíèå)Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà îáîëî÷êè â ïðîöåññå óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ íà ðèñ. 6ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå äèàãðàììû äå�îðìèðîâàíèÿ â òî÷êå D, ïîëó÷åííûå âî âðåìåíè ñ ó÷å-òîì (1) è áåç ó÷åòà (2) âÿçêîñòè ìàòåðèàëà.

�èñ. 6. �àñ÷åòíàÿ êðèâàÿ äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà â òî÷êå D íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè âòå÷åíèå 5 ìêñ îò íà÷àëà âçðûâàÈñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä õîðîøî îïèñûâàåò îñíîâíûå ýòà-ïû äå�îðìèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ óïðóãîå (ó÷àñòîê ÎÀ), ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå ñ íåëèíåéíûìóïðî÷íåíèåì (ó÷àñòîê ÀÁ) è ðàçãðóçêó ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè (ó÷àñòîê ÁB).Êðèâûå 1, 2 íà ðèñ. 6 îòðàæàþò âûÿâëåííûå îñîáåííîñòè âëèÿíèÿ ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ èâîçìîæíîñòè ìîäåëè, íàèáîëåå âàæíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îïèñàíèå ãèñòåðåçèñà è ý��åêòàÁàóøèíãåðà ïðè öèêëè÷åñêîì äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè, ïîñêîëüêó îíè âî ìíîãîì îïðåäåëÿ-þò õàðàêòåð è èíòåíñèâíîñòü óäàðíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îáîëî÷êå.Â ýòîì îòíîøåíèè ïîêàçàòåëüíû òàêæå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî �îðìèðîâàíèþ è ðàñïðî-ñòðàíåíèþ ïî âðåìåíè çîí ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèéâ îáîëî÷êå è, â ÷àñòíîñòè, ïî åå òîëùèíå â ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè, ðèñ. 7, ãäå çîíû òå÷åíèÿè ðàçãðóçêè ñ ïîñëåäóþùèì ïîâòîðíûì òå÷åíèåì ñìåíÿþò äðóã äðóãà â ïðîöåññå äå�îðìèðî-âàíèÿ.Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü êðèòåðèè (19),(20). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íà âðåìåííîì ñëîå Dt îïðåäåëÿëîñü â ïðî-
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�èñ. 7. Êèíåòèêà çîí ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé â ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè îáîëî÷êèöåññå âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ, ïðèíÿòî ðàâíûì 0.5 ìêñ è ïîäòâåðæäåíî óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿêîíñåðâàòèâíîñòè ïî ýíåðãèè, ðèñ. 4, á.� 4. 3aêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåíû ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè è îñîáåííîñòè èõ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ äëÿ èçó÷åíèÿíåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â òîíêîñòåííûõ îáîëî÷êàõ ïðîèçâîëüíîé �îðìû ïðè óäàðíî-èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè. Ó÷èòûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ êîíå÷-íûìè äå�îðìàöèÿìè, è íåëèíåéíîå, çàâèñÿùåå îò ñêîðîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ ïîâåäåíèå ìàòå-ðèàëîâ ñ àíèçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì è ý��åêòîì Áàóøèíãåðà. Âûïîëíåíî îáîñíîâàíèå ïðåä-ëàãàåìûõ ìîäåëåé è ïîëó÷åíî ðåøåíèå âàæíîé â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè çàäà÷è î íåëèíåéíîìäå�îðìèðîâàíèè è ðàñïðîñòðàíåíèè óäàðíûõ âîëí â çàìêíóòîé îáîëî÷êå ïîä äåéñòâèåì âçðû-âà. ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Pro
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