
ВЕСТНИК УДМУРТСКОГО УНИВЕРСИТЕТА. МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ

МАТЕМАТИКА 2024. Т. 34. Вып. 3. С. 397–409.

УДК 517.977

© Е. С. Можегова
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ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ВО ВРЕМЕННЫХ ШКАЛАХ

В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пре-

следователей двух убегающих, описываемая линейной системой с простой матрицей в заданной

временно́й шкале. Предполагается, что убегающие используют одно и то же управление. Преследо-

ватели действуют согласно квазистратегиям на основе информации о начальных позициях и предыс-

тории управления убегающих. Множество допустимых управлений для каждого из участников пред-

ставляет собой шар единичного радиуса с центром в начале координат, терминальные множества —

начало координат. Целью группы преследователей является поимка двух убегающих. При иссле-

довании в качестве базового используется метод разрешающих функций, позволяющий получить

достаточные условия разрешимости задачи сближения за некоторое гарантированное время. В тер-

минах начальных позиций и параметров игры получено достаточное условие поимки убегающих.
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Введение

Теория дифференциальных игр, основанная на работах таких ученых, как Р. Айзекс [1],

Л. С. Понтрягин [2] и Н. Н. Красовский [3], предлагает множество направлений для иссле-

дований [4–9]. Значительное внимание в этих исследованиях в настоящее время уделяется

дифференциальным играм преследования–уклонения. Это объясняется как сложностью ис-

пользуемых математических моделей, так и широким спектром приложений в различных

областях, включая робототехнику, навигацию, сетевую безопасность, управление беспилот-

ными летательными аппаратами и другие сферы, где необходимо разрабатывать стратегии

для успешного перехвата или уклонения [10–12].

Одним из ключевых аспектов игр преследования является анализ условий, при которых

преследователь может успешно захватить убегающего, учитывая как собственные траекто-

рии движения и стратегии управления, так и траектории и стратегии противника. В ходе

исследований были предложены различные методы подобного анализа, в частности, ис-

пользующий технику многозначных отображений метод разрешающих функций [13–15].

Естественным обобщением игровых задач преследования двух участников является ана-

лиз конфликтных ситуаций с участием группы преследователей и одного или группы убе-

гающих [3, 13–15]. Как правило, изучение таких задач с непрерывным и дискретным вре-

менем проводилось по отдельности [16–18]. При этом в ходе изучения структуры решений

дифференциальных и разностных уравнений были обнаружены схожие свойства данных

решений. Для их исследования в настоящее время развивается теория динамических урав-

нений во временны́х шкалах (далее ударение проставляться не будет).

Концепция временных шкал, предложенная С. Хильгером [19,20], была развита и углуб-

лена в исследованиях M. Бохнера и A. Петерсона [21]. Уравнения во временных шкалах

позволяют рассматривать динамические системы с непрерывным и дискретным временем

в единой математической модели.

https://doi.org/10.35634/vm240306
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Временные шкалы используются при моделировании процессов, происходящих в био-

технологии, химии, нейронных сетях [21, 22]. Неантагонистическая игра N лиц во времен-

ной шкале рассматривалась в работе [23]. Задачи конфликтного взаимодействия во вре-

менных шкалах группы преследователей с одним или несколькими убегающими в случае

простого движения рассматривались в работах [24–26].

В данной работе рассматривается задача преследования группой преследователей двух

убегающих в заданной временной шкале. Убегающие жестко скоординированы, то есть

используют одно и то же управление, а движение каждого из участников описывается ли-

нейной системой с простой матрицей. Целью преследователей является поимка обоих убе-

гающих хотя бы одним преследователем. Терминальные множества — начало координат.

Получены достаточные условия поимки.

§ 1. Вспомогательные определения

В этом параграфе будут рассмотрены основные факты из теории временных шкал. Более

подробную информацию о временных шкалах можно найти в работах [21, 27–29].

Определение 1. Непустое замкнутое подмножество T ⊂ R
1 такое, что sup

t∈T

t = +∞, назы-

вается временной шкалой.

Определение 2. Пусть T — временная шкала. Функция σ : T → R
1 вида

σ(t) = inf{s ∈ T | s > t}

называется функцией сдвига.

Определение 3. Функция f : T → R
1 называется ∆-дифференцируемой в точке t ∈ T, если

существует такое число γ ∈ R
1, что для любого ε > 0 существует окрестность W точки t

такая, что неравенство

|f(σ(t))− f(s)− γ(σ(t)− s)| 6 ε|σ(t)− s|

справедливо для всех s ∈ T ∩W.

Число γ в этом случае называется ∆-производной функции f в точке t и будет обозна-

чаться как f∆(t).

Определение 4. Функция f : T → R
n, f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)), называется ∆-дифферен-

цируемой в точке t ∈ T, если все функции f1, . . . , fn являются ∆-дифференцируемыми

в точке t.

Пусть T — временная шкала, E ⊂ T. Обозначим R(E) = {t ∈ E | σ(t) > t}. Тогда

множество R(E) не более чем счетно [27].

Определение 5. Множество E ⊂ T называется ∆-измеримым, если множество

Ẽ = E
⋃


 ⋃

t∈R(E)

(t, σ(t))




измеримо по Лебегу.
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Определение 6. Функция f : T → R
1 называется ∆-измеримой на ∆-измеримом множе-

стве E, если функция f̃ вида

f̃(t) =

{
f(t), t ∈ E,

f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)), ti ∈ R(E)

измерима на множестве Ẽ.

Определение 7. Функция f : E → R
1, E ⊂ T, называется ∆-интегрируемой на ∆-изме-

римом множестве E, если функция f̃ интегрируема по Лебегу на множестве Ẽ. Если f

является ∆-интегрируемой на множестве E, то определим

∫

E

f(s)∆s, полагая

∫

E

f(s)∆s =

∫

Ẽ

f̃ dµ,

где µ — мера Лебега.

§ 2. Постановка задачи

Пусть задана некоторая временная шкала T, t0 ∈ T.
В пространстве R

k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n, 2) n + 2 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и двух убегающих E1, E2. Законы движения каждого из пре-

следователей Pi (с управлением ui) и каждого из убегающих Ej (с управлением v) имеют

следующий вид:

x∆
i = axi + ui, xi(t0) = x0

i , ui ∈ V, (1)

y∆j = ayj + v, yj(t0) = y0j , v ∈ V. (2)

Здесь xi, yj, x
0
i , y

0
j ∈ R

k, a ∈ R
1, V = {v ∈ R

k : ‖v‖ 6 1}, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ {1, 2}.
Считаем, что x0

i 6= y0j для всех i ∈ I, j ∈ {1, 2}.
Вместо систем (1), (2) перейдем к системе

z∆ij = azij + ui − v, zij(t0) = z0ij = x0
i − y0j . (3)

∆-измеримую функцию v : T → R
k назовем допустимой для убегающих E1, E2, если

v(t) ∈ V для всех t ∈ T, t > t0.
Предысторией функции vt(·) в момент t ∈ T будем называть сужение функции v(·)

на [t0, t] ∩ T.
Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который

для убегающих E1, E2 выбирает одно и то же управление.

Будем предполагать, что начальные условия {x0
i , i ∈ I, y01, y

0
2} таковы, что любые k век-

торов из набора {x0
i − y01, i ∈ I, y01 − y02} линейно независимы.

Введем следующие обозначения:

IntA, coA — соответственно внутренность и выпуклая оболочка множества A,

c = y01 − y02, µ(τ) = σ(τ)− τ,

ea(t, s) = exp

{∫ t

s

ξµ(τ)(a)∆τ

}
, где ξµ(τ)(a) =





ln(1 + µ(τ)a)

µ(τ)
, µ(τ) 6= 0,

a, µ(τ) = 0,
(4)

e⊖a(t, s) =
1

ea(t, s)
, λ(z, v) = sup{λ > 0: − λz ∈ V − v}.
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Определение 8 ( [30]). Векторы a1, a2, . . . , am образуют положительный базис в R
k, если

для любого x ∈ R
k существуют неотрицательные вещественные числа α1, α2, . . . , αm, такие,

что

x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αmam.

Теорема 1 (см. [15, 30]). Пусть a1, . . . , am ∈ R
k. Следующие утверждения равносильны:

(1) векторы a1, . . . , am образуют положительный базис в R
k;

(2) 0 ∈ Intco{a1, . . . , am};
(3) δ = min

v∈V
max

j
λ(aj, v) > 0.

Предположение 1. a < 0 и 1 + µ(t)a > 0 для всех t ∈ T, t > t0.

Лемма 1. Пусть выполнено предположение 1. Тогда для всех t ∈ T, t > t0,

ea(t, t0) 6 eaK(t),

где K(t) =

∫ t

t0

∆s.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий леммы следует, что µ(t)a ∈ (−1; 0] для всех t ∈ T.
Поэтому для всех t ∈ T справедливо неравенство ln(1 + µ(t)a) 6 µ(t)a. Следовательно,

если µ(t) 6= 0, то согласно (4) справедливо неравенство

ξµ(t)(a) 6 a.

Если µ(t) = 0, то ξµ(t)(a) = a. Значит, для всех t ∈ T верно ξµ(t)(a) 6 a. Из последнего

неравенства с учетом (4) получаем

ea(t, t0) 6 eaK(t).

Лемма доказана. �

Лемма 2. Пусть выполнено предположение 1 и векторы a1, . . . , am ∈ R
k таковы, что

δ = min
v∈V

max
l

λ(al, v) > 0.

Тогда существует момент времени T0 ∈ T, T0 > t0, такой, что для любой допустимой

функции v(·) найдется номер p ∈ {1, . . . , m}, для которого

∫ T0

t0

e⊖a(σ(s), t0)λ(ap, v(s))∆s > 1. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольное допустимое управление убегающих.

Тогда

m∑

l=1

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)λ(al, v(s))∆s >

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)max
l

λ(al, v(s))∆s >

> δ

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)∆s.

(6)
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В силу леммы 1 справедливо неравенство

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)∆s >

∫ t

t0

e−aK(σ(s)) ∆s. (7)

Так как
∫ t

t0

e−aK(σ(s)) ∆s =

∫ t

t0

e−a(σ(s)−t0) ∆s

и

∫ t

t0

e−a(σ(s)−t0)∆s → +∞ при t → +∞, t ∈ T, то из неравенств (6), (7) следует требуемое

неравенство (5). �

Определение 9. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi, если

определено отображение U0
i , ставящее в соответствие начальным позициям z0 = {z0ij |

i ∈ I, j ∈ {1, 2}}, моменту t ∈ T и произвольной предыстории vt(·) управления убе-

гающих E1, E2 допустимую функцию ui(t). Кроме того, если v1(·), v2(·) — допусти-

мые функции и v1(t) = v2(t) почти всюду на [t0, t] ∩ T, то соответствующие функции

U0
i (t, z

0, v1t (·)) = U0
i (t, z

0, v2t (·)) почти всюду на [t0, t] ∩ T.

Определение 10. В игре Γ(n, 2) происходит поимка, если существуют момент T0 = T0(z
0),

квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn, такие, что для любой измеримой

функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [t0, T0]∩T, найдутся номера l, m ∈ I, моменты τ1, τ2 ∈ [t0, T0]∩T
такие, что zl1(τ1) = 0, zm2(τ2) = 0.

§ 3. Основная теорема

Теорема 2. Пусть выполнено предположение 1 и существуют множества

I1, I2 ⊂ I, Î1, Î2 ⊂ I\(I1 ∪ I2), Î1 ∩ Î2 = ∅,

такие, что наборы векторов

{z0i1, i ∈ I1,−c}, {z0i2, i ∈ I2, c},

{z0l1, l ∈ I1\(I1 ∩ I2), z
0
s2, s ∈ I2\(I1 ∩ I2), z

0
α1, α ∈ Î1, z

0
β2, β ∈ Î2}

образуют положительный базис. Тогда в игре Γ(n, 2) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольное допустимое управление убегающих.

Рассмотрим два возможных случая.

A. I1 ∩ I2 = ∅. Так как {z0i1, i ∈ I1,−c}, {z0i2, i ∈ I2, c} образуют положительный базис,

то существуют положительные числа γij такие, что

∑

i∈I1

γi1z
0
i1 − c = 0,

∑

i∈I2

γi2z
0
i2 + c = 0.

Поэтому

∑

i∈I1

γi1z
0
i1 +

∑

i∈I2

γi2z
0
i2 = 0,

откуда следует, что векторы

{z0i1, i ∈ I1, z
0
i2, i ∈ I2} (8)
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образуют положительный базис в R
k.

Рассмотрим вспомогательную игру Γ с участием преследователей P i, i ∈ I1 ∪ I2, и убе-

гающего E с законами движения

x∆
i = axi + ui, i ∈ I1 ∪ I2, y∆ = ay + v, ui, v ∈ V,

и начальными условиями xi(t0) = z0i1, i ∈ I1, xi(t0) = z0i2, i ∈ I2, y(t0) = 0. Пусть убе-

гающий E использует такое управление v(·), которое используют убегающие E1, E2 в иг-

ре Γ(n, 2). Так как 0 ∈ Int co {z0i1, i ∈ I1, z
0
i2, i ∈ I2}, то в силу [31, следствие 2] пресле-

дователи P i, i ∈ I1 ∪ I2, осуществляют поимку убегающего E. Задаем управления ui(·)
преследователей Pi, i ∈ I1 ∪ I2, в игре Γ(n, 2) следующим образом:

ui(t) = ui(t), i ∈ I1 ∪ I2,

где ui(·) — управления преследователей P i в игре Γ, причем

ui(t) = v(t)− λ(z0i1, v(t))z
0
i1, i ∈ I1,

ui(t) = v(t)− λ(z0i2, v(t))z
0
i2, i ∈ I2. (9)

Управления остальных преследователей Pi, i /∈ I1 ∪ I2, задаем произвольно. Тогда для всех

t ∈ T, t > t0, справедливы равенства

zi1(t) = zi(t), i ∈ I1, zi2(t) = zi(t), i ∈ I2.

Следовательно, поимка хотя бы одного убегающего происходит и в игре Γ(n, 2), то есть

существует номер r ∈ I1 ∪ I2 и момент τ такие, что zr1(τ) = 0 или zr2(τ) = 0. Пусть r ∈ I1
(случай r ∈ I2 рассматривается аналогично).

Определим функции

hi(t) = 1−

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)λ(z
0
i2, v(s))∆s,

тогда из системы (3), используя (9), получаем [29, теорема 3.2]

zi2(t) = z0i2ea(t, t0)−

∫ t

t0

z0i2ea(t, σ(s))λ(z
0
i2, v(s))∆s = z0i2ea(t, t0)hi(t). (10)

Если существует номер l ∈ I2 такой, что hl(τ) = 0, то считаем, что λ(z0l2, v(t)) = 0 для

всех t ∈ T, t > τ, поэтому zl2(τ) = 0. Следовательно, преследователь Pl ловит убегающе-

го E2, что означает поимку в игре Γ(n, 2).
Если существует номер l ∈ I2 такой, что hl(τ) < 0, а для всех t ∈ T, t < τ, выполнено

hl(t) > 0, то определим число

τ ∗ = sup{t ∈ T | hl(t) > 0}.

Тогда τ ∗ 6= τ и (τ ∗, τ)∩T = ∅. Действительно, если бы существовал момент t ∈ (τ ∗, τ)∩T,
то выполнялось бы неравенство hl(t) > 0, что противоречило бы определению числа τ ∗.
Полагаем в этом случае

ul(τ
∗) = v(τ ∗)− λ∗(z0l2, v(τ

∗))z0l2, где

λ∗(z0l2, v(τ
∗)) =

ea(σ(τ
∗), t0)hl(τ

∗)

σ(τ ∗)− τ ∗
=

ea(τ, t0)hl(τ
∗)

τ − τ ∗
.
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Отметим, что в данном случае λ∗(z0l2, v(τ
∗)) 6 λ(z0l2, v(τ

∗)) и поэтому ul(τ
∗) ∈ V. Тогда

zl2(τ) = z0l2ea(τ, t0)

(
hl(τ

∗)−

∫ τ

τ∗

e⊖a(σ(s), t0)ea(τ, t0)hl(τ
∗)

τ − τ ∗
∆s

)
.

Получаем, что и в данном случае преследователь Pl ловит убегающего E2, а это означает,

что в игре Γ(n, 2) происходит поимка.

Пусть теперь для всех j ∈ I2 выполнено hj(τ) > 0, тогда из равенства (10) следует, что

z0j2 =
zj2(τ)

ea(τ, t0)hj(τ)
, j ∈ I2.

Кроме того,

zr2(τ) = xr(τ)− y2(τ) = xr(τ)− y1(τ) + y1(τ)− y2(τ) = ea(τ, t0)c.

Поскольку hj(τ) ∈ (0, 1] для всех j ∈ I2 и ea(τ, t0) > 0, а по условию теоремы векто-

ры {z0i2, i ∈ I2, c} образуют положительный базис, то положительный базис в R
k образует

набор

{zj2(τ), j ∈ I2, zr2(τ)}.

Следовательно, преследователи {Pj, j ∈ I2, Pr} ловят убегающего E2, что и означает

поимку в игре Γ(n, 2).
B. I1 ∩ I2 6= ∅. Пусть I12 = I1 ∩ I2. Определим функции

hi1(t) = 1−

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)λ(z
0
i1, v(s))∆s, i ∈ Î1 ∪ (I1\I12),

hi2(t) = 1−

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)λ(z
0
i2, v(s))∆s, i ∈ Î2 ∪ (I2\I12).

Управления преследователей задаем следующим образом. Если в момент t ∈ T выпол-

няется неравенство hij(t) > 0, то полагаем

ui(t) = v(t)− λ(z0i1, v(t))z
0
i1, i ∈ Î1 ∪ (I1\I12),

ui(t) = v(t)− λ(z0i2, v(t))z
0
i2, i ∈ Î2 ∪ (I2\I12),

ui(t) = v(t), i ∈ I12.

Управления остальных преследователей задаем произвольно. Тогда из системы (3) по-

лучаем

zi1(t) = z0i1ea(t, t0)hi1(t), i ∈ Î1 ∪ (I1\I12),

zi2(t) = z0i2ea(t, t0)hi2(t), i ∈ Î2 ∪ (I2\I12),

zi1(t) = z0i1ea(t, t0), zi2(t) = z0i2ea(t, t0), i ∈ I12.

Если τi ∈ T, i ∈ Î1 ∪ (I1\I12) ∪ Î2 ∪ (I2\I12), — первый момент времени, для которого

hij(τi) = 0 при некотором j ∈ {1, 2}, то считаем, что λ(z0ij , v(t)) = 0 для всех t ∈ T, t > τi;

поэтому zi1(τi) = 0, если i ∈ Î1 ∪ (I1\I12), или zi2(τi) = 0, если i ∈ Î2 ∪ (I2\I12).

Пусть τi ∈ T, i ∈ Î1 ∪ (I1\I12) ∪ Î2 ∪ (I2\I12), — первый момент времени, для ко-

торого hij(τi) < 0 при некотором j ∈ {1, 2}, а для всех t ∈ T, t < τi, выполняет-

ся неравенство hij(t) > 0. Корректируя функцию λ(z0ij, v(t)) в момент времени, равный
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sup{t ∈ T | hij(t) > 0}, в соответствии с подходом, описанным выше, добьемся того, что

будет выполнено равенство zij(τi) = 0. Тогда, если i ∈ Î1 ∪ (I1\I12), то zi1(τi) = 0, а если

i ∈ Î2 ∪ (I2\I12), то zi2(τi) = 0.
Поскольку по условию теоремы набор векторов

{z0l1, l ∈ I1\(I1 ∩ I2); z
0
s2, s ∈ I2\(I1 ∩ I2); z

0
α1, α ∈ Î1; z

0
β2, β ∈ Î2}

образует положительный базис, то в силу теоремы 1 и леммы 2 для каждой допустимой

функции v(·) найдутся момент τ ∈ T и номер r ∈ Î1 ∪ (I1\I12) ∪ Î2 ∪ (I2\I12), для которых

hr1(τ) 6 0 или hr2(τ) 6 0.
Пусть hr1(τ) 6 0, hi2(τ) > 0 для всех i ∈ I2. Тогда из доказанного выше получаем, что

zr1(τ) = 0; следовательно, в игре Γ(n, 2) происходит поимка убегающего E1 преследовате-

лем Pr. Так как

z0i2 =
zi2(τ)

ea(τ, t0)hi2(τ)
, i ∈ Î2 ∪ (I2\I12), zi2(τ) = z0i2ea(τ, t0), i ∈ I12,

и по условию векторы {z0i2, i ∈ I2, c} составляют положительный базис, то положительный

базис составляют и векторы {zi2(τ), i ∈ I2, c}. Учитывая, что

zr2(τ) = xr(τ)− y2(τ) = zr1(τ) + y1(τ)− y2(τ) = ea(τ, t0)c,

получаем, что положительный базис в R
k образует набор

{zi2(τ), i ∈ I2, zr2(τ)}.

Следовательно, в силу [31, следствие 2] преследователи {Pi, i ∈ I2, Pr} ловят убегающе-

го E2, что означает поимку в игре Γ(n, 2). Теорема доказана. �

Пример 1. Пусть в системах (1), (2) k = 3, n = 5. Начальные условия игры Γ(5, 2) име-

ют вид x0
1 = (3,−2, 0), x0

2 = (−3, 0, 0), x0
3 = (4, 1,−1), x0

4 = (0,−4, 1), x0
5 = (−2, 6, 6),

y01 = (0, 0, 1), y02 = (0, 0, 2). Взяв в качестве I1, I2 множества

I1 = {1, 2, 3}, I2 = {3, 4, 5},

получаем, что наборы

{z011, z
0
21, z

0
31,−c}, {z032, z

0
42, z

0
52, c}

образуют положительный базис. Кроме того, векторы

{z011, z
0
21, z

0
42, z

0
52}

также образуют положительный базис в R
3. Следовательно, согласно теореме 2, в данной

игре Γ(5, 2) происходит поимка.
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In a finite-dimensional Euclidean space, we consider the problem of pursuit of two evaders by a group of

pursuers, described by a linear system with a simple matrix on a given time scale. It is assumed that the

evaders use the same control. The pursuers employ quasistrategies based on information about the initial

positions and control history of the evaders. The set of admissible controls for each participant is a ball of

unit radius centered at the origin, and the terminal sets are the origin. The goal of the group of pursuers

is to capture the two evaders. In the study, we use the method of resolving functions as a base one,

which allows us to obtain sufficient conditions for the solvability of the approach problem in a certain

guaranteed time. In terms of the initial positions and parameters of the game, a sufficient condition for

capturing the evaders is obtained.
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