
ВЕСТНИК УДМУРТСКОГО УНИВЕРСИТЕТА. МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ

МАТЕМАТИКА 2024. Т. 34. Вып. 3. С. 359–374.

УДК 517.929, 517.957

© А. А. Косов, Э. И. Семенов

О МНОГОМЕРНЫХ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ
ДИФФУЗИИ ТИПА ПАНТОГРАФА С ПЕРЕМЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Рассматривается многомерное уравнение нелинейной диффузии типа пантографа с линейно расту-

щим запаздыванием по времени и масштабированием по пространственным переменным в источни-

ке (стоке). Предложено строить точные решения методом редукции с использованием двух анзацев

с квадратичной зависимостью от пространственных переменных. Зависимость решения от простран-

ственных переменных находится из системы алгебраических уравнений, а зависимость от времени

находится из системы обыкновенных дифференциальных уравнений с линейно растущим запазды-

ванием аргумента. Приводится ряд примеров точных решений, как радиально симметричных, так

и анизотропных по пространственным переменным.

Ключевые слова: уравнение нелинейной диффузии типа пантографа, растущее запаздывание по вре-

мени, масштабирование по пространственным переменным, редукция, точные решения.

DOI: 10.35634/vm240304

Введение

Во многих областях естествознания встречаются системы, в которых протекающие про-

цессы зависят не только от текущего состояния, но и от некоторого момента времени в про-

шлом. Такие системы называют системами с запаздыванием. Дифференциальные уравнения

с частными производными (ДУЧП), описывающие процессы в таких системах, кроме иско-

мой функции f(x, t) содержат также функцию f(x, t− τ), где t — время, τ > 0 — параметр

запаздывания. ДУЧП с запаздыванием широко используются при описании динамических

процессов в механике деформируемого твердого тела (среды с наследственными свойства-

ми), электродинамике (когда необходимо учитывать конечную скорость распространения

взаимодействия), термодинамике (при описании необратимых процессов), в экологии (при

описании размножения видов), медицине (при описании распространения инфекций), в ме-

ханике (при учете запаздывания в переносе энергии и сигналов). При этом считается, что

время запаздывания постоянно. Однако в некоторых случаях, о которых мы будем говорить

далее, запаздывание может быть переменным и зависеть от времени [1,2], то есть τ = τ(t),
где τ(t) > 0 — заданная функция. Наиболее известным примером дифференциального урав-

нения с переменным запаздыванием τ(t) является «уравнение пантографа». Такое название

возникло благодаря работе [3], в которой динамика контактного токоприемника (пантогра-

фа) электровоза описывалась функционально-дифференциальным уравнением (ФДУ)

y′(t) = ay(t) + by
(

t− τ(t)
)

, (1)

где запаздывание τ(t) является переменным и задается соотношением τ(t) = (1 − k)t,
0 < k < 1. C учетом формулы для запаздывания τ(t), ФДУ (1) можно записать как

y′(t) = ay(t)+by(kt). В этом уравнении функция y(kt) отличается от функции y(t) растяже-

нием вдоль оси t в 1/k раз. При τ(t) = (1−k)t выражение (1) является примером уравнения

с линейным запаздыванием. Как указывается в [4], уравнения с линейным запаздывани-

ем времени выделяются из класса уравнений с ограниченным переменным запаздыванием

тем, что предыстория их решения неограниченно увеличивается с ростом времени. Также

представляют интерес уравнения с ограниченным нелинейным запаздыванием, например
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нелинейные ДУЧП в теории упругих пластин [5,6]. Как отмечается в [7], уравнение панто-

графа (1) и более сложные родственные дифференциальные уравнения, которые содержат

искомые функции с растяжением аргументов, используются для математического моделиро-

вания различных процессов в электродинамике, биологии, теории популяций, астрофизике,

теории графов, теории риска и очередей. Большой теоретический и практический интерес

представляют ДУЧП, в которых помимо искомой функции V (x, t) содержатся также функ-

ции V (x̄, t̄), где x̄ = px, t̄ = qt, то есть имеется переменное запаздывание по времени

и по пространственной переменной. Здесь функция V (x̄, t̄) отличается от функции V (x, t)
растяжением вдоль оси x в 1/p раз и вдоль оси времени t в 1/q раз. В статьях [7, 8] ДУЧП

с растяжением независимых переменных называются уравнениями с переменным запазды-

ванием типа пантографа. Отметим также, что в [7, 8] и монографии [9] впервые в литера-

туре описаны точные решения нелинейных ДУЧП с переменным запаздыванием и методы

их построения.

Основное внимание в статье уделим задаче построения многомерных точных решений

нелинейного уравнения диффузии с n пространственными переменными и переменным

запаздыванием. Очевидно, что наличие переменного запаздывания, помимо нелинейности

и многомерности, значительно усложняет исследование ДУЧП и задачу построения их точ-

ных многомерных решений. Поэтому поставленная задача является актуальной, так как

ожидаемые результаты могут иметь не только теоретическое, но и прикладное значение,

поскольку их можно использовать для тестирования, настройки и адаптации численных

методов и алгоритмов построения приближенных решений начально-краевых задач для

нелинейных ДУЧП большой размерности с переменным запаздыванием. В данной статье

термин «точное решение» будем применять в случаях, когда решение выражается: (i) че-

рез элементарные функции, обращающие исследуемое уравнение в тождество; (ii) через

решения ФДУ с переменным запаздыванием типа пантографа.

В качестве основного объекта исследований предлагается использовать многомерное

уравнение диффузии со степенной нелинейностью и нелинейным источником, которое

встречается во многих областях физики, химии, биологии и имеет огромное число при-

ложений. Ранее авторами были построены точные многомерные решения уравнения нели-

нейной диффузии со степенной нелинейностью, а также родственных уравнений и нели-

нейных систем [10–12]. При этом естественно предполагать, что функция с переменным

запаздыванием входит в источник и исследуемое уравнение имеет вид

Vt = ∇ · (V λ∇V ) + βV 1−λV̄ λ. (2)

Здесь λ 6= 0 — вещественный параметр нелинейности среды; β 6= 0 — произвольная по-

стоянная, знак которой характеризует либо источник (процесс выделения тепла), либо сток

(процесс поглощения тепла); ∇ — градиент; V = V (x, t) — искомая функция, t > 0 — время,

x ∈ R
n — вектор пространственных переменных, n ∈ N, n > 2; V̄ = V (px, qt) — функция,

которая отличается от функции V (x, t) растяжением вдоль оси вектора пространственных

переменных x в 1/p раз и вдоль оси времени t в 1/q раз, где 0 < p < 1, 0 < q < 1 —

параметры свободного масштабирования. Отметим, что для простоты параметр p выбран

единым для всех пространственных координат x1, . . . , xn. В общем случае мы имели бы

x̄ = {p1x1, . . . , pnxn}, где 0 < pi < 1 для всех i = 1, n. Отметим, что (2) при p = 1 является

частным случаем уравнения, приведенного в [9] (см. уравнение 3 на странице 424). Там

приведено точное решение вида V (x, t) = ψ(t)
[

ϕ(x)
]1/(λ+1)

, где функция ψ(t) описывается

ОДУ с переменным запаздыванием

dψ(t)

dt
=
[

ψ(t)
]1−λ

ψ(qt),
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а функция ϕ(x) удовлетворяет n-мерному уравнению Лапласа. В данной статье мы по-

строим другие точные многомерные решения уравнения (2). Для удобства, уравнение (2)

простой заменой V λ = U (V̄ λ = Ū) преобразуем к виду

Ut = U∆U +
1

λ
|∇U |2 + αŪ, (3)

где U = U(x, t), Ū = U(x̄, t̄), α = λβ 6= 0. При V > 0 и U > 0 уравнения (2) и (3)

эквивалентны. В случае α ≡ 0 уравнение (3) является другой формой записи уравнения

теплопроводности со степенной нелинейностью. Отметим, что к (3) могут сводиться и дру-

гие уравнения. Например, уравнение в частных производных

Vt = K(V )∆V +
λK(V )K ′′(V ) +K ′2(V )

λK ′(V )
|∇V |2 + αK(V̄ )

K ′(V )
, (4)

где K : R+ → R+, K ∈ C
2 — произвольная дважды непрерывно-дифференцируемая строго

монотонная функция, заменой U = K(V ) сводится к уравнению (3). Так как уравнение (3)

без линейного слагаемого Ū является уравнением теплопроводности со степенной нели-

нейностью, а аргументы функции Ū = U(x̄, t̄) задаются соотношениями x̄ = px, t̄ = qt,
то будем называть (3) уравнением нелинейной диффузии (теплопроводности) типа пан-

тографа с переменным запаздыванием. Функция Q(Ū) = αU(px, qt) описывает процесс

тепловыделения или горения в среде, если Q(Ū) > 0, и, обратно, — поглощение тепла,

если Q(Ū) < 0.
Как уже было отмечено, основной целью настоящей статьи является построение мно-

гомерных точных решений уравнения (2), соответственно, уравнения (3). Для решения по-

ставленной задачи будем применять метод обобщенного разделения переменных [13, 14]

и результаты авторов [10, 11] по построению многомерных точных решений нелинейных

уравнений в частных производных с использованием специальной многомерной конструк-

ции. А именно, решения уравнения (2), соответственно (3), будем отыскивать в виде

V (x, t) =
[

U(x, t)
]1/λ

, U(x, t) = ψ(t)WA(x) + φ(t), (5)

V (x, t) =
[

U(x, t)
]1/λ

, U(x, t) = ϕ(t) +W (x), (6)

со следующими квадратичными функциями WA(x), W (x):

WA(x) =
1

2
(Ax,x), W (x) =

1

2
(Ax,x) + (B,x) + C, (7)

где функции ψ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

, φ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

, ϕ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

, ненулевая чис-

ловая симметрическая матрица A размера n × n, постоянный вектор B ∈ R
n и констан-

та C ∈ R подлежат определению. Отметим также, что квадратичная функция W (x) вида (7)

использовалась при построении точных многомерных решений эллиптических уравнений

и многомерных систем эллиптических уравнений со степенными нелинейностями [15].

Основные результаты

Используя формулы (5)–(7), проведем редукцию уравнения в частных производных (3)

к ФДУ с переменным запаздыванием для искомых функций ψ(t), φ(t), ϕ(t). После под-

становки функций (5), (6) в уравнение (3) с учетом очевидных равенств Ū = ψ̄W̄ + φ̄,

Ū = ϕ̄+ W̄ и элементарных преобразований приходим, соответственно, к выражениям

ψ′WA + φ′ = (ψWA + φ)ψ∆WA +
1

λ
ψ2|∇WA|2 + αψ̄W̄A + αφ̄, (8)

ϕ′ = ϕ∆W +W∆W +
1

λ
|∇W |2 + αϕ̄+ αW̄ . (9)
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Здесь и далее ψ′ =
dψ(t)

dt
, ϕ′ =

dϕ(t)

dt
, ψ̄ = ψ(t̄) ≡ ψ(qt), φ̄ = φ(t̄) ≡ φ(qt), ϕ̄ = ϕ(t̄) ≡ ϕ(qt).

Напомним, что α = λβ. Так как WA(x), W (x) определяются формулами (7), то прямым

вычислением находим

|∇WA(x)|2 = (A2
x,x), ∆WA(x) = ∆W (x) = trA — след матрицы A,

|∇W (x)|2 = (A2
x,x) + 2(AB,x) + |B|2. (10)

Кроме того, с учетом запаздываний x̄ = px, t̄ = qt, имеем

W̄A = WA(x̄) =
p2

2
(Ax,x), W̄ =W (x̄) =

p2

2
(Ax,x) + p(B,x) + C. (11)

Далее, используя соотношения (10), (11), равенства (8), (9) запишем так

(ψ′ − trAψ2 − αp2ψ̄)(Ax,x) + φ′ =
2

λ
ψ2(A2

x,x) + trAψφ+ αφ̄, (12)

ϕ′ = trAϕ+ αϕ̄+
1

2
(Ax,x)(trA+ αp2) + (B,x)(trA + αp) +

+ C(trA+ α) +
1

λ
(A2

x,x) +
2

λ
(AB,x) +

1

λ
|B|2.

(13)

Таким образом, после подстановки анзацев (5), (6) в уравнение (3) и последующей редук-

ции мы пришли к соотношениям (12), (13), которые помимо искомых функций времени

содержат также множители и слагаемые с пространственными переменными. Теперь, при

определенных предположениях на числовую симметрическую матрицу A, постоянный век-

тор B ∈ R
n и константу C ∈ R, соберем и сгруппируем слагаемые так, чтобы можно

было в последних равенствах выделить отдельно выражения, содержащие только функции

времени и их производные. Справедливы следующие два утверждения.

Утверждение 1. Если ненулевая числовая симметрическая матрица A удовлетворяет мат-

ричному уравнению

A = 2σA2, (14)

где σ 6= 0 — константа разделения, то равенство (12) сводится к системе ФДУ типа

пантографа следующего вида:

ψ′(t) =

(

trA+
1

λσ

)

ψ2(t) + αp2ψ(qt), (15)

φ′(t) = trAψ(t)φ(t) + αφ(qt). (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом матричного равенства (14) формулу (12) можно запи-

сать как
[

σ(ψ′ − trAψ2 − αp2ψ̄)− 1

λ
ψ2

]

(A2
x,x) + φ′ − trAψφ− φ̄ = 0.

Так как по предположению числовая матрица A является ненулевой, то последнее равенство

обращается в ноль при выполнении соотношений (15), (16). �

Утверждение 2. Если ненулевая числовая симметрическая матрица A, вектор B ∈ R
n

и константа C ∈ R удовлетворяют системе алгебраических уравнений (САУ)

(trA+ αp2)A+
2

λ
A2 = 0, (trA+ αp)B+

2

λ
AB = 0, (trA+ α)C +

1

λ
|B|2 = 0, (17)

то равенство (13) сводится к линейному ФДУ типа пантографа следующего вида:

ϕ′(t) = trAϕ(t) + αϕ(qt). (18)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем выражение (13) как

ϕ′ − trAϕ− αϕ̄ =
1

2
(Ax,x)(trA + αp2) + (B,x)(trA+ αp) +

+ C(trA+ α) +
1

λ
(A2

x,x) +
2

λ
(AB,x) +

1

λ
|B|2.

(19)

Легко видеть, что с учетом соотношений (17) правая часть равенства (19) обращается

в ноль, в итоге получим ФДУ (18). �

Замечание 1. Если в уравнении (2) вместо V̄ = V (x̄, t̄), где x̄ = px, t̄ = qt, рассмотреть

функцию с переменным запаздыванием по времени вида V̄ = V
(

px, t − τ(t)
)

, где τ(t) —

некоторая непрерывная ограниченная функция, то приведенная выше редукция и утвер-

ждения 1, 2 останутся справедливыми, только вместо равенств (15), (16), (18) получим

следующие ФДУ:

ψ′(t) =

(

trA+
1

λσ

)

ψ2(t) + αp2ψ
(

t− τ(t)
)

, φ′(t) = trAψ(t)φ(t) + αφ
(

t− τ(t)
)

,

ϕ′(t) = trAϕ(t) + αϕ
(

t− τ(τ)
)

.

Таким образом, построение точных многомерных решений уравнения (3) с помощью ан-

зацев (5), (6) свелось к интегрированию ФДУ с запаздыванием типа пантографа (15), (16),

(18), разрешимости матричного уравнения (14) и САУ (17). Отметим, что ранее матричное

уравнение (14) уже изучалось авторами в [10, 11] при исследовании и построении точных

многомерных решений нелинейной системы уравнений реакции–диффузии с использова-

нием конструкции (7). Решением этого уравнения является матрица

A =
1

2σ
SEmS

T , (20)

где Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным образом располо-

жены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n − m нулей, S — произвольная ортогональная матрица.

При этом след матрицы (20) задается соотношением

trA =
m

2σ
, m 6 n, n ∈ N, n > 2. (21)

Рассмотрим теперь разрешимость матричного уравнения (17). Отметим, что оно всегда име-

ет тривиальное решение A = 0. Поэтому далее будем рассматривать только нетривиальные

решения этого уравнения, в предположении что trA+ αp2 6= 0. В противном случае, полу-

чим матричное уравнение A2 = 0, которое в классе симметричных матриц имеет решением

только вещественную матрицу A = 0.

Утверждение 3. Пусть λ 6= − 2

m
, Em — диагональная матрица, у которой на диагонали

произвольным образом расположеныm ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m нулей. Тогда матрица

A = νSEmS
T , ν = − αλp2

λm+ 2
, (22)

где S — произвольная ортогональная матрица, является решением матричного уравне-

ния (17).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. След матрицы A определяемой по формуле (22) имеет вид trA =

= mν ≡ −αλp2m

λm+ 2
. С учетом этого соотношения матричное уравнение (17) перепишет-

ся как ν A = A2. Легко проверить, что решением этого матричного уравнения является

A = ν P , где P — произвольная идемпотентная матрица, то есть матрица, удовлетворя-

ющая равенству P 2 = P . Известно [16, с. 196], что любую идемпотентную матрицу P
можно записать как P =MEmM

−1, где M — некоторая невырожденная матрица порядка n,

Em — диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным образом расположены

m ∈ {1, . . . , n} единиц и n −m нулей; Em также является идемпотентной: E2
m = Em. По-

скольку нас интересуют только симметрические матрицы A, то идемпотентные матрицы P
мы должны взять также симметрическими, то есть P = SEmS

T , где S — произвольная

ортогональная матрица. Отсюда получим окончательный вид матрицы A, определяемой

формулой (22). Утверждение доказано. �

Векторное уравнение (17) представляет собой систему n линейных однородных алгеб-

раических уравнений относительно компонент b1, . . . , bn искомого вектора B. Для каждой

фиксированной матрицы A вида (22) с rankA = m < n, в предположении trA + αp 6= 0,
всегда существует нетривиальное решение линейной однородной системы. В случае когда

rankA = m = n, то есть при Em ≡ E, линейная однородная система уравнений име-

ет решение — произвольный вектор B ∈ R
n. После того как последовательно найдены

решения матричного и векторного уравнений, постоянная C определяется из скалярного

уравнения (17) единственным образом.

Таким образом, мы пришли к справедливости следующих результатов.

Теорема 1. Если матрица A задается формулой (20), а функции ψ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

,

φ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

удовлетворяют системе ФДУ (15), (16), то функция

V (x, t) =
[

ψ(t)WA(x) + φ(t)
]1/λ

, (23)

где квадратичная функция WA(x) определяется формулой (7), является точным многомер-

ным решением уравнения (2).

Теорема 2. Если матрица A задается формулой (22), вектор B и константа C опреде-

ляются из САУ (17), а функция ϕ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

удовлетворяет линейному ФДУ (18),

то функция

V (x, t) =
[

ϕ(t) +W (x)
]1/λ

, (24)

где квадратичная функция W (x) определяется формулой (7), является точным многомер-

ным решением уравнения (2).

Справедливость этих теорем следует из проведенной в начале этого раздела редукции

и утверждений 1, 2. Отметим, что пространственная структура решений (23), (24) с много-

мерной конструкцией (7) определяется рангом матрицы A. Если rankA = m = 1, то имеем

«псевдомногомерные» точные решения, то есть решения с линейной комбинацией про-

странственных переменных. Если 1 < rankA = m < n, то получим анизотропные по про-

странственным переменным точные решения уравнения (3). Наконец, если rankA = m = n,

то имеем радиально-симметричные по пространственным переменным точные решения.

Пример 1. Применяя теорему 2, построим точные анизотропные по пространственным пе-

ременным и радиально-симметричные решения уравнения (2) в трехмерном координатном
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пространстве n = 3. Для этого нам понадобится решение ФДУ (18), которое, как нетрудно

убедиться, определяется степенным рядом

ϕ(t) = t0

∞
∑

k=0

Tk
k!
tk, (25)

где t0 6= 0 — произвольная постоянная, а константы Tk задаются соотношениями

Tk =
k−1
∏

j=0

(trA + αqj), trA + αqj 6= 0.

Если для некоторого фиксированного конечного k потребовать выполнение равенства

trA+ αqk = 0, (26)

то из формулы (25) получим решение ФДУ (18) в виде многочлена по переменной t степе-

ни k

ϕk(t) = t0

k
∑

i=0

1

i!
ti

i−1
∏

j=0

(trA+ αqj). (27)

C учетом соотношения (26) из утверждения 3 следует, что решение матричного уравне-

ния (17), определяемое формулой (22), имеет место при

qk =
λp2m

λm+ 2
, λ 6= − 2

m
, m ∈ {1, 2, . . . , n}. (28)

Далее, в этом примере, чтобы избежать громоздкости в записи формул точных решений,

положим k = 1. В этом частном случае равенства (26) и (28) запишутся как

trA+ αq = 0, q =
λp2m

λm+ 2
, (29)

а из формулы (27) получим частное точное решение ФДУ (18) вида

ϕ1(t) =
(

α(1− q)t+ 1
)

t0, (30)

где t0 6= 0 — произвольная постоянная. В случае n = 3 ортогональную матрицу S выберем

в виде

S =

















43

60
−
√
70

60
−41

60

− 1

60

7
√
70

60
−13

60√
70

12

1

6

√
70

12

















.

Матрицы Em возьмем трех возможных рангов: m = 1, m = 2 и m = 3. Тогда решениями

матричного уравнения (17) по формуле (22) будут следующие матрицы

A1 =
βλ2p2

λ+ 2

















−1849

3600

43

3600
−43

√
70

720
43

3600
− 1

3600

70

720

−43
√
70

720

70

720
− 35

720

















, λ 6= −2,
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A2 = −βλ
2p2

λ+ 1

















353

720

49

720

√
70

720
49

720

17

720
−7

√
70

720√
70

720
−7

√
70

720

35

72

















, λ 6= −1,

A3 = − βλ2p2

3λ + 2





1 0 0
0 1 0
0 0 1



, λ 6= 1, λ 6= −2/3.

Заметим, что в случае p = q первое равенство (29) запишется как trA+ αp = 0 и, следова-

тельно, векторное уравнение (17) имеет только тривиальное решение. Если к тому же p 6= 1,
то скалярное уравнение (17) также будет иметь только тривиальное решение C = 0. По-

этому далее, в этом примере, будем считать выполненным неравенство p 6= q. Для мат-

рицы A1 решения векторного уравнения (17), соответственно скалярного уравнения (17),

будут различными в зависимости от следующих случаев: p — любое из интервала (0; 1)
и p = (λ+ 2)/λ, λ ∈ (−∞;−2). В итоге, для матрицы A1 ранга m = 1 получим следующие

точные решения уравнения (2) для показателя степени λ 6= −2 и параметра запаздывания

q = λp2/(λ+ 2):

V11(x, y, z, t) =

[

(

βλ

(

1− λp2

λ+ 2

)

t+ 1

)

t0 +
λ2p2

(λ+ 2)
Φ1

]1/λ

, 0 < p < 1,

V12(x, y, z, t) =
[

(1− 2βt)t0 + (λ+ 2)Φ1 + Φ2

]1/λ
, p =

λ+ 2

λ
, λ ∈ (−∞;−2),

где введены обозначения

Φ1(x, y, z) = − β

7200
(43x− y + 5

√
70z)2,

Φ2(x, y, z) =

(

b1
43

− 5
√
70 b2
43

)

x+ b1y + b2z +
1850 b21 − 10

√
70 b1b2 + 3599 b22

3698 βλ
.

Здесь β 6= 0, t0 6= 0, b1, b2 — произвольные постоянные. Точные решения V11(x, y, z, t),
V12(x, y, z, t) являются «псевдомногомерными», так как зависят от линейных комбинаций

независимых переменных. Для матрицы A2 решения векторного уравнения (17), соответ-

ственно скалярного уравнения (17), будут различными в зависимости от следующих слу-

чаев: p — любое из интервала (0; 1) и p = (λ + 1)/λ, λ ∈ (−∞;−1). В итоге, для мат-

рицы A2 ранга m = 2 получим следующие точные анизотропные по пространственным

переменным решения уравнения (2) для показателя степени λ 6= −1 и параметра запазды-

вания q = λp2/(λ+ 1):

V21(x, y, z, t) =

[

βλ

(

1− λp2

λ+ 1

)

t0t+ t0 +
λ2p2

(λ+ 1)
F1

]1/λ

, 0 < p < 1,

V22(x, y, z, t) =
[

(1− βt)t0 + (λ+ 1)F1 + F2

]1/λ
, p =

λ+ 1

λ
, λ ∈ (−∞;−1),

где введены обозначения

F1(x, y, z) = − β

1440
(353x2 + 17y2 + 350z2 + 98xy + 2

√
70xz − 14

√
70 yz),

F2(x, y, z) = −
(
√
70

10
x− 7

√
70

10
y − z

)

b1 +
36 b21
βλ

.
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Здесь β 6= 0, t0 6= 0, b1, b2 — произвольные постоянные. Для матрицы A3 ранга m = 3
получим точное радиально-симметричное решение уравнения (2) для показателя степе-

ни λ 6= −2/3 и параметра запаздывания q = 3λp2/(3λ+ 2) следующего вида

V3(x, y, z, t) =

[

βλ

(

1− 3λp2

3λ+ 2

)

t0t+ t0 −
βλ2p2

2(3λ+ 2)
(x2 + y2 + z2)

]1/λ

, 0 < p < 1,

где β 6= 0, t0 6= 0 — произвольные постоянные.

В следующих двух примерах нам понадобятся точные решения ФДУ (15), которое с уче-

том формулы для следа матрицы A запишется как

ψ′(t) =
1

σ

(

m

2
+

1

λ

)

ψ2(t) + αp2ψ(qt). (31)

При отыскании точных решений ФДУ (31) мы должны рассмотреть два случая: λ = −2/m
и λ 6= −2/m. Напомним также, что параметры α и β связаны равенством α = λβ.

Пример 2. Пусть λ = −2/m, m ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N, n > 2, тогда уравнение (2) примет вид

Vt = ∇ · (V −
2
m∇V ) + βV

m+2
m V̄ −

2
m , V = V (x, t), V̄ = V (px, qt), (32)

Точные решения этого уравнения будем отыскивать в виде

V (x, t) =
[

ψ(t)WA(x)
]

−m/2
, x ∈ R

n, (33)

где функция ψ(t) ∈ C1
(

[0,+∞)
)

удовлетворяет следующему линейному ФДУ с перемен-

ным запаздыванием

ψ′(t) +
2βp2

m
ψ(qt) = 0, (34)

a функция WA(x) определяется выражением (7), в которой матрица A имеет вид (20),

а ее след trA задается соотношением (21). Уравнение (34) получается из ФДУ (31)

при λ = −2/m и α = λβ. Нетрудно убедиться, что решение ФДУ (34) задается формулой

ψ(t) = t0

(

1 +

∞
∑

k=1

ckt
k

)

, ck =
2k(−β)kp2k

mkk!
qTk−1 , (35)

где t0 6= 0 — произвольная постоянная, а Tk−1 = (k − 1)k/2 — так называемые треугольные

числа [17], которые образуют бесконечную возрастающую последовательность вида

0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, . . . .

Приведем анизотропное по пространственным переменным (m = 2) и радиально-симмет-

ричное (m = 3), точные решения уравнения (32) в трехмерном координатном пространстве.

Пусть m = 3, тогда уравнение (32) с λ = −2/3 вида

Vt =
∂

∂x

(

V −2/3∂V

∂x

)

+
∂

∂y

(

V −2/3∂V

∂y

)

+
∂

∂z

(

V −2/3∂V

∂z

)

+ βV 5/3V̄ −2/3,

имеет точное радиально-симметричное решение

V (x, y, z, t) =

[

t0
4σ

(

1 +
∞
∑

k=1

2k(−β)kp2k
3kk!

qTk−1tk
)

(x2 + y2 + z2)

]

−3/2

. (36)
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Пусть теперь m = 2, тогда λ = −1 и уравнение (32) можно записать как

Vt =

(

∂2

∂x2
·+ ∂2

∂y2
·+ ∂2

∂z2
·
)

lnV + βV 2V̄ −1.

Это уравнение имеет точное анизотропное по пространственным переменным решение

V (x, y, z, t) =

[

t0
14400 σ

(

1 +
∞
∑

k=1

(−β)kp2k
k!

qTk−1tk
)

W (x, y, z)

]

−1

, (37)

где

W (x, y, z) = 1919 x2 + 3431 y2 + 1850 z2 − 1066 xy + 410
√
70xz + 130

√
70 yz.

В формулах точных решений (36), (37) t0 6= 0, σ 6= 0 — произвольные постоянные.

Пример 3. Пусть λ 6= −2/m, тогда решение ФДУ (31), исходя из его структуры, будем

отыскивать в виде

ψ(t) =
a

t
+ b0 +

∞
∑

k=1

bkt
k, (38)

где a, bj , j = 0, 1, . . . , — константы, подлежащие определению. После подстановки (38)

в уравнение (31), полагая

a = − 2λσ

λm+ 2
, b0 = − λσ

λm+ 2

αp2

q
,

легко выписать формулы для коэффициентов ряда bj , j = 1, 2, . . . ,

b1 = (1− 2q)
α2p4λσ

6q2(λm+ 2)
, b2 = (1− 2q)

α3p6λσ

24q3(λm+ 2)
(q2 − 1),

b3 = −(1 − 2q)
α4p8λσ

360q4(λm+ 2)

(

4− 2q − 3q2 − 3q3 + 3q5
)

, . . . .

Заметим, что все коэффициенты bj , j = 1, 2, . . . , содержат множитель 1− 2q, при равенстве

нулю которого получим ψ(t) = b0 + a/t. Итак, пусть q = 1/2, тогда функция

ψ1(t) = − 2λσ

(λm+ 2)

(

1

t
+ αp2

)

(39)

является частным точным решением уравнения (31). С учетом функции ψ1(t) точное реше-

ние линейного ФДУ (16) будем отыскивать в виде следующего ряда

φ(t) =
∞
∑

k=1

Tkt
k. (40)

После подстановки (40) в ФДУ (16) и элементарных преобразований придем к следующему

равенству

2(λm+ 1)

λm+ 2
T1 +

∞
∑

j=1

[

α

(

λmp2

λm+ 2
− 1

2j

)

Tj +
(j + 2)λm+ 2(j + 1)

λm+ 2
Tj+1

]

tj = 0. (41)
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Для выполнения этого равенства необходимо, чтобы первое слагаемое обращалось в ноль.

При этом возможны два варианта: λm+1 = 0 или T1 = 0. Пусть λ = −1/m и T1 6= 0, тогда

для определения коэффициентов получим следующую рекуррентную формулу

Tj+1 =
α

j

(

p2 +
1

2j

)

Tj , j = 1, 2, . . . ,

или

Tk =
αk−1

(k − 1)!
T1

k−1
∏

j=1

(

p2 +
1

2j

)

, k = 2, 3, . . . .

В этом случае решение ФДУ (16) по формуле (40) имеет вид

φ1(t) = T1

∞
∑

k=1

αk−1

(k − 1)!
tk

k−1
∏

j=1

(

p2 +
1

2j

)

.

Пусть теперь T1 = 0 и λ 6= −1/m, тогда равенство (41) сократится и запишется как

3λm+ 4

λm+ 2
T2t +

∞
∑

j=2

[

α

(

λmp2

λm+ 2
− 1

2j

)

Tj +
(j + 2)λm+ 2(j + 1)

λm+ 2
Tj+1

]

tj = 0.

Здесь также возможны два варианта: 3λm+4 или T2 = 0. Пусть λ = −4/(3m) и T2 6= 0, тогда

для определения оставшихся коэффициентов получим следующую рекуррентную формулу

Tj+1 =
α

j − 1

(

2p2 +
1

2j

)

Tj, j = 2, 3, . . . ,

или

Tk =
αk−2

(k − 2)!
T2

k−1
∏

j=2

(

2p2 +
1

2j

)

, k = 3, 4, . . . .

При этом формула (40) запишется как

φ2(t) = T2

∞
∑

k=2

αk−2

(k − 2)!
tk

k−1
∏

j=2

(

2p2 +
1

2j

)

.

Здесь, для сходимости этого ряда достаточно потребовать условие p < 1/
√
2. Продолжая

аналогичные рассуждения, на i-м шаге для λ = −2i/((i + 1)m) получим рекуррентную

формулу

Tj+1 =
α

j − i+ 1

(

ip2 +
1

2j

)

Tj ,

или

Tk =
αk−i

k−1
∏

j=i

(j − i+ 1)

Ti

k−1
∏

j=i

(

ip2 +
1

2j

)

, k = i+ 1, i+ 2, . . . .

причем T1 = T2 = . . . = Ti−1 = 0, а Ti 6= 0. В этом случае при p < 1/
√
i решение

линейного ФДУ (16) в виде сходящегося степенного ряда задается формулой

φi(t) = Ti

∞
∑

k=i

αk−i tk

k−1
∏

j=i

(j − i+ 1)

k−1
∏

j=i

(

ip2 +
1

2j

)

. (42)
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Таким образом, по теореме 1 на каждом i-м шаге мы получим решения соответствую-

щего (i,m)-параметрического семейства нелинейных ДУЧП вида (2) с показателями степе-

ни λ = −2i/((i+ 1)m), m ∈ {1, 2, . . . , n}. Так для φi(t), заданных формулами (42), по тео-

реме 1 функции вида

Vi(x, t) =

[

1

2m

(

1

t
− βp2

m

)

(SEmS
T
x,x) + φi(t)

]

−
(i+1)m

2i

,

являются точными решениями, соответственно, следующих уравнений

Vt = ∇ · (V −
2i

(i+1)m∇V ) + βV 1+ 2i
(i+1)m V̄

−
(i+1)m

2i
i , (i,m) ∈ N.

Здесь V̄i = V̄i

(

pix,
1

2
t

)

, pi < 1/
√
i. Как видно, решения в виде степенных рядов (40) линей-

ного ФДУ (16) с заданной функцией ψ1(t) вида (39) имеют место только для отрицательных

показателей степени λ, которые задаются формулой

λ = − 2i

(i+ 1)m
, (i,m) ∈ N.

При этом функция ψ1(t) найдена для любого λ 6= −2/m. Поэтому в случае φ(t) ≡ 0 мы по-

лучим точные решения ДУЧП (2) в том числе и для положительных λ. Например, нетрудно

убедиться, что в трехмерном координатном пространстве нелинейное ДУЧП вида

Vt =
∂

∂x

(

V λ∂V

∂x

)

+
∂

∂y

(

V λ∂V

∂y

)

+
∂

∂z

(

V λ∂V

∂z

)

+ β V 1−λV̄ λ,

V = V (x, y, z, t), V̄ = V̄
(

px, py, pz,
1

2
t
)

,

по теореме 1 имеет частные точные решения

V1(x, y, z, t) =

[

− λ

7200(λ+ 2)

(

1

t
+ λβp2

)

(43x− y + 5
√
70z)2

]1/λ

, λ 6= −2,

V2(x, y, z, t) =

[

λ

14400(λ+ 1)

(

1

t
+ λβp2

)

W (x, y, z)

]1/λ

, λ 6= −1,

V3(x, y, z, t) =

[

− λ

2(3λ+ 2)

(

1

t
+ λβp2

)

(x2 + y2 + z2)

]1/λ

, λ 6= −2

3
,

где функция W (x, y, z) задается формулой

W (x, y, z) = 1751 x2 + 3599 y2 + 1850 z2 + 86 xy − 430
√
70xz + 10

√
70 yz.

Решение V1 получено для случаяm = 1 и является «псевдомногомерным», так как содержит

линейную комбинацию пространственных переменных. Решение V2 получено для случая

m = 2 и является анизотропным по пространственным переменным. Решение V3 получено

для случая m = 3 и является радиально-симметричным.
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Заключение

В статье построены многомерные точные решения нелинейного уравнения в част-

ных производных типа пантографа с переменным запаздыванием, которое помимо ис-

комой функции V (x, t), содержат также функцию с растяжением независимых перемен-

ных V (px, qt). Полученные результаты могут иметь не только теоретическое, но и приклад-

ное значение, поскольку их можно использовать для тестирования, настройки и адаптации

численных методов и алгоритмов построения приближенных решений начально-краевых

задач для нелинейных уравнений в частных производных (2), (3) большой размерности.
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