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В статье изучается существование положительных решений на отрезке [0, 1] двухточечной крае-

вой задачи для одного нелинейного функционально-дифференциального уравнения третьего порядка

с интегральным граничным условием на одном из концов отрезка. С помощью теоремы Го–Красно-

сельского о неподвижной точке, с использованием некоторых свойств функции Грина соответству-

ющего дифференциального оператора, получены достаточные условия существования по меньшей

мере одного положительного решения рассматриваемой задачи. Приведен пример, иллюстрирую-

щий полученные результаты.
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Введение

Краевым задачам для нелинейных дифференциальных уравнений посвящено достаточ-

но большое количество работ, в которых рассматриваются вопросы существования положи-

тельных решений, их поведения, асимптотики и так далее, причем естественным орудием

исследования являются методы функционального анализа, основанные на использовании

полуупорядоченных пространств, теория которых связана с именами Ф. Рисса, М. Г. Крей-

на, Л. В. Канторовича, Г. Фрейденталя, Г. Биркгофа и др. В последующем методы исследова-

ния положительных решений операторных уравнений были развиты М. А. Красносельским

и его учениками Л. А. Ладыженским, И. А. Бахтиным, В. Я. Стеценко, Ю. В. Покорным и др.

Дифференциальные уравнения третьего порядка возникают в различных областях при-

кладной математики и физики, например при отклонении изогнутой балки с постоянным

или переменным поперечным сечением, трехслойной балки, колебаний электромагнитных

волн или гравитационных потоков и так далее. В последнее время вопросы краевых задач

для нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка привлекли широкое вни-

мание исследователей, однако работ, в которых рассматриваются положительные решения

краевых задач, относительно немного (см., например, [1–6]). Приведем небольшой обзор

работ, наиболее близких к результатам настоящей статьи.

В [7] с помощью теоремы Го–Красносельского о неподвижной точке были установлены

достаточные условия существования монотонного положительного решения краевой задачи

x′′′(t) + f
(

t, x(t), x′(t)
)

= 0, 0 < t < 1,

x(0) = x′(0) = 0,

x′(1) =

∫ 1

0

g(t)x′(t) dt.

https://doi.org/10.35634/vm240301
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С помощью теоремы о неподвижной точке в конусе и нелокальной функции Грина в [8]

было доказано существование хотя бы одного положительного решения задачи

x′′′(t) + f
(

t, x(t), x′(t)
)

= 0, 0 < t < 1,

x(0) = x′′(0) = 0,

x(1) =

∫ 1

0

g(t)x(t) dt.

В [9] на основе теоремы Го–Красносельского были получены критерии существования

положительного решения задачи

x′′′(t) + f
(

x(t)
)

= 0, 0 < t < 1,

x′(0) = x′(1) = 0,

x(0) = α

∫ η

0

x(t) dt,

где α > 0, η ∈ (0, 1).
Большой вклад непосредственно в развитие теории функционально-дифференциальных

уравнений и их приложений был внесен профессорами Н. В. Азбелевым, В. П. Максимо-

вым, Л. Ф. Рахматуллиной, П. М. Симоновым, Е. С. Жуковским и другими представите-

лями Пермской математической школы. Большая часть результатов по краевым задачам

для функционально-дифференциальных уравнений нашла свое воплощение в трудах Перм-

ского математического семинара и опубликована в сводной монографии [11]. В предла-

гаемой статье с помощью известной теоремы Го–Красносельского получены достаточные

условия существования по меньшей мере одного положительного решения краевой задачи

с интегральным граничным условием на одном из концов отрезка исследования для одного

нелинейного функционально-дифференциального уравнения третьего порядка.

§ 1. Основные обозначения и определения

В работе использованы следующие обозначения пространств: C — пространство непре-

рывных на отрезке [0, 1] функций и Lp (1 < p < ∞) — пространство суммируемых на [0, 1]
со степенью p ∈ (1,∞) функций.

Рассмотрим краевую задачу

x′′′(t) + f
(

t, (Tx)(t)
)

= 0, 0 < t < 1, (1.1)

x(0) = x′(0) = 0, (1.2)

x′′(1) =

∫ 1

0

g(t)x′′(t) dt, (1.3)

где T : C → Lp — линейный положительный [13, с. 59] непрерывный оператор, g(t) — неот-

рицательная суммируемая на [0, 1] функция такая, что
∫ 1

0
g(t) dt < 1, f(t, u) неотрицательна

на [0, 1]× [0,∞), удовлетворяет условию Каратеодори и f(·, 0) ≡ 0.

Определение 1.1. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем подразумевать

функцию x(t) с абсолютно непрерывной второй производной, положительную в интерва-

ле (0, 1), удовлетворяющую почти всюду на указанном интервале уравнению (1.1) и крае-

вым условиям (1.2)–(1.3).
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Лемма 1.1. Пусть h ∈ C. Тогда линейная краевая задача

x′′′(t) = −h(t), 0 < t < 1, (1.4)

x(0) = x′(0) = 0, (1.5)

x′′(1) =

∫ 1

0

g(t)x′′(t) dt, (1.6)

имеет единственное решение

x(t) =

∫ 1

0

[

G0(t, s) +
t2

2(1− µ)

∫ 1

0

G1(τ, s)g(τ) dτ

]

h(s) ds, 0 6 t 6 1,

где

G0(t, s) =
1

2

{

(2t− s)s, 0 6 s 6 t,

t2, t 6 s 6 1,
G1(t, s) =

{

0, 0 6 s 6 t,

1, t 6 s 6 1,
µ =

∫ 1

0

g(t) dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проинтегрировав последовательно (1.4), получим

x′′(t) = −
∫ t

0

h(s) ds+ C0,

x′(t) = −
∫ t

0

(t− s)h(s) ds+ C0t+ C1,

x(t) = −1

2

∫ t

0

(t− s)2h(s) ds+
1

2
C0t

2 + C1t+ C2.

С учетом граничных условий (1.5) и (1.6) получим C1 = C2 = 0 и

C0 =

∫ 1

0

h(s) ds+ x′′(1).

Затем

x(t) = −1

2

∫ t

0

(t− s)2h(s) ds+
t2

2

∫ 1

0

h(s) ds+
t2

2
x′′(1) =

= −1

2

∫ t

0

(t− s)2h(s) ds+
t2

2

∫ t

0

h(s) ds+
t2

2

∫ 1

t

h(s) ds+
t2

2
x′′(1) =

=
1

2

∫ t

0

[

t2 − (t− s)2
]

h(s) ds+
t2

2

∫ 1

t

h(s) ds+
t2

2
x′′(1) =

=
1

2

∫ t

0

(2t− s)sh(s) ds+
t2

2

∫ 1

t

h(s) ds+
t2

2
x′′(1) =

=

∫ 1

0

G0(t, s)h(s) ds+
t2

2
x′′(1).

Итак,

x(t) =

∫ 1

0

G0(t, s)h(s) ds+
t2

2
x′′(1). (1.7)

Дважды продифференцировав (1.7), далее умножив его на g(t) и проинтегрировав ко-

нечный результат на [0, 1], получим

x′′(1) =

∫ 1

0

g(τ)

(
∫ 1

0

G1(τ, s)h(s) ds

)

dτ + x′′(1)

∫ 1

0

g(τ) dτ.
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Отсюда имеем

x′′(1) =
1

1− µ

∫ 1

0

g(τ)

(
∫ 1

0

G1(τ, s)h(s) ds

)

dτ.

Подстановка этого выражения в (1.7) приводит нас к искомому соотношению. �

Нетрудно видеть, что в квадрате [0, 1]× [0, 1] имеют место следующие соотношения:

t2

2
(2− s)s 6 G0(t, s) 6

1

2
(2− s)s (1.8)

и

0 6 G1(t, s) 6 1. (1.9)

Допустим, что при почти всех t ∈ [0, 1] и u > 0 функция f(t, u) удовлетворяет условию

f(t, u) 6 bup/q, (1.10)

где b > 0, q ∈ (1,∞). Это неравенство обеспечивает непрерывное действие оператора

Немыцкого [12, с. 20] N : Lp → Lq, определяемого соотношением (Nu)(t) = f
(

t, u(t)
)

для

каждого u ∈ Lp.

Определим оператор A равенством

(Ax)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f
(

s, (Tx)(s)
)

ds,

где

G(t, s) = G0(t, s) +
t2

2(1− µ)

∫ 1

0

G1(τ, s)g(τ) dτ.

Несложно заметить, что оператор A непрерывно действует на подмножестве неотрицатель-

ных функций пространства C, поскольку представляет собой суперпозицию непрерывных

операторов

A = GNT,

где G : Lq → C — оператор Грина с непрерывным ядром G(t, s).
Определим конус K

K =
{

x ∈ C : x(t) > ψ(t)‖x‖C, t ∈ [0, 1]
}

,

где ψ(t) = t2.

Лемма 1.2. Оператор A : K → K вполне непрерывен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, установим инвариантность конуса K относительно

оператора A. Действительно, в силу (1.8), (1.9) при x ∈ K имеем (Ax)(t) > 0 на [0, 1].
Кроме того, отсюда следует, что

‖Ax‖C 6
1

2

∫ 1

0

[

(2− s)s+
1

1− µ

∫ 1

0

G1(τ, s)g(τ) dτ

]

f
(

s, (Tx)(s)
)

ds.

С другой стороны

(Ax)(t) >
t2

2

∫ 1

0

[

(2−s)s+ 1

1− µ

∫ 1

0

G1(τ, s)g(τ) dτ

]

f
(

s, (Tx)(s)
)

ds > t2‖Ax‖C, t ∈ [0, 1].

Отсюда следует, что A(K) ⊂ K.
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Далее, предположим, что D ⊂ K — ограниченное множество. Тогда существует чис-

ло M1 > 0 такое, что ‖x‖C 6 M1 для любого x ∈ D. Докажем, что sup
y∈A(D)

‖y‖C < ∞, где

y = Ax. Действительно, в силу (1.8), (1.9), (1.10) и неравенства Гёльдера имеем

sup
y∈A(D)

‖y‖C 6
b

2

∫ 1

0

[

(2− s)s+
1

1− µ

∫ 1

0

G1(τ, s)g(τ) dτ

]

(Tx)
p

q (s) ds 6

6
b

2

∫ 1

0

(

1 +
µ

1− µ

)

(Tx)
p

q (s) ds 6
b

2(1− µ)

∫ 1

0

(Tx)
p

q (s) ds 6

6
b

2(1− µ)
‖Tx‖

p

q

Lp
6

bτ
p

q

2(1− µ)
‖x‖

p

q

C
6

bτ
p

q

2(1− µ)
M

p

q

1 , t ∈ [0, 1],

где τ — норма оператора T .

Покажем теперь, что для любого ε > 0 найдется число δ > 0, что для всех y ∈ A(D)
и таких t1, t2 ∈ [0, 1], что |t2 − t1| < δ выполнено

∣

∣y(t1)− y(t2)
∣

∣ < ε. В силу (1.4), (1.5), (1.6)

имеем

∣

∣y(t1)− y(t2)
∣

∣ =
∣

∣(Ax)(t1)− (Ax)(t2)
∣

∣ 6

6

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[

G0(t1, s)−G0(t2, s) +
t21 − t22
2(1− µ)

∫ 1

0

G1(τ, s)g(τ) dτ

]

f
(

s, (Tx)(s)
)

ds

∣

∣

∣

∣

∣

<

<

∫ 1

0

(

δ +
2δµ

2(1− µ)

)

f
(

s, (Tx)(s)
)

ds 6
bδ

1− µ

∫ 1

0

(Tx)
p

q (s) ds 6
b(τM1)

p

q

1− µ
δ.

Взяв для любого ε > 0

δ =
1− µ

b(τM1)
p

q

ε,

обеспечим равностепенную непрерывность A(D). Из теоремы Арцела–Асколи следует

компактность оператора A. Непрерывность A была ранее указана. Следовательно, опера-

тор A : K → K вполне непрерывен. �

Для доказательства существования по крайней мере одного положительного решения

задачи (1.1)–(1.3) воспользуемся следующей известной теоремой Го–Красносельского [10].

Теорема 1.1. Пусть X — банахово пространство и P ⊂ X — конус в X . Предположим,

что Ω1,Ω2 — открытые подмножества в X с 0 ∈ Ω1 ⊂ Ω2 и A : P → P — вполне

непрерывный оператор такой, что

(i) ‖Au‖ 6 ‖u‖ ∀u ∈ P ∩ ∂Ω1 и ‖Au‖ > ‖u‖ ∀u ∈ P ∩ ∂Ω2,

или

(ii) ‖Au‖ > ‖u‖ ∀u ∈ P ∩ ∂Ω1 и ‖Au‖ 6 ‖u‖ ∀u ∈ P ∩ ∂Ω2.

Тогда A имеет неподвижную точку в P ∩ (Ω2\Ω1).

Положим:

Ω1 =
{

u ∈ C : ‖u‖C < r
}

, Ω2 =
{

u ∈ C : ‖u‖C < R
}

,

∂Ω1 =
{

u ∈ C : ‖u‖C = r
}

, ∂Ω2 =
{

u ∈ C : ‖u‖C = R
}

,

Ω = Ω2\Ω1,

где r, R > 0, причем r < R.
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Теорема 1.2. Предположим, что 1 < p
q
<∞, и вместе с (1.10) для всех u > 0 и п. в. t ∈ [0, 1]

выполнено условие

f(t, u) > a(t)up/q, (1.11)

где a(t) — неотрицательная суммируемая на [0, 1] функция. Кроме того, пусть

1− µ

‖ϕ‖L
q′
(1− µ) + µ

<
bτ

p

q

∫ 1

0
ϕ(s)a(s)(Tψ)

p

q (s) ds
, (1.12)

где ϕ(t) = 2t− t2, τ — норма оператора T , 1
q′
+ 1

q
= 1.

Тогда краевая задача (1.1)–(1.3) имеет по крайней мере одно положительное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем вначале существование числа r > 0 такого, что при

x ∈ K ∩ ∂Ω1

‖Ax‖C 6 ‖x‖C. (1.13)

Действительно, в силу (1.10) и оценок (1.8), (1.9), воспользовавшись неравенством Гёльде-

ра, для x ∈ K ∩ ∂Ω1 имеем

(Ax)(t) =

∫ 1

0

G0(t, s)f
(

s, (Tx)(s)
)

ds+
t2

2(1− µ)

∫ 1

0

g(τ)

[
∫ 1

0

G1(τ, s)f
(

s, (Tx)(s)
)

ds

]

dτ 6

6
b

2

∫ 1

0

(2s− s2)(Tx)
p

q (s) ds+
bµ

2(1− µ)

∫ 1

0

(Tx)
p

q (s) ds 6

6
b

2
‖ϕ‖L

q′
‖Tx‖

p

q

Lp
+

bµ

2(1− µ)
‖Tx‖

p

q

Lp
6

(

b

2
‖ϕ‖L

q′
+

bµ

2(1− µ)

)

τ
p

q ‖x‖
p

q

C
=

=

(

b

2
‖ϕ‖L

q′
+

bµ

2(1− µ)

)

τ
p

q ‖x‖
p

q
−1

C
‖x‖C =

b‖ϕ‖L
q′
(1− µ) + bµ

2(1− µ)
τ

p

q r
p

q
−1‖x‖C.

Взяв в качестве r любое положительное число, такое что

r 6

(

2(1− µ)
(

b‖ϕ‖L
q′
(1− µ) + bµ

)

τ
p

q

)
q

p−q

,

легко видеть выполнение условия (1.13).

Найдем теперь такое число R > 0, что при x ∈ K ∩ ∂Ω2

‖Ax‖C > ‖x‖C. (1.14)

В силу (1.11), (1.8) и (1.9) для x ∈ K ∩ ∂Ω2 имеем

(Ax)(t) =

∫ 1

0

G0(t, s)f
(

s, (Tx)(s)
)

ds+
t2

2(1− µ)

∫ 1

0

g(τ)

[
∫ 1

0

G1(τ, s)f(s, (Tx)(s)
)

ds

]

dτ >

>
t2

2

∫ 1

0

ϕ(s)a(s)(Tx)
p

q (s) ds >
t2

2

∫ 1

0

ϕ(s)a(s)(Tψ)
p

q (s) ds · ‖x‖
p

q

C
=

=
t2

2

∫ 1

0

ϕ(s)a(s)(Tψ)
p

q (s) ds · R
p

q
−1‖x‖C.

Положив R >









2
∫ 1

0

ϕ(s)a(s)(Tψ)
p

q (s) ds









q

p−q

и пронормировав обе части приведенного

выше неравенства, получим соотношение (1.14).
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С учетом (1.12) условие (i) теоремы 1.1 выполнено. Следовательно, вполне непре-

рывный оператор A имеет по крайней мере одну неподвижную точку в K ∩ Ω такую,

что r 6 ‖x‖C 6 R. В свою очередь в силу леммы 1.1 это равносильно существованию

по меньшей одного положительного решения краевой задачи (1.1)–(1.3). �

Замечание 1.1. В случае 0 < p
q
< 1 аналогичным образом устанавливается выполнение

условия (ii) теоремы 1.1, влекущее существование по крайней мере одного положительного

решения задачи (1.1)–(1.3).

Пример 1.1. Рассмотрим краевую задачу

x′′′(t) + t(Shx)
2(t) = 0, 0 < t < 1, (1.15)

x(0) = x′(0) = 0,

x′′(1) =

∫ 1

0

tx′′(t) dt, (1.16)

где

(Shx)(t) =

{

x(t− h), t− h ∈ [0, 1],

0, t− h /∈ [0, 1],
h ∈ [0, 1).

Здесь
p

q
= 2, f(t, u) = tu2 и g(t) = t. В дальнейшем для удобства рассуждений и просто-

ты вычислений примем p = 4, q = 2. В качестве оператора T : C → L4 нами взят оператор

суперпозиции Sh. Легко видеть, что нелинейный член f удовлетворяет условиям (1.10)

и (1.11) теоремы 1.2 с b и a(t), равными соответственно 1 и t.
Рассмотрим теперь условие (1.12). Путем несложных вычислений получаем:

µ =

∫ 1

0

g(s) ds =
1

2
, ‖ϕ‖L2

=

√

∫ 1

0

ϕ2(s) ds =

√

8

15
,

∫ 1

0

ϕ(s)a(s)(Shψ)
p

q (s) ds =

∫ 1

h

(2s− s2)s(s− h)2 ds =
h6 − 4h5 + 25h2 − 36h+ 14

60
.

С учетом того, что τ = 4
√
1− h, для рассматриваемой задачи неравенство (1.12) примет

соответственно вид

1

60
(

1 +
√

8
15

) <

√
1− h

h6 − 4h5 + 25h2 − 36h+ 14
.

Несложный анализ показывает, что это неравенство выполняется для всех h ∈ [0, 1). Сле-

довательно, все условия теоремы 1.2 выполнены. Таким образом, теорема 1.2 гарантирует,

что задача (1.15)–(1.16) имеет хотя бы одно положительное решение.
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The article studies the existence of positive solutions on the segment [0, 1] of a two-point boundary value

problem for one nonlinear third-order functional differential equation with an integral boundary condi-

tion at one of the ends of the segment. Using the Go–Krasnoselsky fixed point theorem and some

properties of the Green’s function of the corresponding differential operator, sufficient conditions for the

existence of at least one positive solution to the problem under consideration are obtained. An example

is given to illustrate the results obtained.
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