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Данная статья посвящена изучению структуры топологических левых (или правых) квазигрупп, ко-

торые играют большую роль в некоммутативной геометрии. Факторные и трансверсальные отобра-

жения важны в теории дифференцируемых многообразий, а также топологических многообразий.

Исследуются факторные и трансверсальные отображения для топологических квазигрупп, выясня-

ются необходимые и достаточные условия их непрерывности. Приводятся примеры топологических

левых квазигрупп и луп. Изучаются однородные пространства, ассоциированные с квазигруппа-

ми и их подквазигруппами. С этой целью исследуется произведения топологических левых (или

правых) квазигрупп специального вида, которые называются сокрушающими. С их помощью опи-

сывается обширное семейство топологических недискретных левых (или правых) квазигрупп, для

которых трансверсальное отображение непрерывно.
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Введение

Факторные и трансверсальные отображения важны в теории дифференцируемых много-

образий, топологических многообразий, а также однородных пространств [1–6]. Они также

применяются при исследовании дифференциальных уравнений с частными производными,

динамических систем, топологических групп и их приложений [5–8]. С другой стороны,

в 20-м веке было доказано, что некоммутативная геометрия существует в том и только

в том случае, когда существует соответствующая квазигруппа [9–11]. Топологические груп-

пы довольно хорошо изучены, тогда как топологические квазигруппы еще остаются мало-

изученными (см. [12–15] и ссылки в них). В данной статье исследуются факторные и транс-

версальные отображения топологических квазигрупп, а также ассоциированные с ними од-

нородные пространства и топологические пространства.

Квазигруппы также используются в некоммутативном математическим анализе и диф-

ференциальных уравнениях с частными производными, физике элементарных частиц, мате-

матической физике, в теории групп Ли, алгебр Ли и их обобщений, теории операторов и их

приложений в естественных науках, включая физику и квантовую теорию поля (см. [16–29]

и ссылки в них).

Эта статья посвящена изучению структуры топологических левых (или правых) квазиг-

рупп.

В первом параграфе напоминаются необходимые определения и даются используемые

обозначения.

Во втором параграфе исследуются факторные и трансверсальные отображения топо-

логических левых (или правых) квазигрупп. Необходимые и достаточные условия для их

непрерывности тщательно исследуются в теоремах 2.1, 2.2, 2.12, 2.14, следствиях 2.1–2.3,

2.6. Даны примеры 2.1 и 2.2. Замыкания топологических подквазигрупп и замкнутые подк-

вазигруппы исследуются в предложениях 2.3 и 2.4, теореме 2.9 и следствии 2.9. Также даны
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теоремы 2.5, 2.6 и 2.7, леммы 2.1–2.3, которые содержат необходимый вспомогательный ма-

териал о топологиях на квазигруппах. Изучаются однородные пространства, ассоциирован-

ные с квазигруппами и их подквазигруппами. Тщательно исследуется структура факторных

квазигрупп и трансверсальных множеств. Рассматриваемые топологические квазигруппы

в общем случае не являются локально компактными. Совершенность факторных отображе-

ний изучается в теоремах 2.4 и 2.10, следствиях 2.4 и 2.5. В частности, нульмерные фак-

торные пространства для квазигрупп изучаются в теореме 2.11. Также исследуется мини-

мальная топология на топологической квазигруппе, относительно которой трансверсальное

отображение непрерывно (см. теорему 2.13 и следствие 2.10). Для этой цели объединение

топологий на квазигруппе исследуется в теореме 2.8 и следствиях 2.7, 2.8.

В третьем параграфе исследуется сокрушающее произведение топологических левых

(или правых) квазигрупп в теореме 3.2, следствиях 3.1 и 3.2. Ядро и центр в прямом произ-

ведении топологических квазигрупп изучается в теореме 3.1. С их помощью описывается

обширное семейство топологических недискретных левых квазигрупп, для которых транс-

версальное отображение непрерывно. Приводятся несколько их примеров 3.1–3.5. Показа-

но, что такие топологические левые (или правые) квазигруппы можно строить посредством

сокрушающих произведений других топологических квазигрупп или даже топологическое

групп.

Возможные применения главных результатов данной статьи обсуждаются в заключи-

тельном параграфе.

§ 1. Основные обозначения и определения

Определение 1.1. Предположим, что на множестве G задано умножение mG(a, b) = ab
(то есть однозначная бинарная операция) G2 ∋ (a, b) 7→ ab ∈ G такая, что

(i) для любых a и b в G существует единственное x ∈ G, удовлетворяющее равенству

ax = b.
Множество G с умножением, удовлетворяющее условию (i), называется левой квазиг-

руппой. Если H — левая квазигруппа, содержащаяся в G, H ⊂ G, то она называется левой

подквазигруппой в G. Симметрично рассматривается

(ii) для любых a и b в G существует единственное y ∈ G, удовлетворяющее равенству

ya = b.
Тогда множество G с умножением, удовлетворяющее условию (ii), называется правой

квазигруппой.

Отображения в (i) и (ii) обозначаются x = a \ b = Divl(a, b) и y = b/a = Divr(a, b)
соответственно.

Если G является левой и правой квазигруппой, то оно называется квазигруппой.

Множество G с умножением называется группоидом.

Если существует нейтральный (то есть единичный) элемент eG = e ∈ G: eg = ge = g
для любого g ∈ G, то группоид G называется унитальным.

Левая унитальная квазигруппа (или правая унитальная квазигруппа, или унитальная

квазигруппа) также называется левой лупой (или правой лупой, или лупой соответственно).

Если G является левой (или правой) квазигруппой с топологией T (G) = TG на ней та-

кой, что отображенияmG и Divl (или Divr соответственно) являются непрерывными по паре

аргументов из (G, TG)× (G, TG) в (G, TG), то G называется топологической левой (или пра-

вой соответственно) квазигруппой.

Если A и B являются подмножествами в G, то A− B обозначает их разность

A− B = {a ∈ A : a /∈ B}.
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Определение 1.2. Пусть G — левая квазигруппа, а H — левая подквазигруппа в G. Пусть

V = VG,H — это подмножество в G, удовлетворяющее двум условиям ниже:

(1) G =
⋃

v∈V vH ,

(2) (v1H) ∩ (v2H) = ∅ для любых v1 6= v2 в V .

Тогда V = VG,H называется левым трансверсальным множеством для H в G.

Лемма 1.1. Предположим, что G является левой квазигруппой, и H является левой под-

квазигруппой в G такой, что (ab)H = a(bH) для любых a и b в G. Тогда существует левое

трансверсальное множество VG,H для H в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольные v1 и v2 в G, и рассмотрим левые классы

смежности v1H и v2H . Тогда
(

(v1H) ∩ (v2H) 6= ∅
)

↔
(

∃h1 ∈ H, ∃h2 ∈ H, v1h1 = v2h2
)

.

С другой стороны, оператор левого сдвига Lb : G→ G является биекцией и имеет обратный

оператор L−1
b такой, что Lbx = bx и L−1

b x = b\x для любых b и x вG. В частности, LhH = H
для любого h ∈ H . Поэтому (v1h1)H = v1(h1H) = v1H = (v2h2)H = v2(h2H) = v2H . Таким

образом,
(

(v1H) ∩ (v2H) 6= ∅
)

↔
(

v1H = v2H
)

.

Отсюда вытекает, что существует семейство Ψ подмножеств W в G такое, что w1H ∩
∩ w2H = ∅ для любых w1 6= w2 в W . Это семейство упорядочено по включению таким об-

разом, что W1 6 W2 тогда и только тогда, когда W1 ⊆W2. Если σ является линейно упоря-

доченным подмножеством в Ψ, то
⋃

W∈σW ∈ Ψ. В силу леммы Куратовского–Цорна [30,31]

существует максимальный элемент V в Ψ.

Если W ∈ Ψ и G − WH ∋ v0, то v0H ⊆ G − WH , следовательно, V H = G, где

V H =
⋃

v∈V vH . Таким образом, существует левое трансверсальное множество VG,H = V
для H в G. �

Замечание 1.1. Согласно определению 1.2 левое трансверсальное множество V для левой

подквазигруппы H в левой квазигруппе G индуцирует (однозначные) сюръективные отоб-

ражения:

ψGH : G→ H и τGH : G→ VG,H,

где ψGH(g) = h ∈ H , τGH (g) = v ∈ VG,H , g = vh для любого g ∈ G, так как для произвольного

заданного g ∈ G существует и единственное v ∈ V такое, что g ∈ vH и следовательно,

gψ = v \ g единственно, gτ = v. Они также обозначаются gψ
G
H = ψGH(g) и gτ

G
H = τGH (g) или

кратко gψ = ψ(g) и gτ = τ(g) соответственно, если G и H заданы.

Посредством TG,H,V обозначается минимальная топология на G такая, что TG ⊆ TG,H,V
и отображения τ : (G, TG,H,V ) → (V, TG,H,V ∩ V ), и ψ : (G, TG,H,V ) → (H, TG,H,V ∩H) непре-

рывны, и умножение, и Divl (или Divr соответственно) совместно непрерывны (то есть

непрерывны по паре аргументов согласно формулам в определении 1.1).

Определение 1.3. Пусть подквазигруппа H в квазигруппе G удовлетворяет следующим

условиям:

xH = Hx и (xy)H = x(yH) и (xH)y = x(Hy) и H(xy) = (Hx)y

для любых x и y in G. Тогда H называется нормальной в G.

Семейство левых классов смежности {bH : b ∈ G} обозначается G/cH .
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§ 2. Трансверсальные и факторные отображения на топологических квазигруппах

Замечание 2.1. В данном замечании вводятся полезные условия, которые используются

ниже. Предположим, что или

(i) G является топологической квазигруппой, и H — это замкнутая подквазигруппа в G
такая, что a(bH) = (ab)H , (aH)b = a(Hb), H(ab) = (Ha)b для любых a, b в G; или

(ii) G является топологической левой квазигруппой, и H — это замкнутая левая подква-

зигруппа в G такая, что a(bH) = (ab)H , (aH)b = a(Hb), aH = Ha для любых a, b в G.

Семейство всех левых классов смежности G/cH := {aH : a ∈ G} снабжается факторной

топологией относительно канонического отображения π : G→ G/cH такого, что π(a) = aH
для любых a ∈ G.

Мы напомним, что топологическое пространство X с топологией T (X) = TX назы-

вается однородным, если для любых x, y из X существует гомеоморфизм f из X на X
такой, что f(x) = y. Для A ⊂ X посредством clX A (или intXA) обозначается замыкание

(или внутренность соответственно) подмножества A в X .

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (i) или (ii) замечания 2.1. Тогда для любых x, b в G
семейство {π(xU) : b ∈ U ∈ T (G)} является локальной базой для G/cH в (xb)H ∈ G/cH ,

причем отображение π непрерывно и открыто, а G/cH является T1-пространством. Бо-

лее того, в случае (i) пространство G/cH левых классов смежности однородно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы рассмотрим отображение левого сдвига Lb : G → G такое,

что Lby = by для любых b и y в G. Для любых a ∈ G уравнение by = a имеет единственное

решение y = b \ a, так как G является квазигруппой или левой квазигруппой. Поэтому

существует обратное отображение L−1
b : G→ G такое, что L−1

b a = b\a для любых a и b в G,

так как b(b\a) = a, bx = by тогда и только тогда, когда x = y. Из совместной непрерывности

умножения и Divl(b, a) = b \ a вытекает, что Lb и L−1
b являются непрерывными открытыми

биекциями из G на G. В случае (i) сходно Rb и R−1
b являются непрерывными открытыми

биекциями, где Rby = yb, R−1
b y = y/b для любых b и y в G.

Мы выберем произвольные фиксированные x и b в G, и U ∈ T (G) такие, что b ∈ U .

В случае (i) (xU)H = x(UH), подмножество x(UH) =
⋃

h∈H x(Uh) = Lx
⋃

h∈H RhU откры-

то. В случае (ii) (xU)H = x(UH), x(UH) = x(HU), подмножество x(HU) = Lx(
⋃

h∈H LhU)
открыто в G.

Тогда π−1(π(xU)H) = π−1(
⋃

y∈xU yH) = (xU)H , так как

π−1(
⋃

y∈xU

yH) =
⋃

y∈xU

(yH)H =
⋃

y∈xU

yH,

и очевидно, что HH = H . С другой стороны, (xU)H = x(UH) согласно условиям данной

теоремы. Таким образом, π(xU) = π((xU)H) = x(UH) и π — это непрерывное отображе-

ние из G на G/cH такое, что π((xU)H) открыто в G/cH , следовательно, π также открытое

отображение. Поэтому π(gH) замкнуто в G/cH , так как gH = LgH замкнуто в G и G− gH
открыто в G для любых g ∈ G. Таким образом, G/cH является T1-топологическим про-

странством.

Возьмем произвольную открытую окрестность W для yH в G/cH , где y ∈ G, следова-

тельно, V = π−1(W ) открыто, так как отображение π непрерывно. Заметим, что yh ∈ V для

любых h ∈ H . В частности, yH = (xb)H = x(bH) для y = xb. В силу совместной непрерыв-

ности умножения на G существуют открытые в G окрестности Ub для b и Uh для h ∈ H та-

кие, что x(UbUh) ⊂ V , следовательно, π(x(UbUh)) ⊂ W , следовательно, π−1(π(x(UbUh))) ⊂
⊂ V . Поэтому π(x(UbUh)) ⊂ W , так как (x(UbUh))H = x((UbUh)H) = x(Ub(UhH))
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и π−1(π(x(UbUh))) = (x(UbUh))H . Таким образом, {π(xU) : b ∈ U, U ∈ T (G)} является

локальной базой для (xb)H в факторпространстве G/cH .

Остается доказать, что G/cH является однородным пространством, если выполнены

условия (i) данной теоремы. Возьмем произвольные элементы x, y, b в G. Мы положим

hb(xH) = LbxH , где LbxH = b(xH). Тогда (hb(xH) = hb(yH)) ↔ (b(xH) = b(yH)) ↔
↔ (xH = yH), так как (b(xg) = b(yq)) ↔ (xg = yq), (xg)H = xH , где q ∈ H и g ∈ H .

Таким образом, hb : G/cH → G/cH — это биекция для любых b ∈ G. Тогда ha(π((xUb)H)) =
= π(a((xUb)H)) = π((a(xUb))H) является открытой окрестностью a(xb) в G/cH для лю-

бых a, x, b в G и открытой окрестности Ub для b в G. Поэтому, ha является гомеоморфизмом

из G/cH на G/cH для любых a ∈ G. Тогда для любых xH , yH в G/cH существует элемент

a = y/x ∈ G такой, что a(xH) = yH , так как (y/x)x = y и a(xH) = (ax)H , где x и y при-

надлежат G. Таким образом, ha(xH) = yH и следовательно, G/cH является однородным

пространством. �

Определение 2.1. Пусть G является топологической левой квазигруппой, пусть H — это за-

мкнутая подквазигруппа в G. Тогда G/cH из теоремы 2.1 называется пространством левых

классов смежности для G относительно H .

Следствие 2.1. Если выполнены условия теоремы 2.1, то π ◦ Lb = hb ◦ π для любых b в G.

Теорема 2.2. Предположим, что выполнены условия (ii) из теоремы 2.1. Тогда G/cH отно-

сительно факторной топологии, умножения и Divl, индуцированных из G, является топо-

логической левой квазигруппой. Более того, π : G → G/cH является непрерывным откры-

тым гомоморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых x, y в G мы выводим из условий (ii) теоремы 2.1,

что (xH)(yH) = (x(Hy))H = ((xy)H)H = (xy)H = x(yH), HH = H , так как для любых

z ∈ H , q ∈ H существует s ∈ H такое, что qs = z, то есть s = q\z. Поэтому (xH)(yH) = zH
выполняется для некоторых элементов x, y, z в G тогда и только тогда, когда (xy)H = zH ,

а последнее равенство равносильно yH = (x \ z)H , так как (xH) \ (zH) = (x \ z)H ,

(xH)((x \ z)H) = (x(x \ z))H = zH . Таким образом, π(xy) = π(x)π(y) = (xH)(yH) =
= (xy)H и π(x \ z) = (x \ z)H = π(x) \ π(z) = (xH) \ (zH).

В силу теоремы 2.1 отображение π непрерывно и открыто. Из доказательства выше

мы получаем, что G/cH является топологической левой квазигруппой, и что π — это непре-

рывный открытый гомоморфизм. �

Следствие 2.2. Если выполнены условия (i) теоремы 2.1, и bH = Hb для любых b ∈ G,

то G/cH является топологической квазигруппой, и π : G → G/cH — непрерывный откры-

тый гомоморфизм.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если условия (ii) теоремы 2.1 симметрично выполняются для то-

пологической правой квазигруппы G, то симметрично существует пространство правых

классов смежности H \cG = {Hx : x ∈ G}, и существует непрерывное открытое факторное

отображение p : G→ H \cG такое, что p(Ux) является локальной базой для H \cG в H(bx)
с b ∈ U , U ∈ T (G). Сходно теореме 2.2 H \c G является топологической правой квазиг-

руппой, и p является непрерывным открытым гомоморфизмом. С другой стороны, H \c G
и G/cH изоморфны, так как π(b) = p(b) = bH = Hb для любых b в G. Таким образом, G/cH
является топологической квазигруппой, и π : G → G/cH является непрерывным открытым

гомоморфизмом. �

Следствие 2.3. Пусть выполнены условия (ii) теоремы 2.1. Тогда G/cH дискретно в том

и только том случае, когда H открыто-замкнуто в G. Если H открыто-замкнуто в G,
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то трансверсальное множество V = VG,H для H в G можно вложить в G как дискретное

подмножество, и T (G) = TG,H,V .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.2 факторное отображение π : G→ G/cH — это

непрерывный открытый гомоморфизм. Поэтому π(gH) открыто-замкнуто в G/cH для лю-

бых g ∈ G тогда и только тогда, когда G/cH дискретно. С другой стороны, π(gH) открыто-

замкнуто (то есть, замкнуто и открыто одновременно) в G/cH для любых g ∈ G тогда

и только тогда, когда H открыто-замкнуто в G.

Выбирая в каждом классе смежности gH по одному v для V и используя лемму

Тейхмюллера–Тьюки (см. о ней в [30, 31]), мы построим дискретное отображение из V
в G. Поэтому трансверсальное отображение τ : G → V непрерывно (см. замечание 1.1).

Из совместной непрерывности умножения и Divl вытекает, что ψ : G → H непрерывно,

где g = gτgψ для любых g ∈ G, где gτ = τ(g), gψ = ψ(g). Таким образом, T (G) = TG,H,V
(см. также в замечании 1.1). �

Лемма 2.1. Предположим, что выполнены условия теоремы 2.1, g, r, s принадлежат G,

причем r = sg, а Ug, Us, Ur являются открытыми окрестностями g, s, r соответственно,

так что Us \ Ur ⊆ Ug. Тогда clG/cH π(Ur) ⊆ π(UsUg).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольный элемент x в G такой, что выполнено

включение π(x) ∈ clG/cH π(Ur). Заметим, что (Us \ Ur ⊆ Ug) ↔ (∀p ∈ Us, p \ Ur ⊆ Ug) ↔
↔ (∀p ∈ Us, Ur ⊆ pUg) ↔ (Ur ⊆

⋂

p∈Us
pUg), где Us \ Ur =

⋃

p∈Us
(p \ Ur) =

⋃

q∈Ur
(Us \ q).

Достаточно доказать, что π(x) ∈ π((UsUg)H), так как π(UsUg) = (UsUg)H = π((UsUg)H).
Тогда π(Vx) ∩ clG/cH π(Ur) 6= ∅ для любой открытой окрестности Vx для x в G. Из совмест-

ной непрерывности умножения и Divl вытекает, что существуют открытые окрестности V ′
x,

V ′
p\x, U

′
s, U

′
x\s для x, p\x, s, x\s ∈ G соответственно такие, что V ′

x ⊆ Vx, V
′
p\x = p\V ′

x,

V ′
x \ U

′
s ⊆ U ′

x\s, V
′
xU

′
x\s ⊆ Us, где p ∈ Us.

Поэтому π(V ′
p\x) ∩ π(p \ Ur) 6= ∅. Последнее эквивалентно тому, что (∃q1 ∈ V ′

p\x, ∃r2 ∈
∈ Ur, π(q1) = π(p \ r2)) ↔ (∃q1 ∈ V ′

p\x, ∃r2 ∈ Ur, π(pq1) = π(r2)) ↔ ((pq1)H = r2H).
То есть, pq1 = q2 ∈ V ′

x. С другой стороны, (pq1)H = p(q1H), следовательно, q1H ⊆
⊆ p \ (UrH).

Тогда ∀w1 ∈ H, ∃w2 ∈ H , (pq1)w1 = r2w2. В случае (i) последнее эквивалентно тому,

что pq1 = (r2w2)/w1 ∈ r2H , так как (r2H)/H = r2H . Таким образом, q1 ∈ p \ (UrH) =
= (p \ Ur)H ⊆ UgH .

В случае (ii) Hy = yH для любых y ∈ G и ∀s1 ∈ H , ∃s2 ∈ H , s1q2 = s2r2, где q2 = pq1,
π(pq1) = π(r2) как выше. Поэтому q2 = s1\(s2r2) ∈ Hr2 и Hr2 ⊆ UrH , так как HUr = UrH .

Следовательно, p \ q2 = q1 ∈ (p \ Ur)H .

Поэтому в случаях (i) и (ii) pq1 ∈ U ′
s(UgH) для любых p ∈ U ′

s. Эта влечет, что

xH ⊆ (V ′
x(V

′
x \ U ′

s))(UgH) ⊆ (V ′
xU

′
x\s)(UgH), так как

⋂

Vx∈Bx
VxH = xH , так как

G/cH — это топологическое T1-пространство, и π — это открытое отображение по тео-

реме 2.1, где Bx обозначает открытую база в точке x в G. Поэтому π(x) ∈ π(UsUg), так как

(V ′
xU

′
x\s)(UgH) ⊆ Us(UgH) = (UsUg)H . �

Теорема 2.3. Если выполнены условия теоремы 2.1, то фактор-пространство G/cH регу-

лярно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную открытую окрестность Wq для π(q)
в G/cH , где q ∈ G. Поскольку отображение π непрерывно, то существует открытая окрест-

ность Vq точки q в G такая, что π(Vq) ⊆ Wq. Умножение и Divl совместно непрерывны,

следовательно, для любых s, r, g ∈ G с sg = q, s \ r = g, существуют открытые окрест-

ности Us, Ur, Ug точек s, r, g соответственно такие, что Us \ Ur ⊆ Ug, UsUg ⊆ Vq. В силу
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леммы 2.1 clG/cH π(Ur) ⊆ π(UsUg), следовательно, clG/cH π(Ur) ⊆ π(Vq) ⊆Wq. В частности,

с q = r и g = s \ r это дает clG/cH π(Ur) ⊆ π(UsUs\r) ⊆ π(Vr) ⊆ Wr. Поэтому для любого

r ∈ G и всякой открытой окрестности Wr для π(r) в G/cH существует открытая окрест-

ность π(Ur) для π(r) такая, что clG/cH π(Ur) ⊆ Wr. Таким образом, фактор-пространство

G/cH является регулярным. �

Лемма 2.2. Пусть G является левой квазигруппой, и пусть A, B, C — подмножества в G.

Тогда (AB) ∩ C = ∅ в том и только в том случае, когда (A \ C) ∩B = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

((AB)∩C = ∅)↔ (∀a ∈ A, ∀b ∈ B, ab /∈ C)↔ (∀a ∈ A, ∀b ∈ B, b /∈ a \ C)↔ ((A\C)∩B = ∅).

�

Определение 2.2. Если отображение f : X → Y топологических пространств непрерывно

и прообразы любых точек из Y компактны, то оно называется совершенным.

Предложение 2.1. Пусть G является T1-топологической левой (или правой) лупой, A —

компактное подмножество, а B — замкнутое в G подмножество, причем A∩B = ∅. Тогда

существует открытая окрестность S единичного элемента e в G такая, что AS ∩B = ∅
(или SA ∩B = ∅ соответственно).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Одноточечное подмножество {e} замкнуто в G, так как G явля-

ется T1-топологическим пространством. Для топологической левой лупы G отображение

сдвига Lx и обратное к нему L−1
x являются гомеоморфизмами G на G (см. доказательство

теоремы 2.1). Поэтому для любого x ∈ A существует открытая окрестность Vx для e в G
такая, что (xVx) ∩ B = ∅, xVx = LxVx. Умножение на G совместно непрерывно, следова-

тельно, существует открытая окрестность Wx для e такая, что (xWx)Wx ⊆ xVx. Поэтому

A ⊆
⋃

x∈A(xWx) и существует конечное подмножество D в A такое, что A ⊆
⋃

x∈D(xWx),
так как A компактно и из его открытого покрытия {(xWx) : x ∈ A} можно выделить ко-

нечное открытое подпокрытие. Возьмем S =
⋂

x∈DWx, следовательно, e ∈ S и S от-

крыто. Для любых y ∈ A существует x ∈ D такое, что y ∈ xWx, следовательно,

yS ⊆ (xWx)S ⊆ (xWx)Wx ⊆ xVx ⊆ G− B, следовательно, (AS) ∩ B = ∅. �

Предложение 2.2. Пусть G является T1-топологической левой (или правой) лупой, подмно-

жество A компактно, а подмножество B замкнуто в G. Тогда AB (или BA соответ-

ственно) замкнуто в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого g в G условие g /∈ AB эквивалентно (A \ g)∩B = ∅.

Возьмем произвольное фиксированное g вG−AB. С другой стороны,A\g = Divl(A, g) ком-

пактно как непрерывный образ компактного подмножества по теореме 3.1.10 [30], так как

Divl совместно непрерывное отображение. В силу предложения 2.1 существует открытая

окрестность S для e в G такая, что (A\g)S∩B = ∅. Из совместной непрерывности умноже-

ния и Divl вытекает, что для любого a ∈ A существует открытая окрестность Sa для e в G
такая, что ((aSa)\(gSa)) ⊆ (A\g)S, так как a\g ∈ (A\g)S. Поэтому, A ⊆

⋃

a∈A aSa, и суще-

ствует конечное подмножество D в A такое, что A ⊆
⋃

d∈D dSd, так как A компактно, и aSa
открыто в G. Пусть U =

⋂

d∈D Sd, тогда e ∈ U , и U открыто в G, так как множество D ко-

нечное. Следовательно, (A \ (gU)) ⊆ ((
⋃

d∈D dSd) \ (gU)) ⊆
⋃

d∈D((dSd) \ (gSd)) ⊆ (A \ g)S,

следовательно, (A \ (gU)) ∩ B = ∅. Последнее эквивалентно тому, что (gU) ∩ (AB) = ∅
по лемме 2.2. Таким образом, для любых g /∈ AB существует открытая окрестность gU
для g такая, что gU ⊆ G− AB, следовательно, AB замкнуто в G. �
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Теорема 2.4. Предположим, что или

(i) G является T1-топологической лупой, и H является компактной подлупой в G такой,

что (ab)H = a(bH), (aH)b = a(Hb), H(ab) = (Ha)b для любых a, b в G; или

(ii) G является T1-топологической левой лупой, и H является компактной левой подлу-

пой в G такой, что (ab)H = a(bH), (aH)b = a(Hb), aH = Ha для любых a, b в G.

Тогда факторное отображение π : G→ G/cH совершенно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 2.2 вытекает, что Hb замкнуто в G для любых

b ∈ G, так как каждое одноточечное подмножество {b} замкнуто в T1-топологическом про-

странстве G. В частности, для b = e это дает то, что H замкнута в G, где e обозначает

единичный элемент в G. В силу теоремы 2.2 π является непрерывным открытым гомомор-

физмом. Заметим, что из условий (ii) вытекает, что H(ab) = (Ha)b для любых a и b в G.

(i). Выберем произвольное замкнутое подмножество B в G. В силу предложения 2.2

подмножество BH замкнуто в G. Поэтому π(B) = BH = π−1(π(B)) — это замкнутое под-

множество в G/cH , следовательно, π является замкнутым отображением. Если y ∈ G/cH ,

x ∈ G, π(x) = y, тогда π−1(y) = xH является компактным подмножеством в G, так как

Lx : G → G — это гомеоморфизм G как топологического пространства. Таким образом,

факторное отображение π совершенно.

(ii). В силу предложения 2.2 подмножество HB замкнуто в G. Из условия aH = Ha
для любых a в G вытекает, что HB = BH . Остальная часть доказательства проводится как

в случае (i). �

Следствие 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.4. Пусть фактор-пространствоG/cH
компактно. Тогда G компактна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 3.7.2 в [30] π−1(G/cH) = G компактна, так как

π — это совершенное отображение по теореме 2.4. �

Следствие 2.5. Пусть выполнены условия теоремы 2.4. Пусть фактор-пространствоG/cH
компактно. Пусть V = VG,H — это левое трансверсальное множество для H в G, пусть

V имеет топологию T (V ) = T (G) ∩ V наследуемую из G. Тогда V можно выбрать ком-

пактным и замкнутым в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существует биекция η : V → G/cH и V ⊂ G, так как V — это

левое трансверсальное множество для H в G. В силу теоремы 2.3 G/cH и G = G/c{e}
регулярны, так как H замкнута в G по предложению 2.2. Поэтому V можно выбрать та-

ким образом, что η−1 ◦ π|V = idV было тождественным отображением на V , idV (v) = v
для любых v ∈ V . В силу теоремы 2.2 факторное отображение π непрерывно и откры-

то, следовательно, η−1 непрерывно. В силу теоремы 2.4 π совершенно. Поскольку G/cH
компактно, то η−1 является гомеоморфизмом согласно теореме 3.1.13 [30]. Следовательно,

V компактно. В силу теоремы 3.1.8 [30] V замкнуто в (G, T (G)). �

Следствие 2.6. Если выполнены условия следствия 2.5, то трансверсальное множест-

во V = VG,H и трансверсальное отображение τ = τGH можно выбрать таким образом,

чтобы TG,H,V = T (G), а отображения τ : G → V и ψ : G → H были непрерывными отно-

сительно топологий T (H) = T (G) ∩ H и T (V ) = T (G) ∩ V на H и V соответственно,

наследуемых из G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем τ = η−1 ◦ π : G → V , где η и V такие же, как в след-

ствии 2.5. Поэтому трансверсальное отображение τ непрерывно относительно тополо-

гий T (G) и T (V ) = T (G) ∩ V на G и V соответственно. С другой стороны, g = gτgψ для
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любых g ∈ G, где gτ = τ(g), gψ = ψ(g) (см. замечание 1.1). Поэтому, gψ = gτ \ g, а непре-

рывность τ и совместная непрерывность Divl влекут непрерывность отображения ψ, где

H и V имеют топологии, наследуемые из G. Таким образом, минимальная топология TG,H,V
на G, содержащая T (G) и относительно которой mG, Divl (а также Divr в случае 2.4 (i)),

τ и ψ непрерывны, такова, что TG,H,V = T (G). �

Пример 2.1. Пусть X , Y , Z будут топологическими левыми квазигруппами такими, что

Y ⊂ X и Z ⊂ X , и пусть X будет прямым произведением X = Y × Z для Y и Z. То есть,

g1g2 = (j1j2, h1h2) и g1 \ g2 = (j1 \ j2, h1 \ h2) для любых g1 = (j1, h1), g2 = (j2, h2) в X ,

где j1, j2 принадлежат Y , а h1, h2 принадлежат Z. Естественно, что для любых g в X
существуют единственное j в Y и h в Z такие, что g = (j, h) или в кратких обозначениях

g = jh.

Тогда для G = X , H = Z и V = Y существуют непрерывные отображения τ : X → Y
и ψ : X → Z такие, что g = gτgψ, (gτ)τ = gτ , (gψ)ψ = gψ для любого g в X , так как

X = Y × Z, где τ(g) = j и ψ(g) = h для любых g = (j, h) в X с j ∈ Y и h ∈ Z. Таким

образом, TX,Y,Z = T (X), и Y является левым трансверсальным множеством для Z в X .

Вышеупомянутый неассоциативный случай является довольно общим. Можно срав-

нить его с ассоциативным случаем групп. В самом деле, в силу теоремы (A.15) [12]

каждая коммутативная группа обладает минимальным делимым расширением. По теоре-

ме (A.14) [12] каждая делимая коммутативная группа раскладывается в слабое прямое про-

изведение (а при аддитивной записи бинарной операции в виде слабой прямой суммы)

групп, изоморфных с Q и Z(p∞) с p ∈ P, где P обозначает множество всех простых чи-

сел, где конечное слабое прямое произведение совпадает с прямым произведением. Далее,

теорема (A.8) [12] утверждает, что если H является делимой подгруппой коммутативной

группы G, то существует подгруппа A в G такая, что G изоморфна прямому произведению

A×H . Для топологической группы X , которая может быть некоммутативной, эта ситуация

описывается теоремой (6.11) [12]. Она утверждает, что X изоморфна прямому произведе-

нию N1 ×N2, если N1 и N2 являются нормальными подгруппами в X , удовлетворяющими

условиям (i)–(iii): (i) N1N2 = X , (ii) N1 ∩ N2 = {e}, (iii) если N1 и N2 снабжены тополо-

гиями, наследуемыми из X , S1 и S2 являются открытыми окрестностями для e в N1 и N2

соответственно, то S1S2 содержит открытую окрестность для e в X .

Пример 2.2. Пусть V и H являются топологическими левыми квазигруппами, пусть rV —

правая единица в V , и lH — левая единица в H , то есть vrV = v для любых v ∈ V и lHh = h
для любых h ∈ H . Пусть µ : V → Autc(H) — это инъективное отображение такое, что

отображения V × H ∋ (v, h) 7→ µ(v)h ∈ H и V × H ∋ (v, h) 7→ (µ(v))−1h ∈ H совместно

непрерывны и µ(rV ) = idH , где прямое произведение V × H снабжено тихоновской то-

пологией произведения, Autc(H) обозначает семейство всех непрерывных автоморфизмов

для H , idH(h) = h для любых h из H .

Пусть (v1, h1)(v2, h2) = (v1v2, h1h
v1
2 ) для любых v1 и v2 из V , h1 и h2 из H , где

hv12 = µ(v1)h2. Это снабжает V × H структурой полупрямого произведения G = V
⊗sH

такой, что G является топологической левой квазигруппой, где G снабжено тихоновской

топологией произведения на V × H . Умножение на G совместно непрерывно, так как

умножения на V и H совместно непрерывны, µ(v)h является совместно непрерывным

по (v, h) ∈ V × H . Уравнение (v1, h1)(x, y) = (v2, h2) эквивалентно v1x = v2, h1y
v1 = h2,

следовательно, x = v1 \ v2, y
v1 = h1 \ h2, следовательно, y = (µ(v1))

−1(h1 \ h2). Таким

образом, Divl((v1, h1), (v2, h2)) = (v1 \ v2, (µ(v1))
−1(h1 \ h2)) является совместно непре-

рывным отображением по переменным v1, v2, h1, h2, так как Divl(v1, v2) = v1 \ v2,
Divl(h1, h2) = h1 \ h2 и (µ(v1))

−1(h1 \ h2) являются совместно непрерывными отобра-

жениями. Поэтому, G — это топологическая левая квазигруппа. Имеются естественные
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вложения V ∋ v 7→ (v, lH) ∈ G, H ∋ h 7→ (rV , h) ∈ G для V и H в G. Тогда

мы выводим, что (v2, h2)((v1, h1)(rV , H)) = (v2, h2)(v1, H) = (v2v1, h2H) = (v2v1, H)
и ((v2, h2)(v1, h1))(rV , H) = (v2v1, h2h

v2
1 )(rV , H) = (v2v1, H) для любых v1 и v2 ∈ V ,

h1 и h2 ∈ H , так как µ(rV ) = idH , Hv2 = H , h2H = H .

Можно кратко записать g = vh вместо g = (v, h) с v ∈ V и h ∈ H , так как (v, lH)(rV , h) =
= (v, h) = vh. Поэтому, в силу леммы 1.1 можно выбрать левое трансверсальное множе-

ство VG,H для H в G таким, что VG,H = V с τ(g) = v и ψ(g) = h, так как для всякого

g ∈ G существуют единственные v ∈ V и h ∈ H такие, что g = vh. То есть τ : G → V
и ψ : G → H являются отображениями индуцированными проекциями из V × H на V
и H соответственно, следовательно, τ и ψ непрерывны. Отсюда вытекает, что существует

пространство левых классов смежности G/cH .

Если дополнительно H является топологической квазигруппой, то

(v1, h1)(rV , H) = (v1, h1H) = (v1, H) = (rV , H)(v1, h1);
(v2, h2)((rV , H)(v1, h1)) = (v2, h2)(v1, H) = (v2v1, H) и

((v2, h2)(rV , H))(v1, h1) = (v2, H)(v1, h1) = (v2v1, Hh
v2
1 ) = (v2v1, H),

следовательно,

(rV , H)((v2, h2)(v1, h1)) = ((v2, h2)(v1, h1))(rV , H) = (v2, h2)((v1, h1)(rV , H)) =

= ((v2, h2)(rV , H))(v1, h1) = ((rV , H)(v2, h2))(v1, h1),

для всяких v1 и v2 из V , h1 и h2 из H , так как µ(rV ) = idH , Hv2 = H , h2H = H = Hh2.

В качестве подходящей ссылки приводится следующая теорема. Ее доказательство дано

в приложении.

Теорема 2.5. Пусть G является топологической левой квазигруппой с топологией T (G).
Тогда для любых g в G существует открытая база Bg в g (то есть состоящая из откры-

тых окрестностей элемента g в G) такая, что

(i) ∀g ∈ G, ∀Ug ∈ Bg, ∀g1 ∈ G, ∀g2 ∈ G с g1g2 = g, ∃Ug1 ∈ Bg1 , ∃Ug2 ∈ Bg2 , Ug1Ug2 ⊆ Ug,
g1Ug2 ∈ Bg;

(ii) ∀g ∈ G, ∀Ug ∈ Bg, ∀g1 ∈ G, ∀g2 ∈ G с g1 \ g2 = g, ∃Ug1 ∈ Bg1 , ∃Ug2 ∈ Bg2 ,

Ug1 \ Ug2 ⊆ Ug, g1 \ Ug2 ∈ Bg;

(iii) ∀g ∈ G, ∀Ug ∈ Bg, ∀Vg ∈ Bg, ∃Wg ∈ Bg, Wg ⊆ Ug ∩ Vg.
Обратно, пусть G — это левая квазигруппа, B = {Bg : g ∈ G} — это семейство под-

множеств в G удовлетворяющих условиям (i)–(iii). Тогда B является базой для топологии

TB = TB(G) на G, относительно которой G является топологической левой квазигруппой

такой, что gTB = TB для любых g в G. Более того, G является T1-топологической левой

квазигруппой тогда и только тогда, когда

(iv) ∀g ∈ G, {g} =
⋂

Ug∈Bg
Ug.

Теорема 2.6. Пусть G — топологическая лупа. Тогда она имеет открытую базу B такую,

что

(i) Bg = gBe = Beg для любых g ∈ G и

(ii) (V \ e) ∩ (e/V ) ⊆ V для любых V ∈ Be.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теорема 2.5 для правых квазигрупп формулируется и доказыва-

ется симметрично.

(i). Утверждение (i) этой теоремы вытекает из утверждений (i)–(iii) теоремы 2.5, так как

eg = ge = g для любых g в G.

(ii). Мы возьмем базу B, удовлетворяющую условию (i) этой теоремы. Пусть U ∈ Be,

тогда можно задать V = U ∩ (U \ e) ∩ (e/U). Из условий (i)–(iii) в теореме 2.5 вытекает,
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что V — это открытая окрестность для e в G. Заметим, что для каждого v ∈ V существуют

u1 ∈ U , u2 ∈ U такие, что v = u1\e, v = e/u2. Поэтому v\e ∈ V \e, e/v ∈ e/V и v\e ∈ U \e,
v\e = (e/u2)\e = u2 ∈ U , (u1\e)\e = (e/u2)\e = u2, e/v = e/(u1\e) = u1 ∈ U , e/v ∈ e/U ,

следовательно, V \ e ⊆ U ∩ (U \ e), e/V ⊆ U ∩ (e/U). Поэтому (V \ e) ∩ (e/V ) ⊆ V . �

Из теоремы 2.3 следует приводимая ниже теорема. Ее также можно доказать, опираясь

на теорему 2.5 (см. приложение).

Теорема 2.7. Пусть G является T1-топологической лупой. Тогда G регулярна.

Теорема 2.8. Предположим, что G — левая (или правая) квазигруппа, и Tj является топо-

логией на G, относительно которой (G, Tj) является топологической левой (или правой,

соответственно) квазигруппой для любых j ∈ J , где J — это множество. Предположим

также, что T — наименьшая топология на G, содержащая Tj для любого j ∈ J . Тогда

(G, T ) — топологическая левая (или правая, соответственно) квазигруппа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прямое произведение D =
∏

j∈J Gj топологических левых ква-

зигрупп является топологической левой квазигруппой, где (Gj, Tj) = (G, Tj) для любого

j ∈ J , где D снабжено тихоновской топологией произведения T (D). В силу предложе-

ния 1.6.1 в [13] диагональное отображение η является гомеоморфизмом из (G, T ) на диаго-

наль η(G) для G в (D, T (D)), где η(g) = {gj = g : j ∈ J} для любых g ∈ G, η(G) снабжена

топологией наследуемой из T (D). Тогда η(gh) = {gjhj : gj = g, hj = h, j ∈ J} = η(g)η(h)
и η(g \ h) = {gj \ hj : gj = g, hj = h, j ∈ J} = η(g) \ η(h) для любых g, h в G. По-

этому (G, T ) — это топологическая левая квазигруппа, и η является топологическим изо-

морфизмом топологических левых квазигрупп (G, T ) и (η(G), T (D) ∩ η(G)). Для правой

квазигруппы доказательство симметрично. �

Определение 2.3. Топология T в теореме 2.8 называется соединением топологий Tj , где

j ∈ J . Оно обозначается ∨j∈JTj .

Следствие 2.7. Пусть выполнены условия теоремы 2.8. Пусть j0 ∈ J и Tj0 ⊆ Tj для лю-

бого j ∈ J , пусть топология Tj0 является хаусдорфовой. Тогда η(G) является замкнутой

левой (или правой, соответственно) подквазигруппой хаусдорфовой топологической левой

(или правой, соответственно) квазигруппы D.

Следствие 2.8. Пусть G — левая (или правая) квазигруппа, и пусть fj : G → Kj является

гомоморфизмом из G в топологическую левую (или правую, соответственно) квазигруп-

пу Kj с топологией T (Kj). Тогда существует наименьшая топология T = T (G) на G
такая, что fj : (G, T ) → (Kj, T (Kj)) непрерывно, и (G, T ) является топологической левой

(или правой, соответственно) квазигруппой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Гомоморфизм fj : G → Kj индуцирует топологию Tj(G) = Tj
на G такую, что Tj = {f−1(V ) : V ∈ T (Kj)} для любого j. Поэтому утверждение этого

следствия вытекает из теоремы 2.8. �

Предложение 2.3. Предположим, что G является топологической левой квазигруппой,H —

это левая подквазигруппа в G. Тогда замыкание J = clGH для H в G является топологи-

ческой левой подквазигруппой в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из непрерывности отображений Lx и L−1
x на G вытекает, что ab ∈

∈ clG(aH) и a \ b ∈ clG(a \ H) для любых a ∈ H и b ∈ J . С другой стороны, aH = H
и a \ H = H , так как H — это левая подквазигруппа в G и a ∈ H . Поэтому ab ∈ J
и a \ b ∈ J . Из совместной непрерывности умножения и Divl на G вытекает, что cb ∈ J
и c \ b ∈ J для любых c и b в J . �
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Лемма 2.3. Пусть G является T1-топологической левой лупой, Be — открытая база

(то есть база открытых окрестностей) единицы e. Пусть B — это компактной под-

множество в G. Тогда для любого W ∈ Be существует окрестность V ∈ Be такая, что

V B ⊆ BW .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольную фиксированную окрестность W , откры-

тую и принадлежащую базе Be. Из совместной непрерывности умножения на G мы выво-

дим, что для любых b в B существуют W1,b ∈ Be и W2,b ∈ Be такие, что W1,b(bW2,b) ⊆ bW .

С другой стороны, bW2,b = LbW2,b открыто и следовательно, {bW2,b : b ∈ B} — это открытое

покрытие для B. Следовательно, оно содержит конечное подпокрытие
⋃n
j=1 bjW2,bj ⊇ B,

так как B компактно.

Зададим W1 =
⋂n
j=1W1,bj . Тогда W1 является открытой окрестностью для e в G.

Возьмем V ∈ Be таким, чтобы V ⊆ W1. Следовательно, V B ⊆
⋃n
j=1 V (bjW2,bj ) ⊆

⊆
⋃n
j=1W1,bj (bjW2,bj ) ⊆ BW . �

Теорема 2.9. Предположим, что G является топологической левой квазигруппой, H — от-

крытой левой подквазигруппой в G такой, что (ab)H = a(bH) для любых a и b в G. Тогда

bH замкнуто в G для любого b в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1.1 {aH : a ∈ G} является дизъюнктным открытым

покрытием для G, так как La : G → G — это гомеоморфизм для любого a в G. Поэтому

bH = G−
⋃

c∈G,cH∩bH=∅ cH замкнуто в G. �

Следствие 2.9. Если выполнены условия теоремы 2.9 и G унитальна (см. определение 1.1),

то H замкнута в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.9 eH = H замкнута в G. �

Предложение 2.4. Пусть G является T2-топологической левой лупой, пусть H является

локально компактной левой подлупой в G такой, что (ab)H = a(bH) для любых a и b в G.

Тогда H замкнута в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 2.3 вытекает, что J = clGH является топологи-

ческой левой подлупой в G. В силу теоремы 3.3.9 в [30] H открыто в J , так как G является

хаусдорфовой, а H локально компактна и (всюду) плотна в J , тогда как J замкнута в G.

В силу следствия 2.9 H замкнута в G и J = H . �

Теорема 2.10. Предположим, что или

(i) G является T1-топологической лупой, аH — локально компактная подлупа вG такая,

что (ab)H = a(bH), (aH)b = a(Hb), H(ab) = (Ha)b для любых a и b в G; или

(ii) G является T2-топологической левой лупой, а H — локально компактная левая под-

лупа в G такая, что (ab)H = a(bH), (aH)b = a(Hb), aH = Ha для любых a и b в G.

Пусть также e принадлежит внутренности IntGS подмножества S в G, а S замкнуто

в G, H ∩ clG(S \ (S \ S)) в случае (i) или H ∩ clG(S \ (S(S \ S))) в случае (ii) компактно.

Тогда ограничение η = π|S отображения π на S является совершенным отображением

из S на π(S).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что из условий (ii) вытекает, что H(ab) = (Ha)b для

любых a и b в G. В силу предложения 2.4 H замкнута в G. Отображение η непрерывно, так

как факторное отображение π : G → G/cH непрерывно. Возьмем произвольную фиксиро-

ванную точку s в S. Тогда η−1(η(s)) = (sH)∩S. Отметим, что L−1
s ((sH)∩S) = H ∩ (s \S).
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Следовательно, (sH) ∩ S и H ∩ (s \ S) гомеоморфны. В случае (i) G регулярна в силу тео-

ремы 2.7, следовательно, она хаусдорфова. Поскольку G хаусдорфова в случаях (i) и (ii),

то H хаусдорфова.

Тогда clG(S \ S) ⊆ clG(S \ (S \ S)) и clG(S(S \ S)) ⊆ clG(S \ (S(S \ S))), так как e ∈ S,

следовательно, H ∩ clG(S \ S) в случае (i) или H ∩ clG S(S \ S) в случае (ii) компактна

по теореме 3.1.2 [30]. С другой стороны, s \ clG(S \ S) и s \ clG S(S \ S) замкнуты в G,

s ∈ S, следовательно, H ∩ (s\ clG(S \S)) в случае (i) или H ∩ (s\ clG(S(S \S))) в случае (ii)

компактно, так как L−1
s : G → G — это гомеоморфизм, и S замкнуто в G, s \ (S \ S) ⊆

⊆ S \ (S \ S) и s \ (S(S \ S)) ⊆ S \ (S(S \ S)).
Остается доказать, что η является замкнутым отображением. Выберем произвольное

замкнутое подмножество A в S. Пусть s ∈ S и η(s) ∈ clG η(A). Если выполнены условия (i),

то (η(s) ∈ η(A)) ↔ (sH ⊆ AH) ↔ (∀h1 ∈ H, ∃h2 ∈ H, ∃a ∈ A, (sh1 = ah2)). Из условий (i)

вытекает, что (sH)/H = s(H/H) = sH и (sh1 = ah2) ↔ (a = (sh1)/h2). Следовательно,

a ∈ sH .

Из условия (ii) мы выводим, что (η(s) ∈ η(A)) ↔ (Hs ⊆ HA), так как AH = HA. Тогда

(Hs ⊆ HA) ↔ (∀h1 ∈ H, ∃h2 ∈ H, ∃a ∈ A, (h1s = h2a) ↔ (a = h2 \ (h1s))). Поэтому

a ∈ sH , так как H \ (Hs) = Hs = sH . Таким образом, (η(s) ∈ η(A)) ↔ ((sH) ∩ A 6= ∅)
в случаях (i) и (ii).

В обоих случаях предположим, что (sH) ∩ A = ∅. Тогда ((sH) ∩ clG(S \ S)) ∩ A = ∅
в случае (i) или ((sH) ∩ clG S(S \ S)) ∩ A = ∅ в случае (ii). Заметим, что (sH) ∩ clG(S \ S)
гомеоморфно с H∩(s\clG(S \S)), а (sH)∩clG S(S \S) гомеоморфно с H∩(s\clG S(S \S)),
при этом s \ clG(S \ S) ⊆ clG(S \ (S \ S)) и s \ clG S(S \ S) ⊆ clG S \ (S(S \ S)). Поэтому

H ∩ (s \ clG(S \ S)) в случае (i) или H ∩ (s \ clG S(S \ S)) в случае (ii) компактно, так как

s \ clG(S \ S) и s \ clG S(S \ S) замкнуты в G, следовательно, (sH) ∩ clG(S \ S) в случае (i)

или (sH) ∩ clG S(S \ S) в случае (ii) компактны.

В силу предложения 2.1 в случае (i) существует W ∈ Be, W ⊆ S такая, что (W ((sH) ∩
∩ clG(S \ S))) ∩ A = ∅. Поэтому Ws — это открытая окрестность точки s в G, W (sH) =
= (Ws)H , следовательно, π(Ws) — это открытая окрестность для π(s) в G/cH , следова-

тельно, π(Ws) ∩ π(A) 6= ∅, так как π(s) ∈ clG π(A). Поэтому (∃x ∈ A, ∃y ∈ W,π(x) =
= π(ys)) ↔ (xH = (ys)H = y(sH)) ↔ (∃h ∈ H, (x = y(sh)) ↔ (sh = y \ x ∈ clG(S \ S)),
так как y ∈ W ⊆ S, x ∈ A ⊆ S. Поэтому (sh ∈ sH) → (sh ∈ (sH) ∩ clG(S \ S),
x = y(sh) ∈ W ((sH) ∩ clG(S \ S))). Отсюда вытекает, что x ∈ A ∩ (W ((sH) ∩ clG(S \ S))),
но это противоречит выбору W . Поэтому η(s) ∈ η(A), следовательно, η(A) замкнуто в η(S)
в случае (i).

В силу предложения 2.1 и леммы 2.3 в случае (ii) существует W ∈ Be, W ⊆ S такая,

что (((Hs)∩clG S(S \S))W )∩A = ∅. Заметим, что (Hs)W = H(sW ), и sW — это открытая

окрестность точки s в G по теореме 2.5. Поэтому π(sW ) — это открытая окрестность для

π(s) вG/cH , следовательно, π(sW )∩π(A) 6= ∅, а значит, (∃x ∈ A, ∃y ∈ W, (π(x) = π(sy)) ↔
↔ (xH = Hx = (sy)H = H(sy) = (Hs)y) ↔ (∃h ∈ H, x = h(sy)) ↔ (x ∈ H(sy))).
С другой стороны, H(sy) ⊆ (Hs)W = s(HW ), следовательно, существует элемент h1 ∈ H
такой, что x = s(h1y), поэтому h1y = s \ x ∈ S \ A ⊆ clG(S \ S), а значит, x ∈
∈ (((Hs) ∩ clG S(S \ S))W ) ∩ A, так как s ∈ S, x ∈ A ⊆ S, y ∈ W ⊆ S. Эта противоречит

предположению о W . Таким образом, η(s) ∈ η(A), следовательно, η(A) замкнуто в η(S)
также в случае (ii). �

Замечание 2.2. Если выполнены условия теоремы 2.10, и H компактна, то в доказательстве

можно взять S = G. Поэтому π является совершенным отображением в этом случае.

Теорема 2.11. Пусть выполнены условия теоремы 2.10, и G нульмерна. Тогда фактор-

пространство G/cH является нульмерным.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.10 существует U ∈ Be такая, что π(clG U) за-

мкнуто в G, η = π|clG U является совершенным отображением из clG U на π(clG U). Мы возь-

мем W ∈ Bπ(e) в G/cH . Поскольку G нульмерна, то существует открыто-замкнутая (т. е. за-

мкнутая и открытая одновременно) окрестность Q для e в G такая, что Q ⊆ U ∩ π−1(W ).
С другой стороны, π(Q) открыто в G/cH , так как π — это открытое отображение по тео-

реме 2.1 и предложению 2.4. Тогда π(Q) замкнуто в G/cH , так как π|clG U — это замкнутое

отображение, и π(clG U) замкнуто в G/cH . В силу теоремы 2.5 G/cH нульмерно, так как

π(Q) ⊆W . �

Теорема 2.12. Пусть G будет хаусдорфовой компактной левой квазигруппой, пусть H бу-

дет подквазигруппой в G, и пусть V = VG,H будет левым трансверсальным множеством

для H в G, пусть трансверсальное отображение τ : G → V и отображение ψ : G → H
непрерывны, так что g = gτgψ для любых g ∈ G, где gτ = τ(g), gψ = ψ(g), τ(v) = v
для любых v ∈ V , ψ(h) = h для любых h ∈ H . Тогда G как топологическое пространство

гомеоморфно с V ×H , где прямое произведение V ×H снабжено тихоновской топологией

произведения, V и H имеют топологии, наследуемые из G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 3.1.12 [30] V и H замкнуты в G, и отображения

τ и ψ замкнуты, так как G компактна, τ и ψ непрерывны, τ(G) = V , ψ(G) = H . Поэтому

V и H хаусдорфовы и компактны по теореме 3.1.2 [30]. Из теоремы 3.2.4 [30] вытекает,

что V ×H компактна. Отображение τ × ψ|∆G
из диагонали ∆G = {(g, g) : g ∈ G} в G× G

на V ×H биективно. Поэтому τ × ψ|∆G
непрерывно, так как τ и ψ непрерывны. Следо-

вательно, τ × ψ|∆G
: ∆G → V ×H является гомеоморфизмом топологических пространств

по теореме 3.1.13 [30]. Естественно, что G гомеоморфна своей диагонали ∆G. �

Замечание 2.3. Если G является хаусдорфовой топологической левой квазигруппой, H яв-

ляется левой подквазигруппа, а V — это левое трансверсальное множество для H в G,

отображения τ : G → V и ψ : G → H непрерывны, тогда V и H замкнуты в G как непре-

рывные ретракты G (см. 1.5.C [30]). Примеры выше и лемма 1.1 дают обширные классы

недискретных топологических левых квазигрупп G, для которых трансверсальное множе-

ство V для левой подквазигруппы H в G существует, и отображения τ и ψ непрерывны.

Теорема 2.13. Предположим, что G — это топологическое левая (или правая) квазигруп-

па с топологией T = TG; предположим также, что Ai, Bi являются подмножествами

в G, и fi : Ai → Bi — это отображение для любого i ∈ J , где J — множество. Тогда

существует слабейшая топология T ∗ = TG;{(Ai,Bi,fi):i∈J} на G такая, что (G, T ∗) является

топологической левой (или правой, соответственно) квазигруппой с T ⊂ T ∗, и fi непре-

рывно относительно T ∗ для любого i в J .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.8 квазигрупповые топологии левые (или пра-

вые, соответственно) на левой (или правой, соответственно) квазигруппе частично упорядо-

чены по силе (т. е. по включению), и их семейство образует полную решетку. Мы положим

сначала T0 = T . Потом мы рассмотрим семейство отображений F = {Divl, mG; fi : i ∈ J}
для левой квазигруппы (или F = {Divr, mG; fi : i ∈ J} для правой квазигруппы, или

F = {Divl,Divr, mG; fi : i ∈ J} для квазигруппы соответственно), где Divl(a, b) = a \ b
(или Divr(a, b) = b/a), mG(a, b) = ab для любых a и b в G. По индукции, для любого n ∈ N,

существует слабейшая квазигрупповая топология левая (или правая, или квазигрупповая,

соответственно) Tn+1 на G такая, что fi : (Ai, Tn+1 ∩ Ai) → (Bi, Tn ∩ Bi) непрерывно для

любого i ∈ J и Tn ⊂ Tn+1 (см. также предложение 2.4.3 [30] и теорему 2.5). Существует

супремум T ∗ для {Tn : n ∈ N}. Она является соединением топологий ∨n∈NTn порожден-

ной
⋃

n∈N Tn. Из построения выше вытекает, что T ∗ — это искомая топология. �
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Из теоремы 2.13 вытекает следствие.

Следствие 2.10. Предположим, что G является топологической левой (или правой) ква-

зигруппой с топологией TG, предположим также, что Gi является левой (или правой со-

ответственно) подквазигруппой в G для любого i ∈ Λ, так что Gm ⊂ Gi ⊂ G для любых

i < m в Λ, где Λ — это ординал. Тогда существует слабейшая топология TG;G,V на G такая,

что TG;G,V ⊃ TG; (G, TG;G,V) является топологической левой (или правой, соответственно)

квазигруппой, и отображения ψGGi
, ψGi

Gm
; τGGi

, τGi

Gm
непрерывны для любых i < m в Λ, если G

снабжена топологией TG;G,V; Gi, VG,Gi
, VGi,Gm

рассматриваются с наследственными то-

пологиями из (G, TG;G,V), где G = {Gi : i ∈ Λ}, V = {Vi = VG,Gi
, Vi,m = VGi,Gm

: i < m ∈ Λ}.

Теорема 2.14. Пусть G будет топологической хаусдорфовой левой квазигруппой, пусть

H будет левой подквазигруппой в G, пусть V = VG,H будет левым трансверсальным мно-

жеством для H в G. Пусть G как топологическое пространство будет гомеоморфным

с V ×H , где прямое произведение V ×H снабжено тихоновской топологией произведения.

Тогда отображения τ и ψ непрерывны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть θ : G→ V ×H — это гомеоморфизм. Пусть ρV : V ×H → V
и ρH : V × H → H — это отображения проекций, где H ⊂ G, V ⊂ G, V = VG,H ⊂ G,

H и V снабжены топологиями, наследственными из G. Тогда g = gτgψ, (gτ , gψ) ∈ V × H ,

ρV (g
τ , gψ) = gτ , ρH(g

τ , gψ) = gψ для любых g ∈ G, где gτ = τ(g), gψ = ψ(g). Если v1h1 6= vh
для некоторых v и v1 в V , h и h1 в H , тогда или v 6= v1, или v1 = v и h1 6= h = v \ (vh), так

как (v1H) ∩ (v2H) = ∅ для любых v1 6= v2 в V .

Поэтому τ × ψ : ∆G → V ×H является биективным отображением, где ∆G = {(g, g) ∈
∈ G × G : g ∈ G} — это диагональ в декартовом произведении G × G. Диагональ ∆G

рассматривается в топологии наследственной из G × G, где произведение G × G снабже-

но тихоновской топологией произведения. Поэтому ∆G гомеоморфно G как топологиче-

ское пространство по следствию 2.3.21 [30]. Следовательно, (τ × ψ) ◦mG ◦ θ = θ, где mG

обозначает умножение на G, mG ◦ θ(g) = mG(θ(g)) обозначает композицию отображений,

θ(g) = (vg, hg) ∈ V ×H с vg ∈ V , hg ∈ H , mG(vg, hg) = vghg ∈ G для любого g ∈ G.

Если W открыто в G × G, то существуют открытые подмножества U1,j , U2,j в G
для любого j ∈ J , где J — это множество, такие, что W =

⋃

j∈J U1,j × U2,j . Поэтому

mG(W ) =
⋃

j∈J mG(U1,j , U2,j) =
⋃

j∈J

⋃

u∈U1,j
LuU2,j открыто в G, так как Lu : G→ G — это

гомеоморфизм из G на G как топологического пространства для любых u ∈ G. Отображе-

ния ρV и ρH непрерывны и открыты, и ρV ◦ θ(G) = V , ρH ◦ θ(G) = H . Отображение mG ◦ θ
непрерывно и открыто, так как θ — это гомеоморфизм, mG непрерывно и открыто из G×G
на G. Отсюда вытекает, что (τ × ψ)−1(U) открыто в ∆G для любого U , открытого в V ×H ,

так как θ−1 = θ−1 ◦ m−1
G ◦ (τ × ψ)−1, следовательно, τ × ψ непрерывно, следовательно,

τ = ρV ◦ (τ × ψ) и ψ = ρH ◦ (τ × ψ) непрерывны. �

§ 3. Сокрушающие произведения топологических квазигрупп

В этом параграфе показано, что имеются обширные семейства топологических левых

квазигрупп, которые недискретны. Более того, среди них имеется подкласс топологических

недискретных левых квазигрупп G, для которых существуют левые трансверсальные мно-

жества VG,H левых подквазигрупп H в G таких, что отображения τGH и ψGH непрерывны.

Определение 3.1. Пусть G — левая (или правая) квазигруппа. Тогда можно задать

Com(G) := {a ∈ G : ∀b ∈ G, ab = ba}; (3.1)

Nl(G) := {a ∈ G : ∀b ∈ G, ∀c ∈ G, (ab)c = a(bc)}; (3.2)

Nm(G) := {a ∈ G : ∀b ∈ G, ∀c ∈ G, (ba)c = b(ac)}; (3.3)



512 Факторные и трансверсальные отображения топологических квазигрупп

Nr(G) := {a ∈ G : ∀b ∈ G, ∀c ∈ G, (bc)a = b(ca)}; (3.4)

N(G) := Nl(G) ∩Nm(G) ∩Nr(G); (3.5)

C(G) := Com(G) ∩N(G). (3.6)

При этом N(G) называется ядром (nucleus) для G, а C(G) называется центром для G.

Теорема 3.1. Пусть (Gj, τj) — семейство топологических левых квазигрупп, где Gj — левая

квазигруппа, τj — топология на Gj , j ∈ J , J — множество. Тогда их прямое произведение

G =
∏

j∈J Gj относительно тихоновской топологии произведения τG является топологи-

ческой левой квазигруппой и

N(G) =
∏

j∈J

N(Gj), (3.7)

C(G) =
∏

j∈J

C(Gj). (3.8)

Более того, если (Gj, τj) является T1-пространством для любых j ∈ J , то (G, τ) явля-

ется T1-топологическим пространством, N(G) и C(G) замкнуты в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прямое произведение левых квазигрупп удовлетворяет условию (i)

в определении 1.1, следовательно, G — левая квазигруппа. Умножение и Divl совместно

непрерывны относительно тихоновской топологии произведения, следовательно, G являет-

ся топологической левой квазигруппой.

Заметим, что каждый элемент a ∈ G можно записать в виде a = {aj : ∀j ∈ J, aj ∈ Gj}.

Из формул (3.1)–(3.4) определения 3.1 мы выводим, что

Com(G) := {a ∈ G : ∀b ∈ G, ab = ba} =
∏

j∈J

Com(Gj), (3.9)

так как любые a и b в G имеют вид a = {aj : ∀j ∈ J, aj ∈ Gj} и b = {bj : ∀j ∈ J, bj ∈ Gj},

и так как ab = ba тогда и только тогда, когда ajbj = bjaj для всех j ∈ J ;

Nl(G) := {a ∈ G : ∀b ∈ G, ∀c ∈ G, (ab)c = a(bc)} =
∏

j∈J

Nl(Gj), (3.10)

так как (ab)c = a(bc) тогда и только тогда, когда (ajbj)cj = aj(bjcj) для всех j ∈ J , где c ∈ G
имеет вид c = {cj : ∀j ∈ J, cj ∈ Gj}; и аналогично

Nm(G) =
∏

j∈J

Nm(Gj), (3.11)

Nr(G) =
∏

j∈J

Nr(Gj). (3.12)

Таким образом, формулы (3.7) и (3.8) вытекают из (3.9)–(3.12), (3.5) и (3.6).

Если (Gj , τj) является T1-топологическим пространством для любого j ∈ J , тогда (G, τ)
является T1-топологическим пространством, так как в силу теоремы 2.3.11 [30] произведе-

ние T1-пространств является T1-пространством. Из совместной непрерывности умножения

вытекает, что Com(Gj), Nl(Gj), Nm(Gj), Nr(Gj) замкнуты в (Gj , τj), следовательно, N(Gj)
и C(Gj) замкнуты в (Gj, τj) для любого j ∈ J , следовательно, N(G) и C(G) замкнуты

в (G, τ). �
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Теорема 3.2. Пусть (A, τA) и (B, τB) — топологические левые квазигруппы, пусть также

ξi : A × B × A → B и A × B ∋ (a, b) 7→ φj(a)b ∈ B — (совместно) непрерывные отобра-

жения для любых i ∈ {1, 2} и j ∈ {1, 2, 3}, пусть µ : (A × B)2 → A × B — отображения,

удовлетворяющие уравнениям (3.13)–(3.16):

µ((a1, b1), (a2, b2)) = ((a1a2), [(ξ1(a1, b1, a2)b
(a2)
1 )ξ2(a1, b1, a2)]

{a1}ba12 ) (3.13)

для любых a1, a2 в A; b1, b2 в B, где

ba12 := φ1(a1)b2, (3.14)

b
(a2)
1 := φ2(a2)b1, (3.15)

b
{a1}
2 := φ3(a1)b2, (3.16)

φj : A→ A(B), где A(B) обозначает семейство всех гомеоморфизмов из B на B.

Тогда декартово произведение C = A × B, снабженное тихоновской топологией

произведения τC , вместе с отображением µ является топологической левой квазигруп-

пой (C, τC).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножения в A и B однозначны, следовательно, µ однозначно

и дает умножение в C. Поскольку ξi(a1, b1, a2), φj(a)b являются (совместно) непрерывными

для любых i ∈ {1, 2} и j ∈ {1, 2, 3}, (A, τA) и (B, τB) являются левыми топологическими

квазигруппами, то µ (совместно) непрерывно. Тогда мы рассмотрим уравнение:

µ((a, b), (x, y)) = (c, d), (3.17)

где a ∈ A, c ∈ A, b ∈ B, d ∈ B являются произвольными фиксированными, x ∈ A, y ∈ B —

это элементы, которые требуется выразить через a, b, c, d. Уравнение (3.17) эквивалентно

системе уравнений:

ax = c, (3.18)

[(ξ1(a, b, x)b
(x))ξ2(a, b, x)]

{a}ya = d. (3.19)

Из (3.18) вытекает, что

x = a \ c, (3.20)

так как A является левой квазигруппой. Тогда из (3.19) и (3.20) вытекает, что

[(ξ1(a, b, a \ c)b
(a\c))ξ2(a, b, a \ c)]

{a}ya = d. (3.21)

Уравнение (3.21) преобразуем к виду

ya = z, причем z = [(ξ1(a, b, a \ c)b
(a\c))ξ2(a, b, a \ c)]

{a} \ d, (3.22)

и следовательно,

y = [φ1(a)]
−1z, (3.23)

так как φ1(a) ∈ A(B) и [φ1(a)]
−1 ∈ A(B). Таким образом, уравнение (3.17) имеет един-

ственное решение (x, y), даваемое формулами (3.20), (3.23). Обозначим его

(x, y) = (a, b) \ (c, d). (3.24)

Итак, C является левой квазигруппой. Из (совместной) непрерывности отображений µ,

ξi, φj для любых i ∈ {1, 2} и j ∈ {1, 2, 3}, и формул (3.20), (3.22)–(3.24) вытекает, что

отображение Divl (совместно) непрерывно, где Divl((a, b), (c, d)) = (a, b) \ (c, d). Таким

образом, (C, τC) является топологической левой квазигруппой. �



514 Факторные и трансверсальные отображения топологических квазигрупп

Определение 3.2. Топологическая левая квазигруппа, даваемая теоремой 3.2, будет также

обозначаться C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B и называться сокрушающим произведением топологиче-

ских левых квазигрупп (с сокрушающими отображениями ξ1, ξ2, φ1, φ2, φ3).

Замечание 3.1. Предположим, что выполнены условия теоремы 3.2. Интересно изучить

другое уравнение:

µ((x, y), (a, b)) = (c, d),

где a и c принадлежат A, тогда как b и d принадлежат B, они являются произвольными

фиксированными, а x из A и y из B являются неизвестными, которые требуется найти

в качестве решения, если оно существует. Оно эквивалентно системе:

xa = c, [(ξ1(x, y, a)y
(a))ξ2(x, y, a)]

{x}bx = d. (3.25)

Предположим, что A является квазигруппой. Тогда существует единственное x = c/a в A,

и (3.25) приобретает вид

[(ξ1(c/a, y, a)y
(a))ξ2(c/a, y, a)]

{c/a}bc/a = d. (3.26)

Если даже B является квазигруппой, то очевидно, что могут быть случаи или нескольких

различных решений, или ни одного решения y уравнения (3.26) такого, что

ξ1(c/a, y, a)y
(a) = f/ξ2(c/a, y, a), где f = [φ3(c/a)]

−1(d/bc/a).

В самом деле, существуют A и B такие, что A(B) − Autc(B) 6= ∅ и C(A × B × A,B) −
Homc(A × B × A,B) 6= ∅, где Autc(B) обозначает семейство всех непрерывных автомор-

физмов B, Homc(G,B) обозначает семейство всех непрерывных гомоморфизмов из G в B,

C(G,B) обозначает семейство всех непрерывных отображений из G в B, где G — это то-

пологическая левая квазигруппа (или квазигруппа). Таким образом, C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B
является левой топологической квазигруппой, но в общем случае она может не быть пра-

вой квазигруппой.

Пример 3.1. Пусть A и B — топологические квазигруппы такие, что

card(A(B)− Autc(B)) > card(Autc(B)) > c, (3.27)

card(C(A× B × A,B)− Homc(A×B ×A,B)) > card(Homc(A× B × A,B)) > c, (3.28)

где c = card(R). Поэтому существуют ξi и φj (см. теорему 3.2 и замечание 3.1) такие,

что ξi ∈ C(A × B × A,B) − Homc(A × B × A,B), и φj(A) не содержится в Autc(B) для

любых i ∈ {1, 2} и j ∈ {1, 2, 3}. Следовательно, ξi и φj можно выбрать такими, чтобы C =
= A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B была топологической левой квазигруппой (неассоциативной), но не была

правой квазигруппой.

Пример 3.2. Возьмем специальную ортогональную группу A = SO(n,R) евклидова про-

странства Rn, специальную линейную группу B = SL(m,R) евклидова пространства Rm,

где 1 < n 6 m ∈ N, A и B снабжены топологиями, индуцированными топологией опе-

раторной нормы. Поэтому для них выполнены неравенства (3.27) и (3.28). Следовательно,

существуют топологические левые квазигруппы (неассоциативные) C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B,

которые не являются правыми квазигруппами. Топологическая левая квазигруппа C явля-

ется локально компактной и локально связной, ее малая индуктивная размерность положи-

тельна
(m2−1)n(n−1)

2
= ind (C).
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Пример 3.3. Выберем сепарабельное гильбертово пространство l2 над полем комплексных

чисел C, где C снабжено стандартной топологией, индуцированной мультипликативной

нормой. Существуют унитарная группа A = U(l2) и общая линейная группа B = GL(l2)
на l2, где A и B рассматриваются в топологиях, индуцированных топологией операторной

нормы. Для этих групп выполнены неравенства (3.27) и (3.28). Поэтому существуют их

сокрушающие произведения C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B, которые являются топологическими ле-

выми квазигруппами (неассоциативными), но не являются правыми квазигруппами. Более

того, C локальна связна и не локально компактна, ind (C) = ∞.

Пример 3.4. Предположим, что F — бесконечное недискретное сферически полное поле,

снабженное мультипликативной нормой, удовлетворяющей сильному неравенству треуголь-

ника |a+ b| 6 max(|a|, |b|) для любых a и b в F (см. [32]).

Посредством c0(α,F) = X обозначается банахово пространство состоящее из всех

векторов x = (xj : ∀j ∈ α, xj ∈ F) таких, что для любых ǫ > 0 мощность конечна

card(j ∈ α : |xj| > ǫ) < ℵ0, и оно снабжено нормой |x| = supj∈α |xj |, где α обозначает

(непустое) множество. Существует группа A = IL(X) всех линейных изометрий и общая

линейная группа B = GL(X) на X , снабженные топологиями, индуцированными тополо-

гией операторной нормы, где IL(X) = {g ∈ GL(X) : ∀x ∈ X, |g(x)| = |x|}. Очевидно, что

A и B удовлетворяют неравенствам (3.27) и (3.28), следовательно, существуют их сокру-

шающие произведения C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B такие, что C является топологической левой

квазигруппой, причем C не является правой квазигруппой.

По построению C вполне несвязна, так как F, X , A и B вполне несвязны. Ес-

ли card(α) < ℵ0, а поле F локально компактно, то C локальна компактна. Если или

card(α) > ℵ0, или F не локально компактно, то C не является локально компактной.

Следствие 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.1, и пусть Gj компактна для любого

j ∈ J0 и локально компактна для любого j ∈ J − J0, где J0 ⊂ J . Если J − J0 — конечное

множество, то G локально компактна. Если J − J0 бесконечно, и Gj некомпактна для

любого j ∈ J − J0, то G не является локально компактной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 3.1 G является топологической левой квазигруп-

пой. Согласно теореме 3.3.13 [30] G как топологическое пространство является локально

компактным, если множество J − J0 конечно, но G не локально компактна, если J − J0
бесконечно, и Gj некомпактна для любого j ∈ J − J0. �

Следствие 3.2. Предположим, что выполнены условия теоремы 3.2. Тогда сокрушающее

произведение C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B локально компактно в том и только том случае, когда

A и B локально компактны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение этого следствия очевидно вытекает из теоремы

3.3.13 [30] и теоремы 3.2 данной выше. �

Пример 3.5. Предположим, что выполнены условия теоремы 3.2. Предположим также, что

существуют элемент rA в A и единичный элемент eB в B такие, что arA = a для лю-

бого a ∈ A, eBb = b = beB для любого b ∈ B. Возьмем сокрушающее произведение

топологических левых квазигрупп C = A℘ξ1,ξ2,φ1,φ2,φ3B с сокрушающими отображениями

ξ1, ξ2, φ1, φ2, φ3 такими, что φj(rA) = idB для любого j ∈ {1, 2, 3}, ξi(rA, b, rA) = eB для

любых i ∈ {1, 2} и b ∈ B, где idB(b) = b для любого b ∈ B. Тогда существует вложение

A в C в качестве топологической левой квазигруппы вида (A, eB), а B имеет вложение

в C в качестве топологической левой квазигруппы вида (rA, B). Каждый элемент в C мож-

но кратко записать в виде c = (a, b) = ab, так как (a, eB)(rA, b) = (a, b) = ab. Поэтому
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VC,B = A является левым трансверсальным множеством для B в C. В силу теоремы 3.2

отображения τ(a, b) = a и ψ(a, b) = b для любых a и b в C непрерывны, τ = τCB является

трансверсальным отображением, a = cτ , b = cψ (см. также замечание 1.1).

§ 4. Приложение

Доказательство теоремы 2.5. Если G является топологической левой квазигруппой, то (i)

и (ii) вытекают из совместной непрерывности умножения и Divl, например, если взять Bg =
= {Ug : g ∈ Ug ∈ T (G)}, B =

⋃

{Bg : g ∈ G}, так как отображения Lx, L
−1
x и Rx непрерывны

на G для любого x in G. Свойство (iii) вытекает из того факта, что Bg является базой T (G)
в точке g в G.

Обратно, пусть B является семейством подмножеств левой квазигруппы G, удовлетво-

ряющее условиям (i)–(iii). Доказательство проводится в несколько шагов.

(a). Сначала доказывается, что TB является топологией на G. Если β ⊂ TB, то
⋃

U∈β U ∈
∈ TB по построению TB из B. Тогда мы возьмем произвольные фиксированные W1 и W2

в TB, и зададим W =W1∩W2. Если W непусто, то для любого g в W существуют U1,g ∈ Bg

и U2,g ∈ Bg с U1,g ⊆W1 и U2,g ⊆W2.

Из свойства (iii) вытекает, что существует Ug ∈ Bg с Ug ⊆ U1,g ∩ U2,g, следовательно,

g ∈ Ug ⊆W . Поэтому
⋃

g∈W Ug = W , следовательно, W ∈ TB.

(b). Потом доказывается, что для любых V ∈ TB и ∀g ∈ G выполняется gV ∈ TB

и g \ V ∈ TB. Возьмем произвольное V из TB, тогда V =
⋃

s∈V,Us∈Bs,Us⊆V
Us. С другой

стороны, gUs ∈ Bgs согласно условию (i), g \ Us ∈ Bg\s по условию (ii). Поэтому gV =
=

⋃

s∈V,Us∈Bs,Us⊆V
gUs ∈ TB, g \ V =

⋃

s∈V,Us∈Bs,Us⊆V
(g \ Us) ∈ TB.

(c). Потом доказывается, что умножение совместно непрерывно на G. Для любых g1 и

g2 из G с g = g1g2, V ∈ TB таких, что g ∈ V , для любого Ug ∈ Bg с Ug ⊆ V существуют

Ug1 ∈ Bg1 и Ug2 ∈ Bg2 такие, что Ug1Ug2 ⊆ Ug согласно условию (i), следовательно, Ug1Ug2 ⊆
V , следовательно, умножение на G совместно непрерывно.

(d). Потом доказывается, что Divl совместно непрерывно на G. Для любых g1, g2 из G
с g1 \ g2 = g, V ∈ TB таких, что g ∈ V для любого Ug ∈ Bg с Ug ⊆ V существуют Ug1 ∈ Bg1

и Ug2 ∈ Bg2 , для которых Ug1 \Ug2 ⊆ Ug согласно условию (ii), следовательно, Ug1 \Ug2 ⊆ V ,

следовательно, Divl совместно непрерывно на G.

(e). Если выполнено условие (iv), то для любых g, h из G с g 6= h существует Ug ∈
∈ Bg такое, что h /∈ Ug, следовательно, G является T1-топологической левой квазигруппой.

Обратно, если G является T1-топологической левой квазигруппой, то T (G) = TB(G), где

B — это база топологии, удовлетворяющая условиям (i)–(iii). Поэтому для любых g 6= h в G
существует V ∈ T (G) такое, что g ∈ V , h /∈ V . Следовательно, существует Ug ∈ Bg такое,

что Ug ⊆ V , следовательно,
⋂

Ug∈Bg
Ug = {g}. �

Доказательство теоремы 2.7. Пусть U будет открытой окрестностью для e в G. Из сов-

местной непрерывности умножения и Divl вытекает, что существует V ∈ Be такое, что

(V \ V ) ⊆ U . Возьмем произвольное фиксированное x в clG V , где clG V обозначает за-

мыкание для V в G. Из теоремы 2.5 (i) симметрично для луп вытекает, что V x ∩ V 6= ∅,

следовательно, существуют q1 и q2 в V такие, что q1x = q2. Поэтому x = q1\q2 ∈ V \V ⊆ U ,

следовательно, clG V ⊆ (V \ V ) и следовательно, clG V ⊆ U .

Из теоремы 2.5 (i) и того, что Lq — это гомеоморфизм на G для любого q из G, вытекает,

что для любого q ∈ G и любой открытой окрестности Uq для q существует Vq ∈ Bq такое,

что clG Vq ⊆ Ug. Таким образом, G является топологическим T3-пространством. �
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§ 5. Заключение

Результаты данной статьи можно использовать для дальнейшего изучения структуры

топологических левых (или правых) квазигрупп, их слоений, гомоморфизмов и топологи-

ческих изотопизмов, их приложений в некоммутативной геометрии и топологии. Это также

можно применить для исследования структуры топологических колец. Среди других прило-

жений следует упомянуть теорию операторов и спектральную теорию над неассоциативны-

ми алгебрами, дифференциальные уравнения с частными производными, некоммутативный

математический анализ, некоммутативную геометрию, математическую физику, информа-

тику, теорию алгоритмов, их приложения в других науках и в технике [4, 14, 33–41].
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This article is devoted to studying the structure of topological left (or right) quasigroups, which play

a great role in noncommutative geometry. Quotient and transversal mappings are important in the

theory of differentiable manifolds and topological manifolds. Their transversal and quotient mappings

are investigated. Necessary and sufficient conditions for their continuity are scrutinized. Examples are

given. Homogeneous spaces are investigated related to topological quasigroups and their subquasigroups.

For this purpose, the products of special types of topological left (or right) quasigroups, which are called

smashed, are investigated. They are used to describe an extensive family of topological nondiscrete left

(or right) quasigroups for which transversal mappings are continuous.
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