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В данной работе рассмотрены трансляционно-инвариантные меры Гиббса (ТИМГ) для HC-модели

Блюма–Капеля в случае «обобщенный жезл» на дереве Кэли второго порядка. Найдено прибли-

женное критическое значение θcr такое, что при θ > θcr существует единственная ТИМГ, а при

0 < θ < θcr существуют ровно три ТИМГ в случае «обобщенный жезл» для рассматриваемой

модели. Кроме того, изучена задача (не)экстремальности для этих мер.
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Одна из основных проблем статистической физики — найти для данного гамильтониана

все отвечающие ему меры Гиббса. Мера Гиббса — это фундаментальный закон, определя-

ющий вероятность микроскопического состояния данной физической системы. Она играет

важную роль в определении существования фазового перехода той или иной физической

системы, так как каждой предельной мере Гиббса сопоставляется одна фаза физической

системы, и происходит фазовый переход, когда мера Гиббса не единственна.

Кроме того, известно, что множество всех предельных мер Гиббса образует непустое

выпуклое компактное подмножество в множестве всех вероятностных мер, и каждая точка

этого выпуклого множества однозначно разлагается по его экстремальным точкам. В связи

с этим особый интерес представляет описание всех экстремальных точек этого выпуклого

множества, то есть экстремальных мер Гиббса (см. [1–4]).

В течение последних 10 лет фазовые диаграммы мер Гиббса на дереве Кэли изучались

для многих моделей статистической физики. Например, в работах [5–7] изучали модель

Изинга–Ваннименуса, модель Изинга со смешанными спинами и шаровую модель Изинга.

В частности, еще в [8–11] рассматривается задача экстремальности для λ-модели, моде-

ли Поттса–SOS и модели Блюма–Капеля. В [12–14] изучались p-адические меры Гиббса

для моделей Изинга и Поттса. В [15–17] исследуются основные состояния для λ-модели

и модели Поттса с рассеянными конкурирующими взаимодействиями.

В работе Мазеля и Сухова была введена и изучена модель «hard core» (HC-модель)

на d-мерной решетке Zd (см. [18]). Работы [19–23] посвящены изучению мер Гиббса для

HC-модели с двумя состояниями на дереве Кэли. В частности, в работе [21] дано полное

описание слабо периодических мер Гиббса для HC-модели при любых значениях парамет-

ров в случае нормального делителя индекса 2.

В работе [24] выделены плодородные HC-модели, соответствующие графам «петля»,

«свисток», «жезл» и «ключ». Работы [25–28] посвящены изучению мер Гиббса для пло-

дородных HC-моделей с тремя состояниями на дереве Кэли порядка k > 1. В частности,

в работах [26] и [27] в случаях графов «петля» и «жезл» дано полное описание ТИМГ

на дереве Кэли порядка k = 2 и k = 3 соответственно, а в работе [28] в этих случаях дока-

зано существование не менее трех ТИМГ на дереве Кэли произвольного порядка и изучена

экстремальность ТИМГ при k = 2.

https://doi.org/10.35634/vm220207
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Модель Блюма–Капеля — это двумерная спиновая система, где спин может принимать

три значения: −1, 0, 1. Первоначально она была введена для изучения He3 −He4 фазового

перехода (см. [29]). Можно думать о ней как о системе частиц со спином. Значение σ(x) = 0
спина на узле решетки (или на узле дерева) x будет соответствовать отсутствию частиц

(вакансия), в то время как значения σ(x) = ±1 будут соответствовать присутствию на уз-

ле x частицы со спином ±1 соответственно (см. [29–31]). По поводу других результатов

по модели Блюма–Капеля см., например, [32–35]. В частности, в работе [32] рассмотрены

ТИМГ для модели Блюма–Капеля на дереве Кэли порядка k > 2. Найдено приближенное

критическое значение температуры Tcr такое, что при T > Tcr существует единственная

ТИМГ, а при T < Tcr существуют ровно три ТИМГ для рассматриваемой модели. Кроме

того, изучена задача (не)экстремальности для единственной меры Гиббса. В работе [33]

рассмотрены ТИМГ для модели Блюма–Капеля в случае «жезл» на дереве Кэли порядка

k > 2. Найдено точное критическое значение θcr = 1 такое, что при θ > θcr существует

единственная ТИМГ, а при 0 < θ < θcr существуют ровно три ТИМГ в случае «жезл» для

рассматриваемой модели. Кроме того, изучена задача (не)экстремальности для этих мер.

В настоящей работе рассмотрены ТИМГ для HC-модели Блюма–Капеля в случае «обоб-

щенный жезл» на дереве Кэли порядка k = 2. Найдено приближенное критическое зна-

чение θcr такое, что при θ > θcr существует единственная ТИМГ, а при 0 < θ < θcr
существуют ровно три ТИМГ в случае «обобщенный жезл» для рассматриваемой модели.

Кроме того, изучена задача (не)экстремальности для этих мер.

Структура работы такова: в первом параграфе даны предварительные сведения и систе-

ма функциональных уравнений; во втором параграфе найдено приближенное критическое

значение θcr, что при θ > θcr существует единственная ТИМГ, а при 0 < θ < θcr существуют

ровно три ТИМГ; в третьем и четвертом параграфе изучена (не)экстремальность этих мер.

§ 1. Предварительные сведения и система функциональных уравнений

Дерево Кэли Γk = (V, L) порядка k > 1 — это бесконечное дерево, то есть граф без

циклов, из каждой вершины которого выходит ровно k + 1 ребер, где V есть множество

вершин Γk, L — его множество ребер. Пусть i — функция инцидентности, сопоставляющая

каждому ребру l ∈ L его концевые точки x, y ∈ V . Если i(l) = {x, y}, то вершины x и y на-

зываются ближайшими соседями и обозначаются через 〈x, y〉. Пусть d(x, y), x, y ∈ V , есть

расстояние между вершинами x, y, то есть количество ребер кратчайшего пути, соединяю-

щего x и y.

Рассмотрим модель, где спин принимает значения из множества Φ = {−1, 0, 1}. Тогда

конфигурация σ на V определяется как функция x ∈ V → σ(x) ∈ Φ; множество всех

конфигураций совпадает с Ω = ΦV . Пусть A ⊂ V . Обозначим через ΩA пространство

конфигураций, определенных на множестве A.

Рассмотрим граф с тремя вершинами −1, 0, 1 (на множестве значений σ(x)), который

имеет следующий вид (см. [4, 24]):

обобщенный жезл: {0,−1}, {0, 1}, {−1,−1}, {−1, 1}, {1, 1}.

Гамильтониан модели Блюма–Капеля определяется следующим образом:

H(σ) = J
∑

〈x,y〉, x,y∈V

(σ(x)− σ(y))2, (1.1)

где J ∈ R.

Пусть x0 ∈ V — фиксированная точка. Будем писать x ≺ y, если путь от x0 до y проходит

через x.
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Обозначим:

Wn = {x ∈ V : d(x0, x) = n}, Vn = {x ∈ V : d(x0, x) 6 n}.

Точка y называется «прямым потомком» точки x, если x ≺ y и d(x, y) = 1.

Обозначим через S(x) множество «прямых потомков» точки x ∈ V .

Пусть O = {обобщенный жезл}, G ∈ O. Конфигурация σ называется G-допустимой

конфигурацией на дереве Кэли (в Vn или Wn), если {σ(x), σ(y)} — ребро G для любой

ближайшей пары соседей x, y из V (из Vn). Обозначим множество G-допустимых конфигу-

раций через ΩG (ΩG
Vn

).

Пусть h : x 7→ hx = (h−1,x, h0,x, h1,x) — вектор-функция от x ∈ V \ {x0}. Рассмотрим

вероятностное распределение µ(n) на ΩG
Vn
:

µ(n)(σn) = Z−1
n exp{−βH(σn) +

∑

x∈Wn

hσ(x),x}, (1.2)

где σn ∈ ΩG
Vn

, Zn =
∑

σn∈ΩG
Vn

exp{−βH(σn) +
∑

x∈Wn

hσ(x),x} и hσ,x ∈ R.

Говорят, что вероятностные распределения µ(n), n > 1, согласованы, если

∑

σ(n)

µ(n)(σn−1, σ
(n)) = µ(n−1)(σn−1) (1.3)

для всех n > 1 и σn−1 ∈ ΩG
Vn−1

.

В этом случае существует единственная мера µ на ΩG
V такая, что

µ({σ |Vn
= σn}) = µ(n)(σn),

для всех n > 1 и σn ∈ ΩG
Vn

.

Пусть L(G) — множество ребер графа G. Обозначим через A ≡ AG = (aij)i,j=−1,0,+1

матрицу смежности G, то есть

aij ≡ aGij =

{
1, если {i, j} ∈ L(G),

0, если {i, j} /∈ L(G).

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия на hi,x, при которых вы-

полняется (1.3).

Теорема 1 (см. [33]). Пусть k > 2. Вероятностные распределения µ(n)(σn), n = 1, 2, . . . ,
в (1.2) согласованы тогда и только тогда, когда для любого x ∈ V имеют место следующие

равенства:





z1,x =
∏

y∈S(x)

a1,−1θ
4z−1,y+a1,0θ+a1,1z1,y

a0,−1θz−1,y+a0,0+a0,1θz1,y
,

z−1,x =
∏

y∈S(x)

a−1,−1z−1,y+a−1,0θ+a−1,1θ
4z1,y

a0,−1θz−1,y+a0,0+a0,1θz1,y
,

(1.4)

где θ = exp{−Jβ}, β = 1/T , zi,x = exp(hi,x − h0,x), i = −1, 1.
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§ 2. Tрансляционно-инвариантные меры Гиббса

ТИМГ соответствуют решениям (1.4) с zi,x = zi при всех x ∈ V и i = −1, 1. Для

удобства, обозначим z1 = z1, z−1 = z2. Тогда система уравнений (1.4) в случае «обобщенный

жезл» имеет вид





z1 =
(

θ+z1+θ4z2
θz1+θz2

)k

,

z2 =
(

θ+θ4z1+z2
θz1+θz2

)k

,

(2.1)

Пусть z1 = z2 = z. Тогда из (2.1) получим

z =

(
θ + (1 + θ4)z

2θz

)k

, (2.2)

и справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Пусть k > 2. Для любого θ > 0 уравнение (2.2) имеет единственное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем уравнение (2.2) в виде

z = f(z), (2.3)

где

f(z) =

(
θ + (1 + θ4)z

2θz

)k

.

Заметим, что производная функции f(z)

f ′(z) = k

(
θ + (1 + θ4)z

2θz

)k−1(
− 1

2z2

)
< 0,

то есть функция f(z) является убывающей при z > 0. Значит, уравнение (2.3) имеет един-

ственное решение z∗ = z∗(k, θ) для любой θ > 0. �

Далее, вычитая из первого уравнения системы (2.1) второе, получаем

(z1 − z2)

[
1− (1− θ4)

(θ + z1 + θ4z2)
k−1 + . . .+ (θ + θ4z1 + z2)

k−1

(θz1 + θz2)k

]
= 0. (2.4)

Следовательно, z1 = z2 или

θk(z1 + z2)
k = (1− θ4)

(
(θ + z1 + θ4z2)

k−1 + . . .+ (θ + θ4z1 + z2)
k−1

)
. (2.5)

Для z1 = z2 = z из леммы 1 получим, что система (2.1) имеет единственное реше-

ние (z∗, z∗).
Рассмотрим случай, когда k = 2. В этом случае справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Для HC-модели Блюма–Капеля в случае «обобщенный жезл» существует θcr ≈
≈ 0.6589252, такое, что при θ > θcr существует единственная ТИМГ µ0; при 0 < θ < θcr
существуют три ТИМГ µ0, µ1, µ2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.4) при k = 2 получим

(z1 − z2)

(
1− (1− θ4)

2θ + (z1 + z2) + θ4(z1 + z2)

θ2(z1 + z2)2

)
= 0.

Из леммы 1 известно, что в случае z1 = z2 при любых θ > 0 для модели (1.2) существует

единственная ТИМГ µ0.

Пусть z1 6= z2. Тогда

θ2(z1 + z2)
2 = (1− θ4)(2θ + (z1 + z2) + θ4(z1 + z2)).

Отсюда

θ2(z1 + z2)
2 − (1− θ8)(z1 + z2) + 2θ(θ4 − 1) = 0.

Решив это уравнение относительно z1 + z2, получим

(z1 + z2)1,2 =
1− θ8 ±

√
D(θ)

2θ2
= ϕ1,2(θ), (2.6)

где

D(θ) = θ16 − 2θ8 − 8θ7 + 8θ3 + 1.

По известной теореме Декарта о количестве положительных корней многочлена много-

член D(θ) имеет не более двух положительных корней (см. [36]). Разложим многочлен D(θ)
на множители

D(θ) = (θ − 1)(θ + 1)(θ2 + 1)(θ12 + θ8 − θ4 − 8θ3 − 1).

Отсюда один из корней θ = 1, а второй корень является корнем многочлена

θ12 + θ8 − θ4 − 8θ3 − 1,

то есть θ ≈ 1.23842. Это также можно увидеть из рис. 1, a.

Тогда D(θ) > 0, если θ ∈ (0; 1)
⋃
(1.23842;+∞) (см. рис. 1, a).

Очевидно, что при θ ∈ (0; 1) функция ϕ1(θ) =
1−θ8+

√
D(θ)

2θ2
> 0.

Пусть θ ∈ (1.23842;+∞). Тогда покажем, что ϕ1(θ) =
1−θ8+

√
D(θ)

2θ2
< 0. Действительно,

из последнего неравенства получим
√

D(θ) < θ8 − 1. Отсюда D(θ) < (θ8 − 1)2, так как

θ8 − 1 > 0 при θ ∈ (1.23842;+∞). Тогда из неравенства D(θ) = (θ8 − 1)2 − 8θ3(θ4 − 1) <
< (θ8 − 1)2 получим неравенство θ4 − 1 > 0, которое верно при всех θ ∈ (1.23842;+∞).

При θ ∈ (0; 1)
⋃
(1.23842;+∞) ϕ2(θ) =

1−θ8−
√

D(θ)

2θ2
< 0. Проверим ϕ2(θ) < 0. Это нера-

венство очевидно при θ ∈ (1.23842;+∞). Пусть θ ∈ (0; 1). Тогда из неравенства ϕ2(θ) < 0
получим 1−θ8−

√
D(θ) < 0. Так как θ ∈ (0; 1), то (1−θ8)2 < D(θ) = (θ8−1)2−8θ3(θ4−1).

Тогда получим 1− θ4 > 0 — верное неравенство.

Таким образом, z1 + z2 = ϕ1(θ) при θ ∈ (0; 1). Отсюда с учетом первого из уравне-

ний (2.1) получим квадратное уравнение относительно z1, то есть

(1− θ4)2z21 + (2(θ + θ4ϕ1(θ))(1− θ4)− θ2ϕ2
1(θ))z1 + (θ + θ4ϕ1(θ))

2 = 0. (2.7)

Здесь

D1(θ) = [2(θ + θ4ϕ1(θ))(1− θ4)− θ2ϕ2
1(θ)]

2 − 4(1− θ4)2(θ + θ4ϕ1(θ))
2 > 0,
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(a) (b)

Рис. 1. (a) график функции D(θ); (b) график функции D1(θ)

т. е.

D1(θ) = θ2ϕ2
1(θ)(1− θ4)((1− 3θ4)ϕ1(θ)− 2θ) > 0,

при 0 < θ < θcr ≈ 0.6589252 (см. рис. 1, b).

Значит, уравнение (2.7) имеет два положительных решения при 0 < θ < θcr ≈ 0.6589252:

z
(1)
1 (θ) =

1

2
ϕ1(θ) +

√
D1(θ)

2(1− θ4)2
, z

(2)
1 (θ) =

1

2
ϕ1(θ)−

√
D1(θ)

2(1− θ4)2
. (2.8)

Компьютерный и громоздкий аналитический анализ показывает, что

lim
θ→+∞

z
(1)
1 (θ) = +∞, lim

θ→+∞
z
(2)
1 (θ) = 0, lim

θ→θcr
z
(1)
1 (θ) = lim

θ→θcr
z
(2)
1 (θ) =

1

2
ϕ1(θcr) ≈ 1.5166642,

и z
(1)
1 > 0, z

(2)
1 > 0 (см. рис. 2, a).

Так как z1 + z2 = ϕ1(θ), то

z
(1)
2 = z

(2)
1 , z

(1)
1 = z

(2)
2 ,

то есть решения системы (z1, z2) и (z2, z1) симметричны. Этим решениям соответствуют,

по теореме 1, ТИМГ µ1, µ2. �

§ 3. Условия не экстремальности мер µ0, µ1, µ2

Чтобы проверить не экстремальность меры, воспользуемся методом из работ [37–39].

Для этого рассмотрим цепы Маркова с состояниями {−1, 0, 1} и матрицу Pµ вероятностных

переходов Pσ(x)σ(y), определенную данной ТИМГ µ, то есть Pσ(x)σ(y) — вероятность сдвига

от состояния σ(x) к состоянию σ(y).
Достаточным условием не экстремальности меры Гиббса, соответствующей матрице Pµ

является то, что kλ2
2 > 1, где λ2 — это второе по модулю максимальное собственное значе-

ние матрицы Pµ (условие Кестена–Стигума).
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Чтобы проверить это условие, надо знать явный вид решения системы (2.1). Точные

решения мы знаем пока только при k = 2.
Ясно, что при k = 2 система уравнений (2.1) при θ > θcr ≈ 0.6589252 имеет единствен-

ное решение (z∗, z∗), где z∗ — единственное решение уравнения

z =

(
θ + (1 + θ4)z

2θz

)2

, (3.1)

и при 0 < θ < θcr ≈ 0.6589252 имеет три решения (z∗, z∗), (z1, z2), (z2, z1), где z1 и z2
определены следующими формулами:

z1 =
1

2
ϕ1(θ) +

√
D1

2(1− θ4)2
, z2 =

1

2
ϕ1(θ)−

√
D1

2(1− θ4)2
. (3.2)

Найдем условия не экстремальности мер, соответствующим этим решениям. Для этого

рассмотрим

Pσ(x)σ(y) =
aσ(x),σ(y) exp{−Jβ(σ(x)− σ(y))2 + hσ(y)}∑

σ̃(y)∈{−1,0,1} aσ(x),σ̃(y) exp{−Jβ(σ(x)− σ̃(y))2 + hσ̃(y)}
.

В этом случае G = «обобщенный жезл»,

a−1,−1 = 1, a−1,0 = 1, a−1,1 = 1,

a0,−1 = 1, a0,0 = 0, a0,1 = 1,

a1,−1 = 1, a1,0 = 1, a1,1 = 1.

Отсюда, получаем

P−1,−1 =
z2

z2 + θ + θ4z1
, P−1,0 =

θ

z2 + θ + θ4z1
, P−1,1 =

θ4z1
z2 + θ + θ4z1

,

P0,−1 =
z2

z2 + z1
, P0,0 = 0, P0,1 =

z1
z2 + z1

,

P1,−1 =
θ4z2

θ4z2 + θ + z1
, P1,0 =

θ

θ4z2 + θ + z1
, P1,1 =

z1
θ4z2 + θ + z1

.

Следовательно,

P =




z2
z2+θ+θ4z1

θ
z2+θ+θ4z1

θ4z1
z2+θ+θ4z1

z2
z2+z1

0 z1
z2+z1

θ4z2
θ4z2+θ+z1

θ
θ4z2+θ+z1

z1
θ4z2+θ+z1


. (3.3)

Ясно, что одно из собственных значений этой матрицы s3 = 1. Найдем s1 и s2:

det(P − sE) = 0 ⇒
(s− 1)((z1 + z2)(θ

4z1 + θ + z2)(θ
4z2 + θ + z1)s

2 +

+ (z1 + z2)((θ
8 − 1)z1z2 + θ5(z1 + z2) + θ2)s+ 2θz1z2(θ

4 − 1)) = 0.

(3.4)

Сначала проверим условие не экстремальности мер µ1, µ2 соответствующих решениям

(z1, z2), (z2, z1) соответственно. Для этого, разделив левую часть последнего уравнения на

s− 1, получим квадратное уравнение

(z1 + z2)(θ
4z1 + θ + z2)(θ

4z2 + θ + z1)s
2 +

+ (z1 + z2)((θ
8 − 1)z1z2 + θ5(z1 + z2) + θ2)s+ 2θz1z2(θ

4 − 1) = 0.
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(a) (b)

Рис. 2. (a) графики функций z∗(θ) (непрерывная кривая), z1(θ) (штрихованная кривая),

z2(θ) (пунктирная кривая); (b) график функции D2

Решения этого квадратного уравнения имеют вид

s1,2 =
−(z1 + z2)((θ

8 − 1)z1z2 + θ5(z1 + z2) + θ2)±
√
D2

2(z1 + z2)(θ4z1 + θ + z2)(θ4z2 + θ + z1)
,

где

D2 =
[
(z1 + z2)((θ

8 − 1)z1z2 + θ5(z1 + z2) + θ2)
]2 −

− 8θz1z2(θ
4 − 1)(z1 + z2)(θ

4z1 + θ + z2)(θ
4z2 + θ + z1) > 0

при θ > 0 (см. рис. 2, b).

При 0 < θ < θcr с помощью программы Maple можно увидеть, что

max{|s1|, |s2|} = |s1|

(см. рис. 3, a).

Отсюда следует, что |s2| < |s1| < s3 = 1. Теперь проверим условие: ks21 > 1. С по-

мощью программы Maple можно увидеть, что последнее неравенство выполняется при

θ ∈ (0.3716768; θcr) (см. рис. 3, b).

Но неравенство |s1| < 1 верно при 0 < θ < 0.4782031 (см. рис. 4, a). Следовательно, при

0.3716768 < θ < 0.4782031 меры µ1, µ2 не являются экстремальными.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть k = 2. Тогда для HC-модели Блюма–Капеля в случае «обобщенный жезл»

меры µ1, µ2 при θ ∈ (0.3716768; 0.4782031) не являются экстремальными.

Далее, при k = 2 проверим условие не экстремальности единственной меры µ0, соответ-

ствующей единственному решению уравнения (2.2). В этом случае уравнение (3.4), после

деления его на s− 1, превратится в квадратное уравнение

2z(θ4z + θ + z)2s2 + 2z(θ4z + θ − z)(θ4z + θ + z)s+ 2θ(θ4 − 1)z2 = 0,
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(a) (b)

Рис. 3. (a) график функции |s1| − |s2|; (b) график функции 2s21 − 1

т. е.

(θ4z + θ + z)2s2 + (θ4z + θ − z)(θ4z + θ + z)s+ θ(θ4 − 1)z = 0,

дискриминант и решения которого имеют следующий вид:

D3 = (θ4z + θ + z)2(θ4z − θ − z)2, s1 = − (θ4 − 1)z

θ4z + θ + z
, s2 = − θ

θ4z + θ + z
,

где z — решение уравнения (3.1). Найдем max{|s1|, |s2|}:

|s1| − |s2| =
|θ4 − 1|z

θ4z + θ + z
− θ

θ4z + θ + z
=

|θ4 − 1|z − θ

θ4z + θ + z
.

С помощью программы Maple можно увидеть, что при θ ∈ (0; 0.8191721)∪ (1.1192526;+∞)
max{|s1|, |s2|} = |s1|, а при θ ∈ (0.8191721; 1.1192526) max{|s1|, |s2|} = |s2| (см. рис. 4, b).

Пусть θ ∈ (0; 0.8191721) ∪ (1.1192526;+∞). В этом случае проверим условие Кестена–

Стигума не экстремальности меры µ0: 2s
2
1 > 1. С помощью формулы Кардано решим урав-

нение (2.2). Оно имеет одно вещественное решение:

z =
1

12

3
√

A+ 24
√
3
√
Bθ5 + C

θ2
+

1

12

E

θ2
3
√
A+ 24

√
3
√
Bθ5 + C

+
1

12

F

θ2
, (3.5)

где

A = θ24 + 6θ20 + 15θ16 + 36θ15 + 20θ12 + 108θ11 + 15θ8,

B =
θ12 + 3θ8 + 3θ4 + 27θ3 + 1

θ
,

C = 108θ7 + 216θ6 + 6θ4 + 36θ3 + 1,

E = θ16 + 4θ12 + 6θ8 + 24θ7 + 4θ4 + 24θ3 + 1,

F = θ8 + 2θ4 + 1.
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(a) (b)

Рис. 4. (a) график функции |s1| − 1; (b) график функции |s1| − |s2|

Чтобы определить интервал не экстремальности этой меры, проверим условие

2s1
2 − 1 = 2 ·

(
(θ4 − 1)z

θ4z + θ + z

)2

− 1 > 0,

где z имеет вид (3.5). С помощью программы Maple можно увидеть, что последнее нера-

венство верно при θ ∈ (0; 0.49329763)∪ (1.5955653;+∞), то есть при этом условии мера µ0

не является экстремальной (см. рис. 5, a).

Пусть теперь 0.8191721 < θ < 1.1192526. В этом случае |s1| < |s2| < s3 = 1. Тогда

условие не экстремальности меры µ0: 2s
2
2 > 1.

Чтобы определить интервал не экстремальности меры µ0 в случае двойного неравенства

0.8191721 < θ < 1.1192526, проверим условие

2s22 − 1 = 2

(
θ

θ4z + θ + z

)2

− 1 > 0,

где z имеет вид (3.5). С помощью программы Maple можно увидеть, что последнее неравен-

ство не имеет решений, то есть при 0.8191721 < θ < 1.1192526 мера µ0 заведомо является

экстремальной (см. рис. 5, b). Это мы проверим в наших дальнейших исследованиях.

Таким образом, верна следующая теорема.

Теорема 4. Пусть k = 2. Тогда для HC-модели Блюма–Капеля в случае «обобщенный жезл»

мера µ0 при θ ∈ (0; 0.49329763)
⋃
(1.5955653;+∞) не является экстремальной.

§ 4. Условия экстремальности мер µ0, µ1, µ2

Для исследования экстремальности известны методы из работы [38]. Проведем необ-

ходимые определения из работы [38]. Если удалить произвольное ребро 〈x0, x1〉 = l ∈ L
из дерева Кэли Γk, то оно разбивается на две компоненты Γk

x0 и Γk
x1 , каждая из которых

называется полубесконечным деревом или полудеревом Кэли.

Рассмотрим конечное полное поддерево ℑ, которое содержит все начальные точки по-

лудерева Γk
x0 . Граница ∂ℑ поддерева ℑ состоит из ближайших соседей его вершин, которые
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(a) (b)

Рис. 5. (a) график функции 2s21 − 1; (b) график функции 2s22 − 1

лежат в Γk
x0 \ ℑ. Мы отождествляем поддерево ℑ с множеством его вершин. Через E(A)

обозначим множество всех ребер A и ∂A.

В работе [38] введены две ключевые величины: κ и γ, которые играют важную роль

для исследования экстремальности ТИМГ. Эти величины являются свойствами множе-

ства мер Гиббса {µτ
ℑ}, где граничное условие τ фиксировано, и ℑ является произволь-

ным начальным полным конечным поддеревом Γk
x0 . Для данного начального поддерева Γk

x0

и вершины x ∈ ℑ мы будем писать ℑx для (максимального) поддерева ℑ с начальной

точкой в x. Когда x не является начальной точкой ℑ, через {µs
ℑ} обозначим меру Гибб-

са, в которой «предок» x имеет спин s и конфигурация на нижней границе ℑx (то есть

на ∂ℑ\{«предок» x}) задается через Γ.

Для двух мер на Ω через µ1 и µ2 обозначим расстояние по норме

‖ µ1 − µ2 ‖x=
1

2

∑

i∈{−1,0,+1}

|µ1(σ(x) = i)− µ2(σ(x) = i)|.

Пусть ηx,s есть конфигурация η со спином в x установленная в s.

Следуя [38], определим

κ ≡ κ(µ) = sup
x∈Γk

max
x,s,s′

‖ µs
ℑx

− µs′

ℑx
‖x,

γ ≡ γ(µ) = sup
A⊂Γk

max
y,s,s′

‖ µηy,s

A − µηy,s
′

A ‖x,

где максимум берется по всем граничным условиям η, всем y ∈ ∂A, всем соседям x ∈ A
вершины y и всем спинам s, s′ ∈ {−1, 0, 1}.

Сначала найдем условие экстремальности меры µ0.

Заметим, что κ имеет особенно простую формулу

κ =
1

2
max

∑

l∈{−1,0,1}

|Pil − Pjl|.
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Отсюда ясно, что |Pil − Pjl| = 0 при i = j. Используя [38], при i 6= j вычислим

∑

l∈{−1,0,1}

|Pil − Pjl|.

Если i = −1, j = 0, то

∑

l∈{−1,0,1}

|P−1l − P0l| =
|(θ4 − 1)z + θ | +|(θ4 − 1)z − θ | +2θ

2(z + θ + θ4z)
.

Получаем следующие случаи:

(1) если θ ∈ (0; 0.8191725], то (θ4 − 1)z+ θ 6 0 и (θ4 − 1)z− θ < 0 (см. рис. 6, a, b); тогда

∑

l∈{−1,0,1}

|P−1l − P0l| =
(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
;

(2) если θ ∈ (0.8191725; 1.1192527], то (θ4−1)z+θ > 0 и (θ4−1)z−θ 6 0 (см. рис. 6, a, b);

тогда

∑

l∈{−1,0,1}

|P−1l − P0l| =
2θ

z + θ + θ4z
;

(3) если θ ∈ (1.1192527;+∞), то (θ4 − 1)z + θ > 0 и (θ4 − 1)z − θ > 0 (см. рис. 6, a, b);

тогда

∑

l∈{−1,0,1}

|P−1l − P0l| =
(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
.

Если i = −1, j = 1, то

∑

l∈{−1,0,1}

|P−1l − P1l| =
2|θ4 − 1|z
z + θ + θ4z

=





2(1− θ4)z

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 1,

2(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
, θ > 1.

Если i = 0, j = 1, то как в случае i = −1, j = 0

∑

l∈{−1,0,1}

|P0l − P1l| =
|(θ4 − 1)z + θ|+ |(θ4 − 1)z − θ|+ 2θ

2(z + θ + θ4z)
=

=





(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 0.8191725,

2θ

z + θ + θ4z
, 0.8191725 < θ 6 1.1192527,

(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
, θ > 1.1192527.
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(a) (b)

Рис. 6. (a) график функции (θ4 − 1)z + θ; (b) график функции (θ4 − 1)z − θ

Таким образом,

∑

l∈{−1,0,+1}

|Pil − Pjl| =

=





(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 0.8191725, i, j = −1, 0 или i, j = 0, 1,

2θ

z + θ + θ4z
, 0.8191725 < θ 6 1.1192527, i, j = −1, 0 или i, j = 0, 1,

2(1− θ4)z

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 1, i, j = −1, 1,

2(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
, θ > 1, i, j = −1, 1,

(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
, θ > 1.1192527, i, j = −1, 0 или i, j = 0, 1.

Найдем κ.

(1) При 0 < θ 6 0.8191725

(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
− 2(1− θ4)z

z + θ + θ4z
=

(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
6 0.

Тогда

κ =
(1− θ4)z

z + θ + θ4z
.

(2) При 0.8191725 < θ 6 1

2θ

z + θ + θ4z
− 2(1− θ4)z

z + θ + θ4z
=

2((θ4 − 1)z + θ)

z + θ + θ4z
> 0.
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Тогда

κ =
θ

z + θ + θ4z
.

(3) При 1 < θ 6 1.1192527

2θ

z + θ + θ4z
− 2(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
= −2((θ4 − 1)z − θ)

z + θ + θ4z
> 0.

Тогда

κ =
θ

z + θ + θ4z
.

(4) При θ > 1.1192527

2(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
− (θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
=

(θ4 − 1)z − θ

z + θ + θ4z
> 0.

Тогда

κ =
(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
.

Откуда получим, что

(1) при 0 < θ 6 0.8191725

κ =
(1− θ4)z

z + θ + θ4z
;

(2) при 0.8191725 < θ 6 1.1192527

κ =
θ

z + θ + θ4z
;

(3) при θ > 1.1192527

κ =
(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
.

Теперь оценку для γ, подобно работе [38, с. 15], будем искать в следующем виде:

γ = max{‖ µηy,1

A − µηy,0

A ‖x, ‖ µηy,1

A − µηy,−1

A ‖x, ‖ µηy,0

A − µηy,−1

A ‖x},
где

‖ µηy,1

A − µηy,0

A ‖x =
1

2

∑

s∈{−1,0,+1}

|µηy,1

A (σ(x) = s)− µηy,0

A (σ(x) = s)| =

=
1

2
(|P1,−1 − P0,−1|+ |P1,0 − P0,0|+ |P1,1 − P0,1|) =

=
1

2

|(θ4 − 1)z + θ|+ |(θ4 − 1)z − θ|+ 2θ

2(z + θ + θ4z)
=

=





1

2

(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 0.8191725,

θ

z + θ + θ4z
, 0.8191725 < θ 6 1.1192527,

1

2

(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
, θ > 1.1192527;
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‖ µηy,1

A − µηy,−1

A ‖x=
1

2

∑

l∈{−1,0,1}

|P1,l − P−1,l| =





(1− θ4)z

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 1,

(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
, θ > 1;

‖ µηy,0

A − µηy,−1

A ‖x =
1

2

∑

l∈{−1,0,+1}

|P0,l − P−1,l| =

=
1

2

|(θ4 − 1)z + θ | + | (θ4 − 1)z − θ|+ 2θ

2(z + θ + θ4z)
=

=





1

2

(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
, 0 < θ 6 0.8191725,

θ

z + θ + θ4z
, 0.8191725 < θ 6 1.1192527,

1

2

(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z
, θ > 1.1192527.

Следовательно,

(1) при 0 < θ 6 0.8191725 получим

γ = max

{
1

2

(1− θ4)z + θ

z + θ + θ4z
,
(1− θ4)z

z + θ + θ4z

}
=

(1− θ4)z

z + θ + θ4z
;

(2) при 0.8191725 < θ 6 1 получим

γ = max

{
θ

z + θ + θ4z
,
(1− θ4)z

z + θ + θ4z

}
=

θ

z + θ + θ4z
;

(3) при 1 < θ 6 1.1192527 получим

γ = max

{
θ

z + θ + θ4z
,
(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z

}
=

θ

z + θ + θ4z
;

(4) при θ > 1.1192527 получим

γ = max

{
(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
,
1

2

(θ4 − 1)z + θ

z + θ + θ4z

}
=

(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
.

Таким образом, получим, что

(1) при 0 < θ 6 0.8191725

γ =
(1− θ4)z

z + θ + θ4z
;

(2) при 0.8191725 < θ 6 1.1192527

γ =
θ

z + θ + θ4z
;
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(3) при θ > 1.1192527

γ =
(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z
.

Теперь для меры µ0 проверим условие экстремальности: 2κγ < 1.

(1) При 0 < θ 6 0.8191725 это условие имеет вид

2κγ − 1 = 2 ·
(

(1− θ4)z

z + θ + θ4z

)2

− 1 < 0.

Это неравенство верно при 0.4932976 < θ < 1.5955653 (см. рис. 5, a). Тогда

0.4932976 < θ 6 0.8191725.

(2) При 0.8191725 < θ 6 1.1192527 это условие имеет вид

2κγ − 1 = 2 ·
(

θ

z + θ + θ4z

)2

− 1 < 0.

Это неравенство верно при θ > 0 (см. рис. 5, b). Тогда

θ ∈ (0.8191725; 1.1192527].

(3) При θ > 1.1192527 это условие имеет вид

2κγ − 1 = 2 ·
(

(θ4 − 1)z

z + θ + θ4z

)2

− 1 < 0.

Это неравенство верно при 0.4932976 < θ < 1.5955653 (см. рис. 5, a). Тогда

1.1192527 < θ < 1.5955653.

Итак, верна следующая теорема.

Теорема 5. Пусть k = 2. Тогда для HC-модели Блюма–Капеля в случае «обобщенный жезл»

мера µ0 при 0.4932976 < θ < 1.5955653 является экстремальной.

Аналогичным методом для экстремальности мер µ1, µ2 можно получить следующую

теорему.

Теорема 6. Пусть k = 2. Тогда для HC-модели Блюма–Капеля в случае «обобщенный жезл»

меры µ1, µ2 при 0.5526914 < θ < θcr ≈ 0.6589252 являются экстремальными.

Замечание 1. Для мер µ1, µ2 при θ ∈ (0; 0.3716768) ∪ (0.4782031; 0.5526914) задача

(не)экстремальности пока остается открытой.
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In this paper, we consider translation-invariant Gibbs measures (TIGM) for the Blume–Capel HC-model

in the case of a “generalized wand” on a second-order Cayley tree. An approximate critical value of θcr is

found such that for θ > θcr there is only one TIGM, and for 0 < θ < θcr there are exactly three TIGMs in

the case of “generalized wand” for the model under consideration. In addition, the (non)extreme problem

for these measures is studied.
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