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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНЫХ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ ВЫСОКОГО ЧЕТНОГО ПОРЯДКА

В данной статье для одного дифференциального уравнения в частных производных высокого чет-

ного порядка с оператором Бесселя в прямоугольной области сформулированы две нелокальные

начально-граничные задачи. Исследована корректность одной из поставленных задач. При этом

применением метода разделения переменных к изучаемой задаче получена спектральная задача для

обыкновенного дифференциального уравнения высокого четного порядка. Доказана самосопряжен-

ность последней задачи, откуда следует существование системы ее собственных функций, а также

ортонормированность и полнота этой системы. Далее, построена функция Грина спектральной зада-

чи, с помощью чего она эквивалентно сведена к интегральному уравнению Фредгольма второго рода

с симметричным ядром. С помощью этого интегрального уравнения и теоремы Мерсера исследо-

вана равномерная сходимость некоторых билинейных рядов, зависящих от найденных собственных

функций. Установлен порядок коэффициентов Фурье. Решение изучаемой задачи выписано в виде

суммы ряда Фурье по системе собственных функций спектральной задачи. Доказана равномерная

сходимость этого ряда, а также рядов, полученных из него почленным дифференцированием. Мето-

дом спектрального анализа доказана единственность решения задачи. Получена оценка для решения

задачи, откуда следует его непрерывная зависимость от заданных функций.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение четного порядка, нелокальная задача, функция Гри-
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§ 1. Введение. Постановка задач

Теория дифференциальных уравнений в частных производных, в силу многочислен-

ных приложений в науке и технике (см. например, [1–5]), развивается быстрыми темпами

в различных направлениях. В настоящее время исследователи все чаще обращают внима-

ние на дифференциальные уравнения в частных производных высокого четного порядка.

Вышли из печати многочисленные научные работы, в которых сформулированы и изучены

начальные и начально-граничные задачи для таких уравнений. Например, в работах [6, 7]

для уравнений четвертого порядка, а в работах [8,9] для уравнений произвольного высокого

четного порядка, содержащих соответственно сингулярный коэффициент и дифференциаль-

ный оператор Римана–Лиувилля дробного порядка по временной переменной, исследованы

начальные задачи в полуплоскости и найдены формулы решения изученных задач. В рабо-

тах [10–16] для уравнений четвертого порядка в прямоугольнике исследована однозначная

разрешимость начально-граничных задач с различными локальными краевыми условиями

на боковых сторонах прямоугольника.

Очевидно, что при рассмотрении начально-граничных задач для дифференциальных

уравнений высокого четного порядка в прямоугольнике, с ростом порядка производной

по пространственной переменной x, увеличивается количество вариантов граничных усло-

вий, задаваемых на боковых сторонах прямоугольника. В этой связи здесь появляется про-

блема выделения граничных условий, в которых соответствующие начально-граничные за-
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дачи для рассматриваемого дифференциального уравнения были бы однозначно разреши-

мыми. В работах [17–21] для некоторых дифференциальных уравнений в частных произ-

водных высокого четного порядка в прямоугольнике D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T}
предложено несколько вариантов таких граничных условий. А именно, в работах [17, 18]

в прямоугольнике D исследованы начально-граничные задачи для уравнений

(

∂2u/∂t2
)

∓
(

∂2ku/∂x2k
)

= f(x, t), k > 2,

со следующими двумя вариантами граничных условий:

(

∂2m/∂x2m
)

u (0, t) =
(

∂2m/∂x2m
)

u (l, t) = 0, m = 0, k − 1, 0 6 t 6 T ;
(

∂2m+1/∂x2m+1
)

u (0, t) =
(

∂2m+1/∂x2m+1
)

u (l, t) = 0, m = 0, k − 1, 0 6 t 6 T ;
(1.1)

а в работе [19] для уравнения

(

∂2ku/∂t2k
)

−
(

∂2ku/∂x2k
)

= 0

исследована задача с граничными условиями

(∂m/∂xm) u (0, t) = (∂m/∂xm) u (l, t) = 0, m = 0, k − 1, 0 6 t 6 T.

В работах [20, 21] для уравнения

(

∂2u/∂t2
)

+ (2γ/t) (∂u/∂t) + (−1)k
(

∂2ku/∂x2k
)

= f (x, t)

в области D при l = 1 соответственно поставлены начально-граничные задачи со следую-

щими группами граничных условий:

(∂m/∂xm) u (0, t) =
(

∂k+m/∂xk+m
)

u (1, t) = 0, m = 0, k − 1, 0 6 t 6 T ;
(

∂2m/∂x2m
)

u (0, t) =
(

∂2m+1/∂x2m+1
)

u (1, t) = 0, m = 0, k − 1, 0 6 t 6 T.
(1.2)

Задачи с условиями вида (1.1) по переменным x и t изучены также в работах [22] и [23]

соответственно для уравнений

(

∂2ku/∂t2k
)

−
(

∂2ku/∂x2k
)

= 0

и

(−1)k
(

∂2ku/∂x2k
)

+ (−1)n
(

∂2nu/∂t2n
)

+ qu = λu,

а также для уравнения смешанного типа

(

∂2nu/∂x2n
)

+ sign t
(

∂2nu/∂t2n
)

= 0

в [24]. В работе [25] рассмотрены задачи с краевыми условиями типа (1.2) для параболиче-

ского уравнения

(∂u/∂t) + (−1)k
(

∂2ku/∂x2k
)

= f (x, t).

В работе [26] изучена разрешимость начально-краевых задач с условиями типа (1.2) по вре-

менной переменной для одного класса уравнений составного (соболевского) типа второго

порядка по пространственным переменным и 2k-го порядка по временной переменной.

Как видно, во всех работах, перечисленных выше, начально-граничные задачи изучены

лишь с несколькими вариантами локальных граничных условий. Более того, существует
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ограниченное количество работ, в которых рассмотрены начально-граничные задачи с нело-

кальными граничными условиями. Например, в работе [27] для квазилинейного уравнения
(

∂2u/∂t2
)

− a2
(

∂2ku/∂x2k
)

= f (t, x, u) в DT = {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < π}
рассмотрена задача с периодическими условиями вида

(

∂ju/∂xj
)∣

∣

x=0
=
(

∂ju/∂xj
)∣

∣

x=π
, j = 0, 1, . . . , 2k − 1, 0 6 t 6 T.

В работах [28] и [29] в четырехугольнике доказаны теоремы о существовании и единствен-

ности обобщенного решения одной задачи с нелокальными условиями как по простран-

ственной переменной x, так и по временной переменной t, для линейных уравнений выс-

шего порядка смешанного и параболического типов соответственно, а в работе [30] для

одного многомерного уравнения изучена задача с нелокальными условиями по t в области

[0, T ]×Q, где Q ⊂ R
n.

Из приведенного выше анализа следует, что начально-граничные задачи как с локаль-

ными, так и с нелокальными граничными условиями для дифференциальных уравнений

в частных производных высокого четного порядка остаются малоизученными.

В настоящей работе в области Ω = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T} рассматривается урав-

нение в частных производных высокого четного порядка вида

Bt
γ−1/2 u+ (−1)k

(

∂2ku/∂x2k
)

= f (x, t), (1.3)

где Bt
γ−1/2 ≡ ∂2/∂t2 + (2γ/t) ∂/∂t — оператор Бесселя [31, 32], а γ = const ∈ [0, 1/2].

Отметим, что в работах [33–37] рассматривались уравнения вида Bt
γ−1/2u = Au+ f при

t > 0, где A — линейный замкнутый оператор в банаховом пространстве E, и при различ-

ных значениях γ исследованы задачи Коши, а также сингулярная задача Коши, и найдены

представления решения рассмотренных задач. В данной работе для уравнения (1.3) в обла-

сти Ω сформулируем некоторые начально-граничные задачи с нелокальными граничными

условиями на боковых сторонах четырехугольника Ω и исследуем их методом Фурье.

Задача Apq. Найти функцию u(x, t) ∈ C2k−1,0
x,t

(

Ω̄
)

∩ C2k,2
x,t (Ω), удовлетворяющую в об-

ласти Ω уравнению (1.3), а на границе области Ω следующим начальным и граничным

условиям:

u(x, 0) = ϕ1(x), 0 6 x 6 1; lim
t→+0

t2γut(x, t) = ϕ2(x), 0 < x < 1; (1.4)

p
∂j

∂xj
u(0, t) = q

∂j

∂xj
u(1, t), q

∂k+j

∂xk+j
u(0, t) = p

∂k+j

∂xk+j
u(1, t), j = 0, k − 1, 0 6 t 6 T, (1.5)

где ϕ1(x) и ϕ2(x) — заданные непрерывные функции, p и q — заданные действительные

числа, причем p2 + q2 6= 0.
Задача Bpq. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую всем условиям задачи Apq, когда

условия (1.5) заменены на условия

p
∂2j

∂x2j
u(0, t) = q

∂2j

∂x2j
u(1, t), q

∂2j+1

∂x2j+1
u(0, t) = p

∂2j+1

∂x2j+1
u(1, t),

j = 0, k − 1, 0 6 t 6 T.

(1.6)

Поставленные задачи интересны тем, что из них при p = q и p = −q соответственно

следуют задачи с периодическими и антипериодическими условиями. Кроме того, из за-

дач Apq и Bpq при q = 0 соответственно следуют локальные задачи, рассмотренные в [20]

и [21]. Произведя замену x = 1 − ξ, нетрудно убедиться, что задачи Apq и Bpq в случае

p = 0 эквивалентно сводятся к случаю q = 0. Поэтому здесь предположим, что pq 6= 0 и ис-

следуем существование, единственность и устойчивость решения задачи Apq. Исследование

задачи Bpq проводится аналогично.
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§ 2. Исследование спектральной задачи

Применяя метод Фурье (разделение переменных) к задаче Apq, получим следующую

спектральную задачу:

Mv ≡ (−1)kv(2k)(x) = λv(x), 0 < x < 1; (2.1)

pv(j)(0) = qv(j)(1), qv(k+j)(0) = pv(k+j)(1), j = 0, k − 1. (2.2)

Пусть v(x), w(x) ∈ C2k−1[0, 1]∩C2k(0, 1) и v(2k)(x), w(2k)(x) ∈ L2[0, 1]. Тогда интегриро-

ванием по частям нетрудно убедиться, что справедливо равенство
∫ 1

0

wMv dx =

∫ 1

0

vMw dx+ (−1)k[wv(2k−1) − w′v(2k−2) + . . .+

+ . . .+ (−1)k−1w(k−1)v(k) + (−1)kw(k)v(k−1) + . . .+ (−1)2k−1w(2k−1)v]

∣

∣

∣

∣

x=1

x=0

.

(2.3)

Отсюда следует, что если функции v(x) и w(x) удовлетворяют условиям (2.2), то внеин-

тегральные члены в (2.3) исчезают. В итоге получим равенство

∫ 1

0

wMv dx =

∫ 1

0

vLw dx,

откуда следует, что задача (2.1), (2.2) самосопряжена при λ = 0.
Далее, умножая уравнение (2.1) на функцию v(x), а затем интегрируя по x на отрез-

ке [0, 1], имеем

λ

∫ 1

0

v2(x) dx = (−1)k
∫ 1

0

v(2k)(x)v(x) dx.

Применяя правило интегрирования по частям k раз к интегралу, стоящему в левой части

равенства, и принимая во внимание условия (2.2), получим

λ

∫ 1

0

v2 (x) dx =

∫ 1

0

[

v(k) (x)
]2
dx. (2.4)

Отсюда, при v(x) 6≡ 0, x ∈ [0, 1], следует, что λ > 0. Если λ = 0, то из (2.4) следует, что

v(k)(x) = 0, x ∈ (0, 1). Из этого уравнения, в силу условий pv(j)(0) = qv(j)(1), j = 0, k − 1,
при p 6= q следует, что v(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].

Следовательно, задача (2.1), (2.2), при выполнении условия p 6= q, может иметь нетри-

виальные решения только при λ > 0. Поэтому далее предположим, что p 6= q.
Тогда, согласно теории cамосопряженных дифференциальных операторов [38], зада-

ча (2.1), (2.2) имеет счетное число собственных значений

0 < λ1 < λ2 < λ3 < . . . < λn < . . . , λn → +∞,

и соответствующие им собственные функции

v1(x), v2(x), v3(x), . . . , vn(x), . . . ,

образующие полную в пространстве L2(0, 1) ортонормированную систему, и любая функ-

ция g(x) ∈ L2(0, 1) разлагается в сходящийся в среднем ряд Фурье по этим собственным

функциям.

Теперь построим функцию Грина задачи (2.1), (2.2). Принимая во внимание общее ре-

шение уравнения Mv = 0, ищем ее в виде

G(x, s) =















a1
x2k−1

(2k − 1)!
+ a2

x2k−2

(2k − 2)!
+ . . .+ ak

xk

k!
+ . . .+ a2k−1

x

1!
+ a2k, 0 6 x 6 s,

b1
x2k−1

(2k − 1)!
+ b2

x2k−2

(2k − 2)!
+ . . .+ bk

xk

k!
+ . . .+ b2k−1

x

1!
+ b2k, s 6 x 6 1,

(2.5)
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где aj и bj , j = 1, 2k — неизвестные постоянные, которые подлежат определению.

Функция Грина G(x, s) должна удовлетворять следующим условиям.

1. Как функция переменного x при любых s ∈ (0, 1) удовлетворяет условиям (2.2);

2. На каждом из интервалов (0, s) и (s, 1) существуют непрерывные производные

(∂j/∂xj)G(x, s), j = 1, 2k, причем:

а) G(x, s) и (∂j/∂xj)G(x, s), j = 1, 2k − 2, непрерывны при x = s;

б) (∂2k−1/∂x2k−1)G(x, s) при x = s имеет скачок (−1)k, т. е.

(∂2k−1/∂x2k−1)G(s+ 0, s)− (∂2k−1/∂x2k−1)G(s− 0, s) = (−1)k;

в) (∂2k/∂x2k)G(x, s) удовлетворяет уравнению (2.1) при x ∈ (0, s) ∪ (s, 1).

Подчиняя функцию (2.5) условиям 2, а) и 2, б) функции Грина, получаем следующую си-

стему уравнений

b1 − a1 = (−1)k,
2k−1−m
∑

j=0

sj

j!
(b2k−m−j − a2k−m−j) = 0, m = 0, 2k − 2.

Решение этой системы уравнений единственно, и оно определяется равенствами

cj = bj − aj = (−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
, j = 1, 2k. (2.6)

Подчиняя функцию (2.5) граничным условиям (2.2), получим следующую систему урав-

нений:






























paj − qbj =
j−1
∑

n=1

qbn
(j − n)!

, j = k + 1, 2k,

qaj − pbj =
j−1
∑

n=1

pbn
(j − n)!

, j = 2, k,

qa1 − pb1 = 0.

Из последней системы и (2.6) однозначно находим коэффициенты aj и bj:

{

a1 = −(−1)k−1p/(q − p),

b1 = −(−1)k−1q/(q − p);
(2.7)















aj =
1

q − p

[

p(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

pbn
(j − n)!

]

,

bj =
1

q − p

[

q(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

pbn
(j − n)!

]

,

j = 2, k; (2.8)















aj = − 1

q − p

[

q(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

qbn
(j − n)!

]

,

bj = − 1

q − p

[

p(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

qbn
(j − n)!

]

,

j = k + 1, 2k. (2.9)
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Подставляя (2.7)–(2.9) в (2.5), находим функцию Грина задачи (2.1), (2.2):

G(x, s) =

=































































(−1)kp

q − p

x2k−1

(2k − 1)
+

1

q − p

k
∑

j=2

[

p(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

pbn
(j − n)!

]

x2k−j

(2k − j)
−

− 1

q − p

2k
∑

j=k+1

[

q(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

qbn
(j − n)!

]

x2k−j

(2k − j)
, 0 6 x 6 s,

(−1)kq

q − p

x2k−1

(2k − 1)
+

1

q − p

k
∑

j=2

[

q(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

pbn
(j − n)!

]

x2k−j

(2k − j)
−

− 1

q − p

2k
∑

j=k+1

[

p(−1)k+j−1 sj−1

(j − 1)!
+

j−1
∑

n=1

qbn
(j − n)!

]

x2k−j

(2k − j)
, s 6 x 6 1,

(2.10)

где bj , j = 1, 2k, — числа, определяемые равенствами (2.7), (2.8), (2.9).

Теперь нетрудно убедиться, что задача (2.1), (2.2) эквивалентна следующему интеграль-

ному уравнению [38]

v(x) = λ

∫ 1

0

G(x, s)v(s) ds. (2.11)

§ 3. Вспомогательные леммы

Доказываемые ниже леммы существенно используются при доказательстве существова-

ния решения задачи Apq. При этом, как и в § 2, предположим, что p 6= q.

Лемма 1. Следующие ряды равномерно сходятся на [0, 1] :

+∞
∑

n=1

v2n (x)

λn

,
+∞
∑

n=1

[

v
(j)
n (x)

]2

λ2
n

, j = 1, 2k − 1,
+∞
∑

n=1

[

v
(2k)
n (x)

]2

λ3
n

. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ядро G(x, s) интегрального уравнения (2.11) непре-

рывно, то согласно теореме Мерсера [39], справедливо равенство:

G(x, s) =
+∞
∑

n=1

vn(x)vn(s)

λn

.

Отсюда, в силу непрерывности ядра G(x, s), в частности при x = s, следует равенство

G(x, x) =
+∞
∑

n=1

v2n(x)

λn

= M = const < +∞, (3.2)

откуда следует, что первый ряд в (3.1) сходится равномерно.

Далее, согласно (2.11), справедливы следующие равенства:

v
(j)
n (x)

λn

=

∫ 1

0

∂j

∂xj
G(x, s)vn(s) ds, j = 1, 2k − 1.

Так как {vn(s)}+∞

n=1 — ортонормальная система, то из последнего равенства следует, что

v
(j)
n (x)/λn является коэффициентом Фурье функции (∂j/∂xj)G(x, s) по аргументу s.
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Тогда, учитывая непрерывность функций (∂j/∂xj)G(x, s), j = 1, 2k − 1, в прямоуголь-

нике {(x, s) : 0 6 x, s 6 1}, согласно неравенству Бесселя, имеем

+∞
∑

n=1

[

v
(j)
n (x)

λn

]2

6

∫ 1

0

[

∂j

∂xj
G(x, s)

]2

ds < +∞, j = 1, 2k − 1.

Следовательно, вторые ряды в (3.1) равномерно сходятся. Учитывая уравнение (2.1)

и неравенство (3.2), имеем

+∞
∑

n=1

[

v
(2k)
n (x)

]2

λ3
n

=
+∞
∑

n=1

[

λn(−1)−kvn(x)
]2

λ3
n

=
+∞
∑

n=1

v2n(x)

λn

= M 6 +∞,

откуда следует, что последний ряд в (3.1) сходится равномерно. Лемма 1 доказана. �

Лемма 2. Пусть g(x) ∈ Ck−1[0, 1], g(k)(x) ∈ L2(0, 1) и pg(j)(0) = qg(j)(1), j = 0, k − 1. Тогда

справедливо неравенство

+∞
∑

n=1

λng
2
n 6

∫ 1

0

[

g(k)(x)
]2
dx, (3.3)

где gn, n ∈ N — коэффициенты Фурье функции g(x) по системе собственных функций

{vn(x)}+∞

n=1.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по известной схеме, примененной, например, в [40,

с. 165–166].

Лемма 3. Пусть g(x) ∈ C2k−1[0, 1], g(2k)(x) ∈ L2(0, 1) и pg(j)(0) = qg(j)(1), qg(k+j)(0) =
= pg(k+j)(1), j = 0, k − 1. Тогда справедливо неравенство

+∞
∑

n=1

λ2
ng

2
n 6

∫ 1

0

[

g(2k)(x)
]2
dx. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя правило интегрирования по частям 2k раз, имеем

∫ 1

0

g(2k)(x)vn(x) dx = (−1)kλngn. (3.5)

Следовательно, (−1)kλngn, n ∈ N, — есть коэффициенты Фурье функции g(2k)(x) по сис-

теме функций {vn(x)}+∞

n=1. Так как g(2k)(x) ∈ L2(0, 1), то согласно неравенству Бесселя,

справедливо неравенство (3.4). Лемма 3 доказана. �

Лемма 4. Пусть g(x) ∈ C3k−1[0, 1], g(3k)(x) ∈ L2(0, 1) и pg(j)(0) = qg(j)(1), qg(k+j)(0) =
= pg(k+j)(1), pg(2k+j)(0) = qg(2k+j)(1), j = 0, k − 1. Тогда справедливо неравенство

+∞
∑

n=1

λ3
ng

2
n 6

∫ 1

0

[

g(3k)(x)
]2
dx. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция g(2k)(x) удовлетворяет условиям леммы 2. Если

учесть это и равенство (3.5), то, согласно неравенству (3.3), справедливо неравенство (3.6).

Лемма 4 доказана. �
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§ 4. Существование, единственность и устойчивость решения задачи Apq

Теорема 1. Пусть 0 6 γ < 1/2, p 6= q и функции ϕ1(x) и ϕ2(x) удовлетворяют условиям

леммы 4, а функция f(x, t) удовлетворяет этим условиям по аргументу x равномерно по t.
Тогда функция

u(x, t) =
+∞
∑

n=1

vn(x)

{

ant
1/2−γJ1/2−γ(

√

λnt) + bnt
1/2−γJγ−1/2(

√

λnt) +
π

2 cos γπ
×

×
∫ t

0

[

J1/2−γ(
√

λnt)Jγ−1/2(
√

λnτ)− Jγ−1/2(
√

λnt)J1/2−γ(
√

λnτ)
]

(

t

τ

)
1

2
−γ

τfn(τ) dτ

} (4.1)

определяет единственное решение задачи Apq, где λn и vn(x), n ∈ N, — соответственно

собственные значения и собственные функции задачи (2.1), (2.2),

an =
1

2

(
√
λn

2

)γ−1/2

Γ(1/2− γ)ϕ2n, bn =

(
√
λn

2

)1/2−γ

Γ(1/2 + γ)ϕ1n, (4.2)

ϕ1n =

∫ 1

0

ϕ1(x)vn(x) dx, ϕ2n =

∫ 1

0

ϕ2(x)vn(x) dx,

fn(t) =

∫ 1

0

f(x, t)vn(x) dx, n ∈ N,

(4.3)

Jν(x) — функция Бесселя первого рода, Γ(z) — гамма-функция Эйлера.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение задачи Apq ищем в виде

u(x, t) =
+∞
∑

n=1

un(t)vn(x), (4.4)

где un(t) — неизвестные функции, которые подлежат определению. Отсюда, используя орто-

нормированность системы функций {vk(x)}+∞

n=1, относительно неизвестных функций un(t),
n ∈ N, получим следующую задачу:

Bt
γ−1/2un(t) + λnun(t) = fn(t), t ∈ (0, T ), n ∈ N;

un(0) = ϕ1n, lim
t→+0

t2γu′

n(t) = ϕ2n, n ∈ N.

Решение этой задачи существует, единственно и определяется равенством

un(t) = ant
1/2−γJ1/2−γ(

√

λnt) + bnt
1/2−γJγ−1/2(

√

λnt) +
π

2 cos γπ
×

×
∫ t

0

[

J1/2−γ(
√

λnt)Jγ−1/2(
√

λnτ)− Jγ−1/2(
√

λnt)J1/2−γ(
√

λnτ)
]

(

t

τ

)
1

2
−γ

τfn(τ) dτ,

(4.5)

где an и bn — числа, определяемые равенствами (4.2).

Подставляя (4.5) в (4.4), получим формальное решение задачи Apq в виде (4.1). �

В дальнейшем нам понадобится следующая лемма.

Лемма 5. Для функций un(t), n ∈ N, определяемых равенствами (4.5), справедливы нера-

венства

|un(t)| 6 |ϕ1n|+
T 1−2γ

1− 2γ
|ϕ2n|+

2T
√
T

1− 2γ
‖fn(t)‖L2(0,T ), n ∈ N, (4.6)

|t2γu′

n(t)| 6 C1|ϕ2n|+ |ϕ1n|
λnT

1+2γ

1 + 2γ
+ λnC2‖fn(t)‖L2(0,T ), n ∈ N, (4.7)
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∣

∣Bt
γ−1/2un(t)

∣

∣ 6 λn

[

|ϕ1n|+
T 1−2γ

1− 2γ
|ϕ2n|+

2T
√
T

1− 2γ
‖fn(t)‖L2(0,T )

]

+

+ ‖fn(t)‖L2(0,T ), n ∈ N,

(4.8)

где C1 и C2 — некоторые положительные числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем функцию (4.5) с помощью функции Бесселя–

Клиффорда J̄w(z) = Γ(w + 1)(z/2)−wJw(z) в виде

un(t) =
ant

1−2γ(
√
λn/2)

1/2−γ

Γ(3/2− γ)
J̄1/2−γ(

√

λnt) +
bn(
√

λn/2)
γ−1/2

Γ(γ + 1/2)
J̄γ−1/2(

√

λnt) +
2

1− 2γ
×

×
∫ t

0

[

J̄1/2−γ(
√

λnt)J̄γ−1/2(
√

λnτ)

(

t

τ

)1−2γ

− J̄γ−1/2(
√

λnt)J̄1/2−γ(
√

λnτ)

]

τfn(τ) dτ.

Отсюда, принимая во внимание |J̄ν(x)| 6 1 при ν > −1/2 и 0 < τ < t < T , получим

|un(t)| 6 |an|
T 1−2γ(

√
λn/2)

1/2−γ

Γ(3/2− γ)
+ |bn|

(
√
λn/2)

γ−1/2

Γ(γ + 1/2)
C1 + C1

∫ t

0

τ |fn(τ)| dτ.

Теперь, учитывая равенства (4.2) и применяя неравенство Коши–Буняковского к послед-

нему слагаемому, получим неравенство (4.6).

Неравенства (4.7) и (4.8) доказываются аналогично. Лемма 5 доказана. �

Теперь исследуем равномерную сходимость ряда (4.1) и рядов ∂2ku/∂x2k, t2γut, B
t
γ−1/2u,

полученных из него почленным дифференцированием.

Рассмотрим ряд, соответствующий ∂2ku/∂x2k. Из (4.1), в силу (2.1), (4.5) и (4.6), находим

∣

∣∂2ku/∂x2k
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=1

un (t) v
(2k)
n (x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)k
+∞
∑

n=1

λnun (t) vn (x)

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

+∞
∑

n=1

λn

[

|ϕ1n|+
T 1−2γ

1− 2γ
|ϕ2n|+

2T
√
T

1− 2γ
‖fn (t)‖L2(0,T )

]

|vn (x)| .
(4.9)

Следовательно, надо доказать абсолютную и равномерную сходимость рядов

+∞
∑

n=1

λnϕ1nvn (x),
+∞
∑

n=1

λnϕ2nvn (x),
+∞
∑

n=1

λn

√

∫ T

0

f 2
n (τ) dτ vn (x).

С этой целью к каждому ряду применяем неравенство Коши–Буняковского:

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=1

λnϕjnvn (x)

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

√

λ3
nϕjn

vn (x)√
λn

∣

∣

∣

∣

6

[

+∞
∑

n=1

λ3
nϕ

2
jn ·

+∞
∑

k=1

v2n (x)

λn

]1/2

, j = 1, 2,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=1

λn

√

∫ T

0

f 2
n (τ) dτ vn (x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

n=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

λ3
n

√

∫ T

0

f 2
n (τ) dτ

vn (x)√
λn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

[

∫ T

0

+∞
∑

n=1

λ3
nf

2
n (τ) dτ ·

+∞
∑

n=1

v2n (x)

λn

]1/2

.

Ряды, стоящие в правых частях, в силу условий теоремы 1, согласно леммам 1 и 4, рав-

номерно сходятся. Следовательно, левые ряды сходятся равномерно в Ω̄. Тогда абсолютно

и равномерно сходится в Ω̄ ряд ∂2ku/∂x2k, а также и ряд (4.1).
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Аналогично доказывается равномерная сходимость ряда, соответствующего t2γut(x, t).
Наконец, абсолютная и равномерная сходимость в любом компакте K ⊂ Ω̄ ряда, соот-

ветствующего Bt
γ−1/2u(x, t), следует из уравнения (1.3).

Из доказанного выше следует, что все ряды, соответствующие каждым членам урав-

нения (1.3) и условиям (1.4), сходятся абсолютно и равномерно. Тогда сумма этих рядов

удовлетворяет уравнению (1.3) и условиям (1.4) и (1.5). Следовательно, сумма ряда (4.1)

является решением задачи Apq.

Пусть, теперь, ϕ1(x) ≡ ϕ2(x) ≡ f(x, t) ≡ 0. В этом случае из (4.5) следует, что un(t) ≡ 0,
t ∈ [0, T ], n ∈ N, т. е. коэффициенты Фурье решения задачи Apq по системе функций

{vn(x)}+∞

n=1 равны нулю. Тогда, в силу полноты последней системы, u(x, t) ≡ 0, (x, y) ∈ Ω̄.

Отсюда следует единственность решения задачи Apq. Теорема 1 доказана. �

Замечание 1. В теореме 1 при γ = 0 условия на функции ϕ(x) и f(x, t) можно ослабить,

т. е. при этом достаточно потребовать от них выполнение условий леммы 3.

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда для решения задачи Apq спра-

ведлива оценка

‖u(x, t)‖L2(0,1) 6 M0

(

‖ϕ2(x)‖2L2(0,1)
+ ‖ϕ1(x)‖2L2(0,1)

+ ‖f(x, t)‖2L2(Ω)

)

, (4.10)

где M0 — некоторое положительное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как {vn(x)}+∞

n=1 — ортонормальная система, то из (4.1),

согласно (4.5) и (4.6), следует следующее неравенство:

‖u (x, t)‖2L2(0,1)
=

∫ 1

0

[

+∞
∑

n=1

un (t) vn (x)

]2

dx =
+∞
∑

n=1

u2
n(t) 6

6 M1

+∞
∑

n=1

[

|ϕ1n|+ |ϕ2n|+ ‖fn (t)‖L2(0,T )

]2

6 M1

+∞
∑

n=1

[

|ϕ1n|2 + |ϕ2n|2 + ‖fn (t)‖2L2(0,T ) +

+ 2 |ϕ1n| |ϕ2n|+ 2 |ϕ1n| ‖fn (t)‖L2(0,T ) + 2 |ϕ2n| ‖fn (t)‖L2(0,T )

]

.

Заменяя последние три слагаемых по неравенству a2 + b2 > 2ab, а затем применяя

неравенство Бесселя, получим

‖u(x, t)‖2L2(0,1)
6 3M1

(

‖ϕ2 (x)‖2L2(0,1)
+ ‖ϕ1 (x)‖2L2(0,1)

+
+∞
∑

n=1

‖fn (t)‖2L2(0,T )

)

. (4.11)

Учитывая равенства f(x, t)=
+∞
∑

n=1

fn(t)vn(x) и ортонормированность системы {vn(x)}+∞

n=1,

имеем
+∞
∑

n=1

‖fn(t)‖2L2(0,T ) = ‖f(x, t)‖2L2(Ω). Подставляя это в (4.11), получим (4.10). Теорема 2

доказана. �
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In the present paper, two non-local initial-boundary value problems have been formulated for a partial

differential equation of high even order with a Bessel operator in a rectangular domain. The correctness

of one of the considered problems has been investigated. To do this, applying the method of separation

of variables to the problem under consideration, the spectral problem was obtained for an ordinary

differential equation of high even order. The self-adjointness of the last problem was proved, which

implies the existence of the system of its eigenfunctions, as well as orthonormality and completeness

of this system. Further, the Green’s function of the spectral problem was constructed, with the help of

which it was equivalently reduced to the Fredholm integral equation of the second kind with symmetrical

kernel. Using this integral equation and Mercer’s theorem, the uniform convergence of some bilinear

series depending on found eigenfunctions has been studied. The order of the Fourier coefficients was

established. The solution of the considered problem has been written as the sum of a Fourier series with

respect to the system of eigenfunctions of the spectral problem. The uniform convergence of this series

and also the series obtained from it by term-by-term differentiation was proved. Using the method of

spectral analysis the uniqueness of the solution of the problem was proved. An estimate for the solution

of the problem was obtained, from which its continuous dependence on the given functions follows.
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