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Статья посвящена решению обратной граничной задачи для стержня, состоящего из композици-

онных материалов. В обратной задаче требуется, используя информацию о температуре теплового

потока в разделе сред, определить температуру на одном из концов стержня. В работе представлен

метод проекционной регуляризации, который позволил приближенно оценить погрешность полу-

ченного решения обратной задачи. Для проверки вычислительной эффективности этого метода были

проведены тестовые расчеты.
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При экспериментальных исследованиях теплоэнергетических устройств определение

ряда тепловых величин сводится к решению обратных задач теплопроводности и явля-

ется достаточно трудной технической задачей, сложность которой на современном этапе

развития теплоэнергетики усугубляется высокой температурой рабочего тела и постоянной

тенденцией к ее увеличению [1]. Поэтому во многих случаях обратные задачи теплообме-

на являются основным средством получения необходимой информации при решении задач

теплового моделирования. Диагностика и идентификация процессов теплообмена могут

быть связаны с решением обратных задач различных типов [2–8], однако граничные обрат-

ные задачи – это один из наиболее важных и распространенных в тепловом моделировании

классов задач. Постановке и алгоритмизации таких задач, выяснением специфических труд-

ностей их решения посвящены работы [9–18].

В статье исследуется одномерная обратная задача теплопроводности в случае, когда

температура измеряется в точке раздела сред x0 : 0 < x0 < 1, а требуется определить

граничное значение при x = 0. Также особенностью задачи является то, что коэффициент

теплопроводности равен константе на интервалах (0; x0), (x0, 1), но эти константы не равны,

что соответствует случаю двухслойного материала.

Отметим, что решаемая задача является некорректно поставленной, поэтому важно

не только определить приближенное решение, но и получить оценку погрешности этого

решения. Предложенный в данной работе метод проекционной регуляризации использует

преобразование Фурье по t, обрезая при этом высокочастотные гармоники, которые приво-

дят к неустойчивости задачи. Усечение происходит за счет выбора параметра регуляризации

по схеме М. М. Лаврентьева [19]. Этот метод позволяет получить неулучшаемую оценку

погрешности приближенного решения. На основе предложенного метода разработан чис-

ленный алгоритм, который показал хорошую точность используемого метода. Полученные

в данной статье результаты могут быть использованы в приборостроении при конструиро-

вании высокотемпературных термопар.

https://doi.org/10.35634/vm210207


254 Численное решение обратной граничной задачи

§ 1. Постановка обратной задачи

Пусть тепловой процесс описывается системой уравнений

∂u1(x, t)

∂t
= a21

∂2u1(x, t)

∂x2
, 0 < x < x0, t > 0, (1.1)

∂u2(x, t)

∂t
= a22

∂2u2(x, t)

∂x2
, x0 < x < 1, t > 0, a1, a2 > 0, (1.2)

u1(x, 0) = 0, x ∈ [0; x0]; u2(x, 0) = 0, x ∈ (x0; 1], (1.3)

u1(0, t) = h(t), t > 0, (1.4)

u2(1, t) = 0, t > 0, (1.5)

u1(x0, t) = u2(x0, t), t > 0, (1.6)

a1
∂u1(x, t)

∂x
= a2

∂u2(x, t)

∂x
, t > 0, (1.7)

где h(t)∈C2[0,+∞), h(0)= h′(0)= 0 и существует число t0 > 0 такое, что для любого t > t0

h(t) = 0. (1.8)

Заметим, что в реальном эксперименте время протекания процесса длится [0, T ], но

как известно [20], возникают проблемы с обоснованием единственности решения обрат-

ной задачи, потому мы используем условие (1.8). В случае отказа от условия (1.8) можно

домножить уравнение на e−t. В работе [21] показано как умножение на e−t может снять

условие (1.8), однако этот подход приводит к значительному увеличению объема статьи.

Обратная задача заключается в том, что функция h(t) нам не известна и подлежит опре-

делению, а вместо нее в точках (x0, t) измеряется температура стержня, соответствующая

данному процессу

u1(x0, t) = f(t), t > 0. (1.9)

Для решения данной обратной задачи будем использовать преобразование Фурье реше-

ния u(x, t) =

{
u1(x, t), 0 6 x 6 x0,

u2(x, t), x0 6 x 6 1
по переменной t на полупрямой [0,∞).

Для правомерности применения этого преобразования необходимо выполнение условий

следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть h(t) удовлетворяет условию (1.8) . Тогда существует единственное

решение u(x, t) задачи (1.1)–(1.7) такое, что

u(x, t) ∈ C([0, 1]× [0,∞)),
∂u(x, t)

∂t
∈ C([0, 1]× (0,∞)),





a1
∂u1(x, t)

∂x

a2
∂u2(x, t)

∂x

∈ C([0, 1]× [0,∞)),





a21
∂2u1(x, t)

∂x2
∈ C([0, x0]× (0,∞))

a22
∂2u2(x, t)

∂x2
∈ C([x0, 1]× (0,∞)).

Доказательство теоремы для данного класса задач приведено в работе [21]. Теорема 1

доказывается через построение решения u(x, t) задачи (1.1)–(1.7) в виде ряда и дальнейшего

исследования этого ряда и его производных на равномерную сходимость.
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§ 2. Сведение обратной граничной задачи (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) к задаче
вычисления значений неограниченного оператора

Пусть H = L2[0,∞) + iL2[0,∞) над полем комплексных чисел, а множество Mr ⊂ H
определено формулой

Mr =

{
h(t) : h(t) ∈ L2[0,∞),

∫ ∞

0

|h(t)|2dt+
∫ ∞

0

|h′(t)|2dt 6 r2
}
,

где h′(t) — производная от функции h(t), а r — известное положительное число. Тогда пред-

положим, что при f(t) = f0(t), участвующем в условии (1.9), существует функция h0(t),
принадлежащая множеству Mr, но функция f0(t) нам не известна, а вместо нее даны неко-

торая приближенная функция fδ(t) ∈ L2[0,∞)
⋂

L1[0,∞) и число δ > 0 такие, что

‖fδ(t)− f0(t)‖H 6 δ. (2.1)

Требуется, используя fδ, δ и Mr, определить приближенное решение hδ(t) задачи (1.1)–

(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) и оценить уклонение ‖hδ(t)− h0(t)‖H приближенного решения hδ(t)
от точного h0(t).

Для решения данной задачи введем оператор F , отображающий H в H и определяемый

формулой

F [h(t)] =
1√
2π

∫ ∞

0

h(t)e−iτtdt; τ > 0.

После применения преобразования F к задаче (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) сведем ее

следующей:

iτ û1(x, τ) = a21
∂2û1(x, τ)

∂x2
, x ∈ (0, x0); iτ û2(x, τ) = a22

∂û2(x, τ)

∂x2
, x ∈ (x0, 1), τ > 0,

û1(x0, τ) = f̂(τ), û2(1, τ) = 0, τ > 0,

û1(x0, τ) = û2(x0, τ), a1
∂û1(x0, τ)

∂x
= a2

∂û2(x0, τ)

∂x
, τ > 0,

(2.2)

где û1(x, τ) = F [u1(x, t)], û2(x, τ) = F [u2(x, t)], û(x, τ) =

{
û1(x, τ), x ∈ [0, x0],

û2(x, τ), x ∈ [x0, 1].

Из (2.2) получим

shµ0

(
(1− x0)

√
τ

a2
+

x0

√
τ

a1

)
· sh−1 µ0(1− x0)

√
τ

a2
· f̂(τ) = ĥ(τ),

µ0 = (1 + i)/
√
2, τ > 0.

(2.3)

Далее, используя предыдущую формулу, определим оператор R, положив

Rf̂(τ) = shµ0

(
(1− x0)

√
τ

a2
+

x0

√
τ

a1

)
· sh−1 µ0(1− x0)

√
τ

a2
· f̂(τ), (2.4)

D(R) = {f̂(τ) : f̂(τ) ∈ L2[0,∞) и Rf̂(τ) ∈ L2[0,∞)}. (2.5)

Из (2.4) и (2.5) следует, что оператор R линеен, неограничен, замкнут и

Rf̂(τ) = ĥ(τ). (2.6)
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Пусть ĥ0(τ) = Rf̂0(τ), f̂0(τ) = F [f0(t)], а f̂δ(τ) = F [fδ(t)].
Из формулы (2.1) следует, что

‖f̂δ(τ)− f̂0(τ)‖ 6
√
2δ. (2.7)

Множество Mr при преобразовании F перейдет в множество M̂r ⊃ F [Mr], определяемое

формулой

M̂r =

{
ĥ(τ) : ĥ(τ) ∈ L2[0,∞),

∫ ∞

0

(1 + τ 2)|ĥ(τ)|2dτ 6 2r2
}
. (2.8)

Из того, что h0(t) ∈ Mr, получаем

ĥ0(τ) ∈ M̂r. (2.9)

Тем самым обратная задача (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) свелась к приближенному вычисле-

нию значения неограниченного оператора R.

§ 3. Решение задачи (2.4)–(2.9)

Для решения задачи (2.3)–(2.8) используем метод проекционной регуляризации [22].

В основе этого метода лежит регуляризующее семейство операторов {Rβ : β > 0}, опреде-

ляемое формулой

Rβ f̂(τ) =

{
Rf̂(τ), 0 6 τ 6 β,

0, τ > β.
(3.1)

Регуляризующее значение ĥβ
δ (τ) задачи (2.3) определим формулой

ĥβ
δ (τ) = Rβ f̂δ(τ); τ > 0. (3.2)

Для выбора параметра регуляризации β = β(δ) в формуле (3.2), рассмотрим оценку

‖ĥβ
δ (τ)− ĥ0(τ)‖ 6 ‖ĥβ

δ (τ)− ĥβ
0 (τ)‖+ ‖ĥβ

0 (τ)− ĥ0(τ)‖, (3.3)

где ĥβ
0 (τ) = Rβ f̂0(τ). Так как из (2.7), (3.1) и (3.2) следует, что ‖ĥβ

δ (τ)− ĥβ
0 (τ)‖ 6 ‖Rβ‖δ, то

перейдем к оценке ‖Rβ‖.

Лемма 1. Пусть оператор Rβ определен формулой (3.1). Тогда существует β2 > 0 та-

кое, что для любых β, |β| > β2 справедливы соотношения

1

2
· e

x0
√

β/2

a1 6 ‖Rβ(τ)‖ 6 2 · e
x0

√
β/2

a1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению, норма оператора ‖Rβ‖ = sup
06τ6β

|R(τ)|.

Так как µ0 = (1 + i)
√
τ/

√
2, то

∣∣∣∣shµ0

(
(1− x0)

√
τ

a2
+
x0

√
τ

a1

)∣∣∣∣ =

√

ch2

(
(1− x0)

√
τ√

2a2
+
x0

√
τ√

2a1

)
− cos2

(
(1− x0)

√
τ√

2a2
+
x0

√
τ√

2a1

)
,

∣∣∣∣sh
µ0(1− x0)

√
τ

a2

∣∣∣∣ =

√

sh2 (1− x0)
√
τ√

2a2
+ sin2 (1− x0)

√
τ√

2a2
.
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В результате получим существование τ1 такого, что для любого τ > τ1 справедливо

соотношение

|R(τ)| =
∣∣∣∣
shµ0

(
(1−x0)

√
τ

a2
+ x0

√
τ

a1

)

shµ0(1− x0)
√
τ

a2

∣∣∣∣ 6
ch

(
(1−x0)

√
τ√

2a2
+ x0

√
τ√

2a1

)

sh (1−x0)
√
τ√

2a2

6 2e
x0

√
τ/2

a1 .

Учитывая вышесказанное, получим существование β1 = τ1 такого, что для всех β > β1

справедлива формула ‖Rβ(τ)‖ 6 e
x0

√
β/2

a1 .
Аналогично доказывается существование β2 > β1 такого, что для любого β > β2 спра-

ведлива оценка снизу ‖Rβ(τ)‖ >
1

2
· e

x0
√

β/2

a1 . Тем самым лемма доказана. �

Теперь получим оценку для ‖ĥβ
0 (τ)− ĥ0(τ)‖ в формуле (3.3). Пусть

∆2
1(β) = sup

{∫ ∞

β

|ĥ0(τ)|2dτ : ĥ0(τ) ∈ M̂r

}
. (3.4)

Из (2.8) получаем, что при условии ĥ0(τ) ∈ M̂r

∫ ∞

β

(1 + τ 2)|ĥ0(τ)|2dτ 6 2r2. (3.5)

Из (3.4) и (3.5) следует, что ∆2
1(β) 6 2r2/(1 + β2).

Таким образом, из (3.3), (3.5), предыдущего соотношения и леммы 1 получим, что

‖ĥβ
δ (τ)− ĥ0(τ)‖ 6

√
2r/

√
1 + β2 + 2 · e

x0
√

β/2

a1 δ.

Параметр регуляризации β = β(δ) в формуле (3.2) выберем из условия

√
1 + β2 · ‖Rβ‖ · δ =

√
2r. (3.6)

Учитывая вышесказанное, получим

‖ĥβ(δ)
δ (τ)− ĥ0(τ)‖ 6 2

√
2r/

√
1 + β

2
(δ). (3.7)

Поскольку функция
√
1 + β2e

x0
√

β/2

a1 строго возрастает по β и изменяется от β2 до ∞, β2 вве-

дено в лемме 1, следовательно, существует единственное решение β(δ, r) уравнения (3.6)

и β(δ, r) > β2.

Ввиду того что уравнение (3.6) не имеет решения в элементарных функциях, аппрокси-

мируем его парой уравнений

e
x0

√
β/2

a1 =
2r

δ
, e

2x0
√

β/2

a1 =
r

2δ
. (3.8)

Решения уравнений (3.8) обозначим через β1(δ, r) и β2(δ, r), соответственно. Тогда при

достаточно малых значениях δ справедливы соотношения

β2(δ, r) 6 β(δ, r) 6 β1(δ, r). (3.9)
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Из (3.8) будем иметь β1(δ, r) =
2a21
x2
0

ln2 2

δ
и β2(δ, r) =

a21
2x2

0

ln2 r

2δ
, а из (3.9), что

β(δ, r) ∼ ln2 δ при δ → 0. (3.10)

Решение задачи (2.3)–(2.8) определим формулой ĥδ(τ) = ĥ
β(δ,r)
δ (τ). Тогда из соотноше-

ния (3.7), следует, что ‖ĥδ(τ)− ĥ0(τ)‖ 6 2r√
1+β

2
(δ,r)

.

Окончательно, решение hδ(t) обратной задачи (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) определим

формулой

hδ(t) =

{
ReF−1[hδ(τ)], t ∈ [0, t0],

0, t > t0,

где F−1 — оператор, обратный F .

Учитывая вышесказанное, для hδ(t) будет справедлива оценка

‖hδ(t)− h0(t)‖ 6
2r√

1 + β
2
(δ, r)

. (3.11)

Из (3.10) и (3.11) следует существование числа d > 0 такого, что для любого достаточно

малого δ справедлива оценка

‖hδ(t)− h0(t)‖ 6 d · r ln−2 δ.

§ 4. Алгоритм численного решения задачи (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) методом
проекционной регуляризации

Исходные данные: a1, a2, x0, T, fδ(t), δ.
1. Применяем к fδ(t) преобразование Фурье, находим f̂(τ).
2. Приближенное решение задачи (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9) найдем методом проекци-

онной регуляризации

ĥα
δ (τ) =





shµ0

(
(1− x0)

√
τ

a2
+

x0

√
τ

a1

)

shµ0(1− x0)

√
τ

a2

· f̂δ(τ), τ 6 α,

0, τ > α.

(4.1)

Значение параметра регуляризации α получим из принципа невязки

∫ ∞

α

|f̂δ(τ)|2dτ = 9δ2. (4.2)

Обозначим полученное значение параметра регуляризации через α(f̂δ(τ), δ).
3. Используя (4.1), (4.2), определим

ĥ
α(f̂δ(τ),δ)
δ = ĥδ(τ).

4. Применяя обратное преобразование Фурье F−1, получаем приближенное реше-

ние hδ(t) задачи (1.1)–(1.3), (1.5)–(1.7), (1.9)
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hδ(t) =

{
Re [F−1[ĥδ(τ)]], t ∈ [0, T ],

0, t /∈ [0, T ].

§ 5. Контрольный пример

Рассмотрим функцию h0(t) =

{
t sin(πt), t ∈ [0, 1],

0, t ∈ (1,∞).

Полагаем T = 1, a1 = 0,5, a2 = 1, x0 = 0,5, N = 1000.
Далее из решения прямой задачи (1.1)–(1.7) находим f0(t) = u(x0, t).
Задаем разбиение временного отрезка с числом узлов N такое, что

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = T, tk =
k

N
, k = 0, N.

Находим fδ(t), внося погрешность δ̃1 = 0,01 и δ̃2 = 0,05 в f0(t) по формуле

fk
δ = f0(tk) +

δ̃j√
T

· γ, j = 1, 2,

δ21 =
T

N

N∑

k=1

fk
δ

104
, δ22 =

T

N

N∑

k=1

fk
δ

400
,

где γ : |γ| 6 1 — псевдослучайное число.

Получив fk
δ , δ1 и δ2, переходим к алгоритму численного решения, описанному выше,

из которого получаем hδ(t).
Далее определяем оценку уклонения приближенного решения h0(t) от точного hδ(t) по

формуле

∆̃(δ) =

√√√√ T

N

N∑

k=0

|h0(t)− hδ(t)|2.

На рис. 1 представлена визуализация решения задачи. Приближенное решение отобра-

жено пунктирной линией.

Вычисляя погрешность приближенного решения с точностью до четвертого знака после

запятой, получаем, что

∆̃1(δ) =

√√√√ T

N

N∑

k=0

|hk
0 − hk

δ |2 ≈ 0,01363.

Визуализация результатов численного эксперимента при δ = 0,05, N = 1000 приведена

на рис. 2, для которого погрешность

∆̃2(δ) =

√√√√ T

N

N∑

k=0

|hk
0 − hk

δ |2 ≈ 0,02548.
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Рис. 1: Визуализация решения задачи при δ = 0,01
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Рис. 2: Визуализация решения задачи при δ = 0,05
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Заключение

В работе решалась обратная граничная задача теплопроводности для стержня, состо-

ящего из однородных частей с различными теплофизическими свойствами. Для решения

этой задачи был использован численный алгоритм, основанный на методе проекционной

регуляризации. Практическая значимость представленного алгоритма состоит в повышении

точности и надежности результатов обработки и интерпретации данных тепловых экспери-

ментов и испытаний.

Финансирование. Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства на-

уки и высшего образования РФ (государственное задание FENU-2020-0022).
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