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1

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ âåðøèííîãî îïèñàíèÿ âûïóêëîãî ïîëèýäðà, çàäàííîãî êàê ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, êîý��èöèåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèìè ÷èñëàìè. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà (äâîéñòâåííà) èñõîäíîé. Ïðåäëàãàþòñÿ ïðîãðàììíûå

ðåàëèçàöèè íåñêîëüêèõ ìîäè�èêàöèé õîðîøî èçâåñòíîãî ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ (ìåòîäà Ìîöêèíà�

Áóðãåðà), ðåøàþùåãî ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. �àññìàòðèâàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ: 1) ýëåìåíòû ñèñòåìû íåðà-

âåíñòâ � ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ïðè ýòîì êàæäîå òàêîå ÷èñëî çàäàåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ìíîãî÷ëåíîì è ëîêàëèçóþùèì èíòåðâàëîì; 2) ýëåìåíòû ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïðèíàäëåæàò çàäàííîìó

êîíå÷íîìó ðàñøèðåíèþ Q(α) ïîëÿ Q, ïðè ýòîì äëÿ α çàäàþòñÿ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí è ëîêàëèçóþ-

ùèé èíòåðâàë, à âñå ýëåìåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû, êîíå÷íûå è ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû

êàê ìíîãî÷ëåíû îò α. Êàê è îæèäàëîñü, ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà çíà÷èòåëüíî

ïðåâîñõîäèò ðåàëèçàöèþ äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Äëÿ áîëüøåãî óñêîðåíèÿ âî

âòîðîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áóëåâû ìàòðèöû âìåñòî ìàòðèö íåâÿçîê. �åçóëüòàòû âû-

÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè âïîëíå ïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ óìåðåííûõ ðàçìåðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, êîíóñ, ïîëèýäð, ìåòîä äâîéíîãî

îïèñàíèÿ, àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ.

DOI: 10.20537/vm180203

Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ïîëèýäð P ⊆ F d
, ãäå F � óïîðÿäî÷åííîå

ïîëå, ìîæåò áûòü îïèñàí ëþáûì èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñïîñîáîâ:

(1) êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ P = {x ∈ F d : Ax 6 b}, ãäå
A ∈ Fm×d

, b ∈ Fm
(�àñåòíîå îïèñàíèå);

(2) êàê ñóììà êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè íåêîòîðîé ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, . . . , vs èç F
d
è âûïóêëîé

îáîëî÷êè íåêîòîðîé ñèñòåìû òî÷åê w1, . . . , wn èç F d
(âåðøèííîå îïèñàíèå).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ïî îïèñàíèþ (2) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ

âûïóêëîé îáîëî÷êè. Áëàãîäàðÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî�Âåéëÿ ýòà çàäà÷à

ýêâèâàëåíòíà (äâîéñòâåííà) çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îïèñàíèÿ (2) ïî îïèñàíèþ (1). Îáå ýòè çàäà÷è

îáúåäèíÿþò ïîä îáùèì íàçâàíèåì ¾çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîãî îïèñàíèÿ¿.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîãî îïèñàíèÿ âûïóêëîãî ïîëèýäðà èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü

â òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè [7,8℄. Âàæíîñòü èññëåäîâà-

íèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå òåì, ÷òî îíà âîçíèêàåò â öåëîì ðÿäå ïðèëîæåíèé,

òðàäèöèîííûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîå è öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå [6℄, êîìáè-

íàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ [7,22℄, ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ [18℄. Ñðåäè íîâûõ ïðèëîæåíèé íàçîâåì

áèîëîãè÷åñêóþ êèíåòèêó [23℄, àíàëèç è âåðè�èêàöèþ ïðîãðàììíîãî è àïïàðàòíîãî îáåñïå÷å-

íèÿ [13℄, èäåíòè�èêàöèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [16℄, êîìïüþòåðíóþ àëãåáðó [20℄ è äð.

Ñ òåîðåòè÷åñêîé è àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷àùå óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ýòè çàäà-

÷è òîëüêî äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ C ⊆ F d

ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò �17�11�01336).

http://dx.doi.org/10.20537/vm180203
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(1) êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

C = {x ∈ F d : Ax > 0}, ãäå A ∈ Fm×d;

(2) êàê êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, . . . , vs.

Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ñâåñòè çàäà÷ó äâîéñòâåííîãî îïèñàíèÿ äëÿ âûïóêëûõ ïîëèýä-

ðîâ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ. Íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ îïè-

ñàíèÿ (2) äëÿ ïîëèýäðà P = {x ∈ F d : Ax 6 b} äîñòàòî÷íî ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ

êîíóñà {x = (x0, x1, . . . , xd) ∈ F d+1 : bx0 − Ax > 0, x0 > 0}, à çàòåì ïîëîæèòü x0 = 1 (ñì.,

íàïðèìåð, ðàçäåë 1.5 â [7℄).

Èçâåñòíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ ïîñòàâëåííûå çàäà÷è. Îäíèì èç íàèáîëåå ïî-

ïóëÿðíûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ (DDM�double des
ription method) [5℄, èçâåñòíûé

òàêæå êàê àëãîðèòì Ìîöêèíà�Áóðãåðà [8℄ èëè ìåòîä Í.Â.×åðíèêîâîé [9℄. Ìåòîä äâîéíîãî

îïèñàíèÿ, êàê ïðàâèëî, âûèãðûâàåò ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ó äðóãèõ àëãîðèòìîâ â ñëó÷àå âû-

ðîæäåííîãî âõîäà èëè/è âûõîäà [11℄.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ìåòîäà

äâîéíîãî îïèñàíèÿ. Ñðåäè íàèáîëåå èçâåñòíûõ îòìåòèì ñëåäóþùèå:

• 
dd [17℄ (www.inf.ethz.
h/personal/fukudak/
dd_home);

• Skeleton [3℄ (www.ui
.unn.ru/~zny/skeleton);

• QSkeleton [1℄ (https://github.
om/sbastrakov/qskeleton);

• Parma Polyhedra Library [13℄ (www.bugseng.
om/parma-polyhedra-library).

Óìåñòíî îòìåòèòü ðåàëèçàöèè äðóãèõ àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó:

• QHull [14℄ (www.qhull.org);

• lrs [10, 12℄ (http://
gm.
s.m
gill.
a/~avis/C/lrs.html);

• pd [15℄ (www.
s.unb.
a/~bremner/software/pd).

Ê ñîæàëåíèþ, âñå èçâåñòíûå àâòîðàì ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ,

ïîääåðæèâàþò òî÷íóþ ðàöèîíàëüíóþ àðè�ìåòèêó (÷èñëà ïðåäñòàâëåíû êàê îòíîøåíèÿ äâóõ

öåëûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé äëèíû) èëè/è ïðèáëèæåííóþ ìàøèííóþ àðè�ìåòèêó ñ ïëàâàþùåé

çàïÿòîé (float èëè double). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü âñå êîìáèíàòîðíûå êëàññû ïîëèýäðîâ. Ìèíèìàëüíûì ïîäïî-

ëåì ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íà êîòîðîì ðåàëèçóþòñÿ âñå êîìáèíàòîðíûå òèïû âûïóêëûõ

ïîëèýäðîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ

êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè) [4℄.

Ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ íàä ïðîèçâîëüíûì óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì F , êàê è âñÿ òåîðèÿ

ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íàä óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì, ðàçðàáîòàí â [8℄. Â öåëîì îáùàÿ ñõåìà

ýòîãî ìåòîäà íàä F ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ íàä R èëè Q [8℄, îäíàêî ïðè

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè âîçíèêàåò ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ âîïðîñîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû îïèñûâàåì ðåàëèçàöèè ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà

F � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A (ò. å. ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè) è êîãäà F � ïðîñòîå ðàñøèðåíèå Q(α) ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ãäå α �

àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

Â � 1 ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîëèýäðàëüíûì êîíóñàì. Ìåòîä

äâîéíîãî îïèñàíèÿ è åãî ìîäè�èêàöèè èçëîæåíû â � 2. Ñâåäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê àëãåáðàè÷å-

ñêèì ÷èñëàì, äàíû â � 3, ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ íàïèñàííîé ïðîãðàììû � â � 4. �åçóëüòàòû

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è âûâîäû èçëàãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â �� 5, 6.

www.inf.ethz.ch/personal/fukudak/cdd_home
www.uic.unn.ru/~zny/skeleton
https://github.com/sbastrakov/qskeleton
www.bugseng.com/parma-polyhedra-library
www.qhull.org
http://cgm.cs.mcgill.ca/~avis/C/lrs.html
www.cs.unb.ca/~bremner/software/pd


Ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë 163

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 2

� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìàòåðèàë äàííîãî ïàðàãðà�à îñíîâàí íà [6�8℄. Ïîëèýäðàëüíûì êîíóñîì, èëè ïðîñòî êîíó-

ñîì, â F d
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

C =
{

x ∈ F d : Ax > 0
}

,

ãäå F � ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, A ∈ m× d. Êîíóñ íàçûâàåòñÿ îñòðûì (èëè çàîñòðåííûì),

åñëè îí íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíóñ áûë îñòðûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

rankA = d, ãäå rankA îçíà÷àåò ðàíã ìàòðèöû A. Ëþáîé ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ C ìîæíî çàäàòü

êàê êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vs èç F
d
, ò. å.

C = {x = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αsvs : αi > 0 (i = 1, . . . , s)} .

Çàïèñûâàÿ âåêòîðû v1, v2, . . . , vs â ìàòðèöó V ∈ F s×d
ïî ñòðîêàì, êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ìîæíî

çàïèñàòü êàê

C = {x = αV, α ∈ F s, α > 0} ,

ãäå α ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð-ñòðîêà. Ñèñòåìà v1, . . . , vs íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòå-

ìîé êîíóñà C.

Íåíóëåâîé âåêòîð u ∈ C íàçûâàåòñÿ ëó÷åì êîíóñà C. Äâà ëó÷à, u è v, íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

(÷òî çàïèøåì êàê u ≃ v), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α > 0 ñïðàâåäëèâî u = αv. Ëó÷ u ∈ C íàçûâàåòñÿ

ýêñòðåìàëüíûì, åñëè èç óñëîâèé u = αv + βw, ãäå α > 0, β > 0 è v,w ∈ C, ñëåäóåò u ≃
v ≃ w. Ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé îñòðîãî êîíóñà íàçûâàåòñÿ òàêæå åãî îñòîâîì. Îñòîâ

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé îñòðîãî êîíóñà. Ïóñòü P � íåêîòîðîå âûïóêëîå

ìíîæåñòâî â F d
è äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ F d

, α ∈ F âûïîëíåíî P ⊆ {x : ax 6 α}. Òîãäà P ∩
{x : ax = α} íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ ìíîæåñòâà P . Äâà ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à u è v îñòðîãî

êîíóñà C íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè íèêàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ îáà ýòèõ ëó÷à,

íå ñîäåðæèò äðóãèõ ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé êîíóñà C.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà C =
=

{

x ∈ F d : Ax > 0
}

ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îñòîâà îñòðîãî êîíóñà ïåðåõîäîì ê îðòîãîíàëü-

íîìó äîïîëíåíèþ L⊥
ìàêñèìàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L =

{

x ∈ F d : Ax = 0
}

, ñîäåðæàùåãîñÿ

â C. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îñòðûå êîíóñû.

Îáîçíà÷åíèÿ: Id×d � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà d × d, Os×m � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàç-

ìåðà s×m, Ai � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A, Aij � ýëåìåíò i-é ñòðîêè j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A.

Â âûðàæåíèÿõ âèäà ax, ãäå a è x � âåêòîðû îäíîé äëèíû, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a � ñòðîêà,

x � ñòîëáåö.

� 2. Ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A ∈ Fm×d
ðàíãà d. Ìåòîä äâîéíîãî îïèñàíèÿ (DDM) [5℄ ñòðîèò îñòîâ

îñòðîãî êîíóñà C =
{

x ∈ F d : Ax > 0
}

.

Íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ìåòîäà êîíñòðóèðóåòñÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà êîíóñà, çàäàííîãî

íåêîòîðîé ïîäñèñòåìîé Bx > 0 èñõîäíîé ñèñòåìû Ax > 0. Íàïðèìåð, åñëè B � êâàäðàòíàÿ

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî â êà÷åñòâå îñòîâà êîíóñà

{

x ∈ F d : Bx > 0
}

ìîæíî âçÿòü (B−1)⊤.
Äàëåå ê ïîäñèñòåìå Bx > 0 äîáàâëÿþòñÿ îäíî çà äðóãèì îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà, ïðè ýòîì

êàæäûé ðàç ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ îñòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíóñà.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, êàê èçìåíèòñÿ ïîðîæäàþùàÿ ñèñòåìà, êîãäà íîâîå íåðàâåíñòâî

ax > 0 äîáàâëÿåòñÿ ê ñèñòåìå Ax > 0. Ïóñòü V � îñòîâ êîíóñà C. Êàæäûé ëó÷ â V ìîæíî

îòíåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

V+ = {v ∈ V : av > 0}, V0 = {v ∈ V : av = 0}, V− = {v ∈ V : av < 0}.
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Îñòîâ V ′
êîíóñà C ′

ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâ V+, V0, è

V± = {w = (au)v − (av)u : u ∈ V+, v ∈ V−, u, v ñìåæíû â C},

ò. å. V ′ = V+ ∪ V0 ∪ V±.

Äëÿ ïðîâåðêè ñìåæíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé â ìåòîäå DDM îáû÷íî èñïîëüçóþò òàê

íàçûâàåìûå àëãåáðàè÷åñêèé èëè êîìáèíàòîðíûé òåñòû. Îáîçíà÷èì Z(u) = {i : Aiu = 0}. Òàêèì
îáðàçîì, Z(u) åñòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îãðàíè÷åíèé ñèñòåìû Ax > 0, àêòèâíûõ íà ëó÷å u.

Ïðåäëîæåíèå 1 (àëãåáðàè÷åñêèé òåñò). Ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è u, v îñòðîãî êîíóñà C ñìåæ-

íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rankAZ(u)∩Z(v) = d.

Ïðåäëîæåíèå 2 (êîìáèíàòîðíûé òåñò [5℄). Ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è u, v îñòðîãî êîíóñà C

ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Z(u)∩Z(v) ⊆ Z(w) íè äëÿ êàêîãî äðóãîãî ýêñòðåìàëüíîãî
ëó÷à w.

Èç àëãåáðàè÷åñêîãî òåñòà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñìåæíîñòè ýêñòðåìàëü-

íûõ ëó÷åé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü äâà ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷à u, v îñòðîãî êîíóñà C ñìåæíû. Òîãäà

|Z(u) ∩ Z(v)| > d− 2.

Ñòàíäàðòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ [5, 8, 9℄ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íà âõîä ïðîöåäóðà ïðèíèìàåò ìàòðèöó A ∈ Fm×d
ðàíãà d. Ïóñòü, êàê è âûøå, B ∈ F d×d

�

åå íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B çàíèìàåò ïåð-

âûå d ñòðîê ìàòðèöû A.

Âûõîä � ìàòðèöà V ∈ F s×d
, â ñòðîêàõ êîòîðîé çàïèñàí îñòîâ êîíóñà

{

x ∈ F d : Ax > 0
}

.

pro
edure DDM-1(A)

Âõîä: A ∈ Fm×d

Âûõîä: îñòîâ V êîíóñà

{

x ∈ F d : Ax > 0
}

V ← (B−1)⊤

Q← Id×d

for i = d+ 1, d+ 2, . . . ,m
J+ ← {j : Qji > 0}
J− ← {j : Qji < 0}
Vnew ← O 0×d

Qnew ← O 0×m

for j1 ∈ J+
for j2 ∈ J−

J± ← J+ ∩ J−
if |J±| > d− 2

if Adja
ent(Q, i, j1 , j2, J±)
ïðèïèñàòü ê Vnew ñíèçó ñòðîêó Normalize(Qj1iVj2 −Qj2iVj1)
ïðèïèñàòü ê Qnew ñíèçó ñòðîêó Normalize(Qj1iQj2 −Qj2iQj1)

âû÷åðêíóòü èç V ñòðîêè ñ íîìåðàìè J−
âû÷åðêíóòü èç Q ñòðîêè ñ íîìåðàìè J−
ïðèïèñàòü ê V ñíèçó Vnew

ïðèïèñàòü ê Q ñíèçó Qnew

Èñïîëüçóåìàÿ â àëãîðèòìå �óíêöèÿ íîðìàëèçàöèè Normalize íåîáõîäèìà äëÿ îãðàíè÷å-

íèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ýëåìåíòîâ. Åå ðåàëèçàöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé. Â ïðîãðàììå,

îïèñàííîé íèæå, ýëåìåíòû âåêòîðà, ïîñòóïàåìîãî íà âõîä ýòîé �óíêöèè, äåëÿòñÿ íà ïåðâûé

íåíóëåâîé ýëåìåíò.
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Ôóíêöèÿ Adja
ent ïðîâåðÿåò ñìåæíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ. Â ñëåäóþùåé åå ðåà-

ëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàòîðíûé òåñò.

fun
tion Adja
ent(Q, i, j1 , j2, J±)
Âõîä: Q ∈ F s×m

Âûõîä: True, åñëè ýêñòðåìàëüíûå ëó÷è j+ è j− ñìåæíû;

False â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

for k = 1, 2, . . . , s
if k 6= j1 and k 6= j2

if ∀ ℓ ∈ J± Qkℓ = 0
return False

return True

Â Adja
ent ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå óñêîðÿþùèå ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ñìåæíîñòè

ýêñòðåìàëüíûõ ëó÷åé, (ñì., íàïðèìåð, [1, 3, 17, 23℄).

Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà DDM-1 èñïîëüçóåò áîëüøîå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä

÷èñëàìè èç F è îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ ÷èñåë èç F . Ýòî ìîæåò áûòü êðèòè÷íî, êîãäà F � ïîëå

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, òàê êàê òàêèå îïåðàöèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè âûïîëíÿþòñÿ

äîñòàòî÷íî ìåäëåííî (ñì., íàïðèìåð, [19, 21℄). Óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé

íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè ìîæíî, åñëè èñïîëüçîâàòü âìåñòî ÷èñëîâîé ìàòðèöû íåâÿçîê

Q ∈ F s×m
áóëåâó ìàòðèöó òåõ æå ðàçìåðîâ. Ïîõîæèé ìåòîä (íàä ïîëåì Q) èñïîëüçîâàëñÿ,

íàïðèìåð, â [2℄.

Èñïîëüçóåìàÿ â ïðèâåäåííîé íèæå ïðîöåäóðå DDM-2 �óíêöèÿ Bool(q) âîçâðàùàåò áóëåâ
âåêòîð òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è q, çàìåíÿÿ êàæäóþ êîìïîíåíòó q íà False, åñëè ýòà êîìïîíåíòà

ðàâíà 0, è íà True � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îïåðàöèÿ äèçúþíêöèè ∨ íà âåêòîðàõ äåéñòâóåò

ïîêîìïîíåíòíî.

pro
edure DDM-2(A)

Âõîä: A ∈ Fm×d

Âûõîä: îñòîâ V êîíóñà

{

x ∈ F d : Ax > 0
}

V ← (B−1)⊤

Q← Id×d

for i = d+ 1, d+ 2, . . . ,m
q ← V ·A⊤

i

ïðèïèñàòü ê Q ñïðàâà ñòîëáåö Bool(q)
J+ ← {j : qj > 0}
J− ← {j : qj < 0}
Vnew ← O 0×d

Qnew ← O 0×m

for j1 ∈ J+
for j2 ∈ J−

J± ← J+ ∩ J−
if |J±| > d− 2

if Adja
ent(Q, i, j1 , j2, J±)
ïðèïèñàòü ê Vnew ñíèçó ñòðîêó Normalize(qj1Vj2 − qj2Vj1)
ïðèïèñàòü ê Qnew ñíèçó ñòðîêó Normalize(Qj1 ∨Qj2)

ïðèïèñàòü ê Qnew ñïðàâà íóëåâîé ñòîëáåö

âû÷åðêíóòü èç V ñòðîêè ñ íîìåðàìè J−
âû÷åðêíóòü èç Q ñòðîêè ñ íîìåðàìè J−
ïðèïèñàòü ê V ñíèçó Vnew

ïðèïèñàòü ê Q ñíèçó Qnew
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� 3. �åàëèçàöèÿ DDM íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Àâòîðàìè ðàçðàáîòàíû ðåàëèçàöèè ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà

1) F � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A,

2) F � ïðîñòîå ðàñøèðåíèå Q(α) ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Â ïåðâîì ñëó÷àå êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî β ∈ A ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïàðîé

(

ϕ, (a, b)
)

,

ãäå g ∈ Z[x] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí β, à (a, b) � ðàöèîíàëüíûé ëîêàëèçóþùèé èíòåð-

âàë, ñîäåðæàùèé β è íå ñîäåðæàùèé äðóãèõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g. Àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå

àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ ÷èñåë èç ýòîãî ïîëÿ, îïèñàíû â [19℄.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f è ëîêàëèçóþùèé èíòåðâàë äîëæíû áûòü óêà-

çàíû òîëüêî äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà α. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà β ∈ Q(α) äîñòàòî÷íî óêàçàòü

ìíîãî÷ëåí g ∈ Q[x] òàêîé, ÷òî β = g(α) è ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà g ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f .

Àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè èç Q(α) ðåàëèçóþòñÿ ïðîñòî. Íàèáîëåå òðåäîåìêîé

ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ òàêèõ ÷èñåë. Àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå ýòè îïåðàöèè, ñì. â [21℄.

Ìåòîäû DDM-1 è DDM-2 äëÿ êàæäîãî èç ïîëåé A, Q(α) ðåàëèçîâàíû è âñòðîåíû â ñè-

ñòåìó Skeleton (www.ui
.unn.ru/~zny/skeleton). Äëÿ îïåðàöèé ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè

èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû èç [19,21℄. Äëÿ ïîëÿ A ðåàëèçàöèè ñëèøêîì ìåäëèòåëüíû. Íàïðèìåð,

äëÿ ïðèìåðà, ðàçîáðàííîãî â � 4, ï. 3, ðåàëèçàöèÿ DDM-2 âûïîëíÿëàñü çà 11 ñ, åñëè F = A,
è çà 0.6 
, åñëè F = Q(α). Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ DDM-1 èDDM-2 òîëüêî

äëÿ ñëó÷àÿ F = Q(α).

� 4. Ïðèìåðû

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììû Skeleton. �åçóëüòàòû âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, íàïðàâëåííîãî íà ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòåé DDM-1 èDDM-2,

ïðèâåäåíû â � 5.

1.Äîäåêàýäð. Íàéäåì �àñåòíîå îïèñàíèå äîäåêàýäðà, çàäàííîãî êîîðäèíàòàìè âåðøèí:











































































1 1 1
1 1 −1
1 −1 1
1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 −1
−1 −1 1
−1 −1 −1
ϕ− 1 ϕ 0
0 ϕ− 1 ϕ

ϕ 0 ϕ− 1
ϕ− 1 −ϕ 0
0 ϕ− 1 −ϕ
−ϕ 0 ϕ− 1
−ϕ+ 1 ϕ 0

0 −ϕ+ 1 ϕ

ϕ 0 −ϕ+ 1
−ϕ+ 1 −ϕ 0

0 −ϕ+ 1 −ϕ
−ϕ 0 −ϕ+ 1











































































,

ãäå ϕ =
1 +
√
5

2
. Ïåðåõîäèì ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å äëÿ ïîëèýäðàëüíûõ êîíóñîâ è ãîòîâèì

âõîäíîé �àéë äëÿ Skeleton:

www.uic.unn.ru/~zny/skeleton
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20 4 x^2-x-1 (1,2)

1 1 1 1

1 1 1 (-1)

1 1 (-1) 1

1 1 (-1) (-1)

1 (-1) 1 1

1 (-1) 1 (-1)

1 (-1) (-1) 1

1 (-1) (-1) (-1)

1 x-1 x 0

1 0 x-1 x

1 x 0 x-1

1 x-1 (-x) 0

1 0 x-1 (-x)

1 (-x) 0 x-1

1 (-x+1) x 0

1 0 (-x+1) x

1 x 0 (-x+1)

1 (-x+1) (-x) 0

1 0 (-x+1) (-x)

1 (-x) 0 (-x+1)

Â ïåðâîé ñòðîêå óêàçàíû ðàçìåðû ìàòðèöû A, êîòîðóþ ìû ïîäàåì íà âõîä àëãîðèòìà,

ïðèâåäåíû ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí x2 − x− 1 è ëîêàëèçóþùèé èíòåðâàë äëÿ ϕ. Â ðåçóëüòàòå

âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû Skeleton ïîëó÷èì �àéë ñî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèåé:

12 4 x^2-x+(-1) (25/16, 13/8)

1 -x+(+2) 0 x+(-1)

1 x+(-1) -x+(+2) 0

1 x+(-1) x+(-2) 0

1 0 x+(-1) -x+(+2)

1 x+(-2) 0 x+(-1)

1 0 x+(-1) x+(-2)

1 -x+(+1) x+(-2) 0

1 -x+(+1) -x+(+2) 0

1 x+(-2) 0 -x+(+1)

1 -x+(+2) 0 -x+(+1)

1 0 -x+(+1) -x+(+2)

1 0 -x+(+1) x+(-2)

Èíòåðïðåòèðóÿ ïîëó÷åííóþ èí�îðìàöèþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå �àñåòíîå îïèñàíèå èñõîä-

íîãî äîäåêàýäðà:











































1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1











































+











































−ϕ+ 2 0 ϕ− 1
ϕ− 1 −ϕ+ 2 0
ϕ− 1 ϕ− 2 0
0 ϕ− 1 −ϕ+ 2

ϕ− 2 0 ϕ− 1
0 ϕ− 1 ϕ− 2

−ϕ+ 1 ϕ− 2 0
−ϕ+ 1 −ϕ+ 2 0
ϕ− 2 0 −ϕ+ 1
−ϕ+ 2 0 −ϕ+ 1

0 −ϕ+ 1 −ϕ+ 2
0 −ϕ+ 1 ϕ− 2











































· x > 0.



168 Í.Þ. Çîëîòûõ, Â.Ê. Êóáàðåâ, Ñ.Ñ. Ëÿëèí

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 2

Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê äîäåêàýäð äâîéñòâåíåí èêîñàýäðó, îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå

âåðøèííîå îïèñàíèå èêîñàýäðà.

2.Êóðíîñûé êóá.Ïóñòü ξ =
1

3

(

3
√

17 + 3
√
33− 3

√

−17 + 3
√
33−1

)

.Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

äëÿ ýòîé èððàöèîíàëüíîñòè: x3+x2+x−1. Ëîêàëèçóþùèé èíòåðâàë: (0, 1). Âåðøèííîå îïèñàíèå
êóðíîñîãî êóáà:

V =



























































































1 ξ −ξ−1

1 −ξ ξ−1

−1 ξ ξ−1

−1 −ξ −ξ−1

1 ξ−1 ξ

1 −ξ−1 −ξ
−1 ξ−1 −ξ
−1 −ξ−1 ξ

ξ −ξ−1 1
−ξ ξ−1 1
ξ ξ−1 −1
−ξ −ξ−1 −1
ξ−1 ξ 1
−ξ−1 −ξ 1
ξ−1 −ξ −1
−ξ−1 ξ −1
−ξ−1 1 ξ

ξ−1 1 −ξ
ξ−1 −1 ξ

−ξ−1 −1 −ξ
ξ 1 ξ−1

−ξ 1 −ξ−1

−ξ −1 ξ−1

ξ −1 −ξ−1



























































































=



























































































1 ξ −ξ2 − ξ − 1
1 −ξ ξ2 + ξ + 1
−1 ξ ξ2 + ξ + 1
−1 −ξ −ξ2 − ξ − 1
1 ξ2 + ξ + 1 ξ

1 −ξ2 − ξ − 1 −ξ
−1 ξ2 + ξ + 1 −ξ
−1 −ξ2 − ξ − 1 ξ

ξ −ξ2 − ξ − 1 1
−ξ ξ2 + ξ + 1 1
ξ ξ2 + ξ + 1 −1
−ξ −ξ2 − ξ − 1 −1

ξ2 + ξ + 1 ξ 1
−ξ2 − ξ − 1 −ξ 1
ξ2 + ξ + 1 −ξ −1
−ξ2 − ξ − 1 ξ −1
−ξ2 − ξ − 1 1 ξ

ξ2 + ξ + 1 1 −ξ
ξ2 + ξ + 1 −1 ξ

−ξ2 − ξ − 1 −1 −ξ
ξ 1 ξ2 + ξ + 1
−ξ 1 −ξ2 − ξ − 1
−ξ −1 ξ2 + ξ + 1
ξ −1 −ξ2 − ξ − 1



























































































.

�îòîâèì âõîäíîé �àéë äëÿ ïðîãðàììû Skeleton:

24 4 x^3+x^2+x-1 (0,1)

1 1 x (-x^2-x-1)

1 1 (-x) x^2+x+1

1 (-1) x x^2+x+1

1 (-1) (-x) (-x^2-x-1)

1 1 x^2+x+1 x

1 1 (-x^2-x-1) (-x)

1 (-1) x^2+x+1 (-x)

1 (-1) (-x^2-x-1) x

1 x (-x^2-x-1) 1

1 (-x) x^2+x+1 1

1 x x^2+x+1 (-1)

1 (-x) (-x^2-x-1) (-1)

1 x^2+x+1 x 1

1 (-x^2-x-1) (-x) 1

1 x^2+x+1 (-x) (-1)

1 (-x^2-x-1) x (-1)

1 (-x^2-x-1) 1 x

1 x^2+x+1 1 (-x)
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1 x^2+x+1 (-1) x

1 (-x^2-x-1) (-1) (-x)

1 x 1 x^2+x+1

1 (-x) 1 (-x^2-x-1)

1 (-x) (-1) x^2+x+1

1 x (-1) (-x^2-x-1)

Äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà íå áóäåì ïðèâîäèòü âûõîäíîé �àéë, à ñðàçó äàäèì ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ

ïðîãðàììû Skeleton �àñåòíîå îïèñàíèå êóðíîñîãî êóáà:

1+





















































































































































ξ 0 0
−ξ 0 0
0 ξ 0
0 −ξ 0
0 0 ξ

0 0 −ξ
ξ2 ξ2 ξ2

ξ2 ξ2 −ξ2
ξ2 −ξ2 ξ2

ξ2 −ξ2 −ξ2
−ξ2 ξ2 ξ2

−ξ2 ξ2 −ξ2
−ξ2 −ξ2 ξ2

−ξ2 −ξ2 −ξ2
ξ2 2ξ − 1 2ξ2 − 1
ξ2 2ξ2 − 1 −2ξ + 1
ξ2 −2ξ + 1 −2ξ2 + 1
ξ2 −2ξ2 + 1 2ξ − 1
−ξ2 2ξ − 1 −2ξ2 + 1
−ξ2 −2ξ2 + 1 −2ξ + 1
−ξ2 2ξ2 − 1 2ξ − 1
−ξ2 −2ξ + 1 2ξ2 − 1
2ξ − 1 2ξ2 − 1 ξ2

2ξ2 − 1 −2ξ + 1 ξ2

−2ξ + 1 −2ξ2 + 1 ξ2

−2ξ2 + 1 2ξ − 1 ξ2

2ξ − 1 −2ξ2 + 1 −ξ2
−2ξ2 + 1 −2ξ + 1 −ξ2
2ξ2 − 1 2ξ − 1 −ξ2
−2ξ + 1 2ξ2 − 1 −ξ2
2ξ2 − 1 ξ2 2ξ − 1
−2ξ + 1 ξ2 2ξ2 − 1
−2ξ2 + 1 ξ2 −2ξ + 1

2ξ − 1 ξ2 −2ξ2 + 1
−2ξ2 + 1 −ξ2 2ξ − 1
−2ξ + 1 −ξ2 −2ξ2 + 1
2ξ − 1 −ξ2 2ξ2 − 1
2ξ2 − 1 −ξ2 −2ξ + 1





















































































































































x > 0,

ãäå ÷åðåç 1 îáîçíà÷åí ñòîëáåö èç åäèíèö.

3.Ïðèìåð íåðåàëèçóåìîãî íàä Q ïîëèýäðà. �àññìîòðèì ïðèìåð ïîëèýäðà, äëÿ êîòî-

ðîãî íå ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîðíî-ýêâèâàëåíòíîãî åìó ïîëèýäðà ñ ðàöèîíàëüíûìè âåðøèíàìè

2

.

2

Äàííûé ïðèìåð àâòîðàì ñîîáùèë Ä.Â. �ðóçäåâ.
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Îáîçíà÷èì ϑ =
√
5. Âåðøèíû ïîëèýäðà P ⊆ Q(ϑ)8 ñóòü











































0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
−2 2 −2 0 −2 1 0 0
2 −2 1− ϑ −1− ϑ 2 0 1 0

−3 + ϑ 1− ϑ −1 + ϑ −1 + ϑ −2 0 0 1











































.

Íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü âõîäíîé è âûõîäíîé �àéëû, à ñðàçó äàäèì íàéäåííîé ïðîãðàììîé

Skeleton �àñåòíîå îïèñàíèå ïîëèýäðà P :





































































































































0
0
1
0
1
0
0
1
0
1
0
0
0
1
1
1
0
1
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
1





































































































































+





































































































































0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1
−1 −1 1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 −1 −1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 1 2 0 2
−1 ϑ− 2 −1 −1 −1 −1 −1 −1
2 0 0 ϑ− 1 0 4 0 0
−1 −1 −1 −ϑ+ 2 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 −ϑ+ 2 −1 −1 −1
0 0 0 1 0 0 ϑ+ 1 0
0 0 1 0 0 2 ϑ− 1 0
0 1 1 0 0 0 ϑ+ 1 0
0 1 0 1 0 0 ϑ+ 3 0
0 1 0 0 1 0 0 ϑ+ 1
0 1 0 0 0 0 2 ϑ− 1
1 0 0 0 0 2 0 −ϑ+ 3
−1 −1 −1 −1 1 −1 −1 2ϑ− 3
ϑ ϑ− 2 −1 1 −1 −1 −1 −1
−1 ϑ− 2 1 −1 ϑ− 2 −1 −1 −1
2 −ϑ+ 3 2 0 0 2ϑ + 2 0 0
2 0 ϑ+ 1 0 0 2ϑ + 6 0 0
2 0 ϑ− 1 0 0 2ϑ + 2 0 0
−1 −1 −ϑ+ 2 −1 ϑ− 2 −1 −1 −1
2 2 0 ϑ+ 1 0 0 2ϑ+ 6 0
0 2 0 ϑ+ 3 2 0 4ϑ+ 8 0
0 0 0 2 ϑ+ 1 2ϑ + 2 0 4
0 0 2 0 ϑ− 1 2ϑ + 2 0 0
0 0 0 2 ϑ− 1 2ϑ − 2 4 0





































































































































· x > 0.
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PSfrag repla
ements
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ÿ

,

ñ

�èñ. 1. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íà ñëó÷àéíûõ çàäà÷àõ â Q(
√
2)

� 5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ðåàëèçàöèé DDM-1,DDM-2 ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé

ýêñïåðèìåíò. Èñïîëüçîâàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà � Intel(R) Core(TM) i5 CPU M 460

2.53 GHz, 8 GB RAM, Mi
rosoft Windows 7, SP1 ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïèëÿòîðà C++ MS Visual

Studio 2010 ñ êîí�èãóðàöèåé Fast x64.

Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå íà âõîä ïðîãðàììû Skeleton ïîäàâàëèñü âåðøèííûå îïèñàíèÿ

d-ìåðíûõ ïîëèýäðîâ ñ m âåðøèíàìè íàä Q(α), ãäå α =
√
2, d = 5, m = 6, 7, . . . ,M . Äëÿ

êàæäîãî m áûëî ñãåíåðèðîâàíî 30 ïîëèýäðîâ. Êàæäàÿ êîîðäèíàòà çàäàâàëàñü ìíîãî÷ëåíîì

îò α ñ öåëûìè ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè â äèàïàçîíå [−4, 4]. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî âðå-

ìåíè ðàáîòû ìîäè�èêàöèé DDM-1, DDM-2 îò m è ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå

îòêëîíåíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ èç èñõîäíûõ îêðóãëåíèåì

âñåõ ÷èñåë, ñ èñïîëüçîâàíèåì àðè�ìåòèêè ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé òðåáîâàëîñü íå áîëåå 1 
 äëÿ

êàæäîé.

Âòîðîé ýêñïåðèìåíò àíàëîãè÷åí ïåðâîìó, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü ïîëè-

ýäðû íàä Q(
√
2+
√
3). Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí: x4− 10x2 +1; ëîêàëèçóþùèé èíòåðâàë: (3, 4).

�åçóëüòàòû ñì. íà ðèñ. 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè âïîëíå ðàáîòîñïîñîáíû è ïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ óìåðåííûõ ðàçìåðîâ. �åçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îñíîâíîå âðåìÿ íà ðàçîáðàííûõ ïðè-

ìåðàõ òðàòèòñÿ íà âûïîëíåíèå ñîáñòâåííî îïåðàöèé ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè. Êàê è îæè-

äàëîñü, ìîäè�èêàöèÿ DDM-2 ðàáîòàåò çàìåòíî áûñòðåå DDM-1.

� 6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå îïèñàíû ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè äâóõ âàðèàíòîâ ìåòîäà äâîéíîãî îïèñàíèÿ äëÿ

âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè îáåèõ ìî-

äè�èêàöèé âñòðîåíû â ñèñòåìó Skeleton. Ìîäè�èêàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áóëåâûõ ìàòðèö
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�èñ. 2. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íà ñëó÷àéíûõ çàäà÷àõ â Q(
√
2 +
√
3)

DDM-2 ðàáîòàåò çàìåòíî áûñòðåå îðèãèíàëüíîé DDM-1. Òàê êàê íà ðàçîáðàííûõ çàäà÷àõ îñ-

íîâíîå âðåìÿ òðàòèëîñü íà âûïîëíåíèå îïåðàöèé ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, òî â äàëüíåéøåì

ïëàíèðóåòñÿ îïòèìèçèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû.
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We 
onsider the problem of 
onstru
ting the dual representation of a 
onvex polyhedron de�ned as a set of

solutions to a system of linear inequalities with 
oe�
ients whi
h are algebrai
 numbers. The inverse problem

is equivalent (dual) to the initial problem. We propose program implementations of several variations of the

well-known double des
ription method (Motzkin�Burger method) solving this problem. The following two


ases are 
onsidered: 1) the elements of the system of inequalities are arbitrary algebrai
 numbers, and ea
h

su
h number is represented by its minimal polynomial and a lo
alizing interval; 2) the elements of the system

belong to a given extension Q(α) of Q, and the minimal polynomial and the lo
alizing interval are given

only for α, all elements of the system, intermediate and �nal results are represented as polynomials of α.

As expe
ted, the program implementation for the se
ond 
ase signi�
antly outperforms the implementation

for the �rst one in terms of speed. In the se
ond 
ase, for greater a

eleration, we suggest using a Boolean

matrix instead of the dis
repan
y matrix. The results of a 
omputational experiment show that the program

is quite suitable for solving medium-s
ale problems.
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