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ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄÍÎ�Î ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎ�Î ÍÀ ÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÎÒ�ÅÇÊÅ

1

Èçó÷àþòñÿ âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà êîíå÷íîì îò-

ðåçêå ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé µ �óíêöèé �àóññà ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè óïðàâëåíèé â ñîñðåäîòî÷åííûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ �àóññà

(êâàäðàòè÷íàÿ ýêñïîíåíòà) � ýòî �óíêöèÿ âèäà ϕ(x) =
1

σ
√
2π

exp

[
− (x−m)2

2σ2

]
. Â îòëè÷èå îò èññëå-

äîâàíèé, ïðîâîäèâøèõñÿ ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòðû �óíêöèé

�àóññà (òàê æå êàê è êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè) ÿâëÿþòñÿ âàðüèðóåìûìè è ïîäáèðàþò-

ñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïóòåì ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ àïïðîêñèìàöèè îò àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè ëèáî

(â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò îá àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ) ïóòåì ìèíèìè-

çàöèè öåëåâîãî �óíêöèîíàëà. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèñòåìàìè êîíå÷íîìåðíûìè çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè (â îòëè÷èå îò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èëè êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîê-

ñèìàöèè íà �èêñèðîâàííîé ñåòêå ñ ìàëûì øàãîì, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ). Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå ý��åêòèâíîñòü èçó÷àåìîãî ïîäõîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåõíèêà ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ êâàäðàòè÷íûìè ýêñïîíåíòàìè, �óíêöèÿ �àóññà.

DOI: 10.20537/vm170210

Ââåäåíèå

Ïðè äèñêðåòèçàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-

ïîñòîÿííàÿ èëè êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óïðàâëÿþùåé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [1,

ãë. XV, � 2℄). Â ÷àñòíîñòè, â ðàìêàõ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ [2�7℄ çà ñ÷åò ïðåäïî-

ëîæåíèÿ îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî óïðàâ-

ëåíèÿ �óíêöèîíàëû çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê �óíêöèÿì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ � ïàðàìåòðîâ

èíòåðïîëÿöèè óïðàâëÿþùåé �óíêöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêîé ïîäõîä íå ïðèâîäèë ê çíà÷èòåëü-

íîìó èñêàæåíèþ èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ñåòêà äðîáëåíèÿ îáëàñòè íåçàâèñè-

ìûõ ïåðåìåííûõ äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ìåëêîé. Â ðåçóëüòàòå ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîé

çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùåé èñõîäíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ âåñüìà âûñîêà, ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå.

Íåêîòîðîãî ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ïóòåì èñïîëü-

çîâàíèÿ ïîäâèæíîé (óïðàâëÿåìîé) ñåòêè, êîãäà ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ëîêàëèçàöèþ

óçëîâ ñåòêè, òîæå âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [2, 8�10℄).

Îäíàêî è çäåñü â ñëó÷àå ðåäêîé ñåòêè àïïðîêñèìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáîé, à â ñëó-

÷àå ìåëêîé ñåòêè ðàçìåðíîñòü àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è � âñå åùå âûñîêîé. Ïîýòîìó âîç-

íèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà òàêîãî êëàññà E �óíêöèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ (èíòåðïîëèðóþùèõ)

íåèçâåñòíîå óïðàâëåíèå, êîòîðûé, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàë áû âûñîêîêà÷åñòâåííóþ àï-

ïðîêñèìàöèþ äëÿ óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé èç äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî ìíîæåñòâà, à ñ äðóãîé

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÌÎÍ �Ô â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî

çàäàíèÿ â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â 2014�2016 ãã. (ïðîåêò �1727) è ãðàíòà (ñîãëàøåíèå îò 27.08.13

�02.Â.49.21.0003 ìåæäó ÌÎÍ �Ô è ÍÍ�Ó).
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ñòîðîíû, ïîçâîëÿë áû îáõîäèòüñÿ ñåòêàìè ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ. Åñ-

ëè æå, â äîïîëíåíèå ê ýòèì äâóì òðåáîâàíèÿì, óêàçàííûé êëàññ ïîçâîëèë áû ïðîãðàììèðîâàòü

òå èëè èíûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà óïðàâëÿþùèõ �óíêöèé (íàïðèìåð, îòñóòñòâèå áûñòðûõ îñöèë-

ëÿöèé, ðàçðóøàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåå òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî, óñòîé÷èâîñòü ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ê èñêàæåíèþ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ � ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü,

âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî è/èëè ðàñïîëîæåíèå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, òî÷åê

ïåðåêëþ÷åíèÿ è ò. ï.), òî ñ ïðàêòè÷åñêîé (ïðèêëàäíîé) òî÷êè çðåíèÿ ýòî áûëî áû åùå îäíèì

î÷åíü ïîëåçíûì ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïîäõîäà. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîêàçàòü,

÷òî (â ïëàíå ïðèìåíåíèÿ ê àïïðîêñèìàöèè ñîñðåäîòî÷åííûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì) âñåì ïå-

ðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì äîñòàòî÷íî õîðîøî óäîâëåòâîðÿåò êëàññ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé òàê

íàçûâàåìûõ êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò (èçâåñòíûõ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê �óíêöèè �àóññà).

Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ �àóññà � ýòî �óíêöèÿ âèäà ϕ(x) =
1

σ
√
2π

exp

[
−(x−m)2

2σ2

]
. Â òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé îíà âîçíèêàåò êàê �óíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

(m,σ), ãäå m ∈ R � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

à σ > 0 � åå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðà�èê �óíêöèè �àóññà íà-

ïîìèíàåò ñâîåãî ðîäà ¾ñãëàæåííûé¿ èìïóëüñ ñ îñíîâàíèåì ðàäèóñà σ > 0, ëîêàëèçîâàííûé
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = m. Òåì ñàìûì ãðà�èêîì ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òàêèõ èìïóëüñîâ,

ëîêàëèçîâàííûõ íà íåêîòîðîé ñåòêå, ìîæíî ìîäóëèðîâàòü ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ñèã-

íàë êîíå÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè (à õàðàêòåð ñãëàæåííîñòè ýòîãî ãðà�èêà ìîæíî ðåãóëèðî-

âàòü ïóòåì ïîäáîðà ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé). Äàëåå ýòî èíòóèòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå

áóäåò ñòðîãî äîêàçàíî. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñåòêà ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæ-

íîé (òî åñòü ïîäâèæíû óçëû èíòåðïîëÿöèè), à äèñïåðñèè (èíà÷å ãîâîðÿ, ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå

îòêëîíåíèÿ) ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, âîçìîæíîñòè èíòåðïîëÿöèè ïî-

âûøàþòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â óïîìÿíóòîé âûøå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàùàòü. Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿþò íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî

ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîãî ñïîñîáà èíòåðïîëÿöèè â îòíîøåíèè íåèçâåñòíîé óïðàâëÿþùåé

�óíêöèè (â ðàìêàõ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ) â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèñòåìàìè ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü òàêèå çàäà÷è êîíå÷íîìåðíûìè çàäà-

÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè (â îòëè÷èå îò

êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èëè êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè íà �èêñèðîâàííîé ñåòêå ñ ìàëûì

øàãîì, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ). Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè �óíêöèé �àóññà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè åñòåñòâåííûõ òðåáîâàíèÿõ ê âõîäíûì ïàðàìåòðàì

çàäà÷è (è â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ïðè êàæäîì äîïóñòèìîì

óïðàâëåíèè, êàê ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ â ðàìêàõ òåõíèêè ïàðàìåòðèçàöèè óïðàâëåíèÿ) �óíêöèî-

íàëû àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ ãëàäêèìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìàöèè ñ ïîäâèæíûìè óçëàìè äëÿ îáåñïå÷å-

íèÿ òàêîé ãëàäêîñòè ïðèõîäèòñÿ òðåáîâàòü ëèíåéíîñòè (à��èííîñòè) ïðàâîé ÷àñòè óïðàâëÿå-

ìîé ñèñòåìû ïî óïðàâëÿþùèì ïåðåìåííûì (ñì. [9℄).

Ïåðåéäåì ê áîëåå êîíêðåòíûì �îðìóëèðîâêàì. Êëàññ àïïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé, ñ êî-

òîðûì ìû áóäåì ðàáîòàòü � ýòî

E =
{
Φ = Φν [α, β, γ] ∈ C

∞[a; b]
∣∣∣ (α, β, γ) ∈ R

3ν , ν ∈ N

}
,

ãäå

Φν [α, β, γ](x) =
ν∑

j=1

αjϕj [βj , γj ](x), ϕj [βj , γj ](x) = exp

[
−(x− βj)

2

ε+ γ2j

]
, (0.1)

ε > 0 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî (íóæíîå äëÿ òîãî òîëüêî, ÷òîáû èçáåæàòü íóëÿ

â çíàìåíàòåëå). Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàÿâëåííîé öåëüþ ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, íàñêîëüêî õîðîøî

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(x), çàäàííóþ íà îòðåçêå [a; b], �óíêöèåé
êëàññà E è êàê èìåííî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî âîçìîæíîñòè íàèëó÷øèì îáðàçîì. Ñòðàòåãèÿ

èññëåäîâàíèé, êîòîðóþ ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü, áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
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1. Óñòàíîâëåíèå âîçìîæíîñòè äèñêðåòíî òî÷íîé èíòåðïîëÿöèè íà çàäàííîé ñåòêå. Èìå-

åòñÿ â âèäó âîçìîæíîñòü îòûñêàíèÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ α, β, γ, ïîçâîëÿþùèõ ïî çíà÷å-

íèÿì �óíêöèè f(x) â çàäàííûõ òî÷êàõ xi, i = 1, n, óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ

Φν [α, β, γ](xi) = f(xi), i = 1, n. (0.2)

Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, ïîòîì � íåðàâíîìåðíóþ, ñäåëàâ óïîð

íà ñëó÷àå âûáîðà βj = xj , j = 1, ν, ν = n. Äèñêðåòíî òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîíèìàåòñÿ

íàìè íå êàê ñàìîöåëü, à ëèøü êàê ïåðâè÷íàÿ (íà÷àëüíàÿ) àïïðîêñèìàöèÿ.

2. Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ íà÷àëüíîé àïïðîêñèìàöèè áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñ-

ëà ν ïî çíà÷åíèÿì �óíêöèè f(x) íà ñêîëü óãîäíî ïëîòíîé ñåòêå zi, i = 1,m, ñ ÷èñ-

ëîì óçëîâ m > n. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî óòî÷íåíèå ïðîèçâîäèòñÿ â äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ β ìû âûÿâëÿåì ñâîåãî ðîäà âåðõíþþ ãðàíè-

öó òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ γj > 0, j = 1, ν, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (0.2) ðàçðåøèìà

îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ αj , j = 1, ν. Ýòà âåðõíÿÿ ãðàíèöà âàæíà â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî

÷åì áîëüøå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ γj , j = 1, ν, òåì ìåíüøå àìïëèòóäà êîëåáàíèé �óíê-

öèè Φν [α, β, γ] è òåì áîëåå ñãëàæåííûì ÿâëÿåòñÿ åå ãðà�èê. Ýòî ïîíÿòíî óæå èç òîãî, ÷òî

ϕj [βj , γj ](x) → 1 ïðè γj → +∞, ïðè÷åì ñêîðîñòü ýòîãî ñòðåìëåíèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêà.

Åñëè æå γj → +0, òî ïîâåäåíèå �óíêöèè ϕj [βj , γj ](x) íà÷èíàåò âñå áîëüøå íàïîìèíàòü

ïîâåäåíèå ãëàäêîãî àíàëîãà δ-�óíêöèè, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå βj , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ðåçêî ïîâûøàåò àìïëèòóäó êîëåáàíèé �óíêöèè Φν[α, β, γ]. �àçóìååòñÿ, ýòè ðàññóæäåíèÿ
èìåþò íåñêîëüêî èíòóèòèâíûé îòòåíîê, íî îíè ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ïîâå-

äåíèè �óíêöèè f(x) âíå óçëîâ ñåòêè áîëåå âåðîÿòíûì áóäåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî ïî-

âåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì-òî ýêñòðàîðäèíàðíûì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, íàèáîëåå åñòåñòâåííî

àïïðîêñèìèðîâàòü ãðà�èê ýòîé �óíêöèè íà ó÷àñòêå ìåæäó äâóìÿ óçëàìè ïåðâè÷íîé ñåò-

êè ïî âîçìîæíîñòè ìåíåå êðèâîëèíåéíûì ó÷àñòêîì (áîëåå áëèçêèì ê ïðÿìîëèíåéíîìó).

Òåì ñàìûì âûáîð â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ γj óêàçàííûõ âåðõíèõ ãðàíèö ïîçâîëÿ-
åò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîëó÷àòü óæå äîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòåëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ.

Ïîíÿòíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèþ, ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì, ìîæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùå-

ñòâåííî óëó÷øèòü, ìèíèìèçèðóÿ ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé

W [α, β, γ] =
m∑

i=1

{
Φ[α, β, γ](zi)− f(zi)

}2

çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ α è γ (â ñîâîêóïíîñòè èëè ïî îòäåëüíîñòè) ïðè �èê-

ñèðîâàííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ β ëèáî çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ âñåé òðîéêè (α, β, γ) ∈ R
3ν
.

Ýòî è áóäåò âòîðîé ýòàï.

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ïóíêòå 2. Â ÷àñòíîñòè,

ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

W [α, β, γ] =

m∑

i=1

{
Φ[α, β, γ](zi)− f(zi)

}2
→ min

(α,β,γ)∈R3ν
. (0.3)

Îòìåòèì, ÷òî (0.3) � ÷àñòíûé ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ. Íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ïîäõîäîì ê åå ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-

çîâàíèå ìåòîäîâ Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà è �àóññà�Íüþòîíà. Èìåííî èìè ìû è ïîëüçó-

åìñÿ.

Ñëåäóåò ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ îá èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèè ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷-

íûõ ýêñïîíåíò â òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Äî ñèõ ïîð (äðóãèìè àâòîðàìè) èññëåäîâàëàñü
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ïðîáëåìà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè f(x) íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèé âèäà

f(x) ≈
+∞∑

j=−∞

αjϕj [βj , γj ](x), βj = j, γj = σ > 0, ε = 0 (0.4)

(ñì., íàïðèìåð, [11�14℄). Òàì æå óêàçûâàëîñü, ÷òî íåîáõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé ïî íåîð-

òîãîíàëüíûì ñèñòåìàì, â òîì ÷èñëå ïî ñèñòåìå êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò, âîçíèêàåò â ðàçëè÷-

íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðè÷åñêèõ èëè îïòè-

÷åñêèõ ñèãíàëîâ, òåîðèè �èëüòðàöèè, ãîëîãðà�èè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ àâòîìàòè÷å-

ñêèõ ñèñòåì èëè îïòèìèçàöèè èõ îòäåëüíûõ ÷àñòåé. Äîêàçûâàëîñü (ñì., íàïðèìåð, [13,14℄), ÷òî

ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî (ïî êîí-

òðîëüíûì öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì) àïïðîêñèìèðîâàòü êîíå÷íîé ñóììîé óêàçàííîãî ðÿäà.

� 1. Ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé ïåðâè÷íîé ñåòêè

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíòðîëüíûå òî÷êè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ïî âñåìó îòðåçêó:

xi = xi−1 + h, i = 2, n, x1 = a, xn = b. Ïðèìåì

βj = xj, γ2j = γ2 − ε, j = 1, n,

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü àïïðîêñèìàöèþ âèäà

f(x) ≈ Φ[α, β, γ](x) =

n∑

j=1

αjϕj [βj , γj ](x). (1.1)

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à âûáîðà êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè αj , j = 1, n, èç óñëîâèé

Φ[α, β, γ](xi) = f(xi), i = 1, n, (1.2)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ÷èñëà γ > 0, ε ∈ [0; γ2) ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàíû; γj =
√
γ2 − ε, βj = xj,

j = 1, n. Òîãäà äëÿ �óíêöèé

ϕj [βj , γj ](x) = exp

[
−(x− βj)

2

ε+ γ2j

]
= exp

[
−(x− xj)

2

γ2

]
, j = 1, n,

èìååì det
[
ϕj [βj , γj ](xi)

]
i,j=1,n

6= 0. Òåì ñàìûì ñèñòåìà (1.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, òî åñòü

çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè f(x) íà [a; b] ïî äàííûì êîíòðîëüíûì òî÷êàì èìååò äèñêðåò-

íî òî÷íîå ðåøåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë q1, . . . , qn ∈ R ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

V (q1, . . . , qn) = det (qj−1
i )i,j=1,m =

∏

i>j

(qi − qj)

(ýòî òàê íàçûâàåìûé îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñì., íàïðèìåð, â [15, òåîðåìà 1.1.5.1℄.

Ëåììà 2. Ïóñòü qi = σ1−i
, i = 1,m+ 1, ãäå σ 6= 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

V (q1, . . . , qm+1) = σ−ξm(1− σ)m(1 − σ2)m−1 . . . (1− σm)1,

ξm = 12 + 22 + . . .+m2 =
m(m+ 1)(2m + 1)

6
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî, âñïîìíèì ñëåäóþùèå õîðîøî èçâåñòíûå �îðìóëû

[16, � 1.2, ñ. 23, (1.5); � 2.5, ñ. 61, (2.38)℄:

1 + 2 + . . .+m =
m(m+ 1)

2
, 12 + 22 + . . . +m2 =

m(m+ 1)(2m + 1)

6
. (1.3)

Íåïîñðåäñòâåííî ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì

V =
∏

i>j

(σ1−i − σ1−j) =

m∏

j=1

m+1∏

i=j+1

σ1−j
[
σj−i − 1

]
. (1.4)

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèøåì ìíîæèòåëè, ó÷àñòâóþùèå âî âíåøíåì ïðîèçâåäåíèè (1.4):

j = 1: (σ0)m(σ−1 − 1)(σ−2 − 1) . . . (σ−m − 1),

j = 2: (σ−1)m−1(σ−1 − 1)(σ−2 − 1) . . . (σ−(m−1) − 1),
. . . . . .

j = m : (σ−(m−1))1(σ−1 − 1).

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî

V = σ−ηm−1(σ−1 − 1)m(σ−2 − 1)m−1 . . . (σ−m − 1)1 =

= σ−(ηm−1+ηm)(1− σ)m(1− σ2)m−1 . . . (1− σm)1,

ãäå ηm = 1 ·m+ 2 · (m− 1) + . . .+m · 1. Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

ηm = (m+ 1)(1 + . . .+m)− (12 + . . .+m2).

Ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (1.3), ïîëó÷àåì

ηm =
m(m+ 1)2

2
− m(m+ 1)(2m + 1)

6
=
m(m+ 1)(m+ 2)

6
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ηm−1 + ηm =
(m− 1)m(m+ 1)

6
+
m(m+ 1)(m+ 2)

6
= ξm.

�

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë q ∈ R, m ∈ N ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

2

∆m(q) = det (q(i−j)2)i,j=1,m+1 = (1− σ)m(1− σ2)m−1 . . . (1− σm)1,

ãäå ãäå σ = q2, à âûðàæåíèå q0 ïîíèìàåòñÿ êàê 1 â òîì ÷èñëå è ïðè q = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ q = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî q 6= 0.
Âûíåñåì èç êàæäîé i-é ñòðîêè îáùèé ìíîæèòåëü q(i−1)2

, à èç êàæäîãî j-ãî ñòîëáöà � îáùèé

ìíîæèòåëü q(j−1)2
. Òîãäà ïîëó÷èì

∆m(q) = q2(1
2+...+m2)det (q(i−j)2−(i−1)2−(j−1)2)i,j=1,m+1.

�àññìîòðèì

(i− j)2 − (i− 1)2 − (j − 1)2 = −2ij + 2i+ 2j − 2 = 2(j − 1)(1− i).

2

Äëÿ ïîäñòðàõîâêè ìû òàêæå ïðîèçâåëè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû â ñèñòåìå MatLab ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå ïàðà-

ìåòðîâ q è m, êîòîðûå ïîäòâåðäèëè ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.
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Îáîçíà÷èì σ = q2 6= 0. Òîãäà

∆m(q) = σηmdet (σ(1−i)(j−1))i,j=1,m+1 = σηmV (q1, . . . , qm+1),

ãäå qi = σ1−i
, ηm = 12 + . . . +m2

. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ëèøü ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2. �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

ϕj [βj , γj ](xi) = exp

[
−(x1 + (i− 1)h− x1 − (j − 1)h)2

γ2

]
= q(i−j)2 ,

ãäå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå q = exp

[
−h

2

γ2

]
. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.2) ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå

n∑

j=1

αjq
(i−j)2 = f(xi), i = 1, n. (1.5)

Âûïèøåì îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1.5): ∆ = det (q(i−j)2)i,j=1,n = ∆m(q), m = n − 1. Ïîëüçóÿñü
ëåììîé 3, íàõîäèì

∆ = (1− σ)m(1− σ2)m−1 . . . (1− σm)1, σ = q2, m = n− 1. (1.6)

Ïîñêîëüêó q ∈ (0; 1), òî íåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóëû (1.6) âèäíî, ÷òî ∆ 6= 0. Îòñþäà ñðàçó

ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (1.5). �

Çàìå÷àíèå 1. Êàê âèäíî èç �îðìóëû (1.6), â ñëó÷àå êîãäà ÷èñëî q = exp
[
−h2

γ2

]
áëèçêî

ê åäèíèöå, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1.2) áóäåò áëèçîê ê íóëþ, à ñòàëî áûòü, ìàòðèöà ñèñòåìû

áóäåò ïëîõî îáóñëîâëåíà. Ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè òåîðåìû 1, â ñëó÷àå êîãäà

øàã ñåòêè h çàäàí, ïàðàìåòð γ2 = maxj=1,n

[
γ2j + ε

]
íå ñëåäóåò áðàòü ÷ðåçìåðíî áîëüøèì. Êàê

ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, âûáîð γ = h îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî óäà÷íûì. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å, ïðè äîñòàòî÷íîé ìàëîñòè ïàðàìåòðà γ2

è âûáîðå êîíòðîëüíûõ òî÷åê â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ βj ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî

ïàðàìåòðîâ αj ìîæíî îáåñïå÷èòü è íà ïðîèçâîëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíîé) ñåòêå.

� 2. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ïåðâè÷íîé ñåòêè

Òåïåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíòðîëüíûå òî÷êè

a 6 x1 < x2 < . . . < xn 6 b

âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, ν = n. Îáîçíà÷èì h = min
i,j=1,n, i 6=j

|xi − xj|. Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ÷èñëî γ > 0 òàêîâî, ÷òî exp

[
−h

2

γ2

]
<

1

n− 1
, è, êðîìå òîãî, βj = xj,

j = 1, n. Òîãäà äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ε > 0, γj > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ γ2j + ε 6 γ2,

j = 1, n, è äëÿ �óíêöèé

ϕj [βj , γj ](x) = exp

[
−(x− βj)

2

ε+ γ2j

]
, j = 1, n,

èìååì det
[
ϕj [βj , γj ](xi)

]
i,j=1,n

6= 0. Òåì ñàìûì ñèñòåìà

n∑

j=1

αjϕj [βj , γj ](xi) = f(xi), i = 1, n,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α1, . . . , αn, òî åñòü çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè f(x) íà [a; b]
ïî äàííûì êîíòðîëüíûì òî÷êàì èìååò äèñêðåòíî òî÷íîå ðåøåíèå.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà î äèàãîíàëüíîì ïðåîá-

ëàäàíèè [17, � 45.1℄. (Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé ýòîé ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷íîå

è êîðîòêîå.)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A = (aij)i,j=1,n � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà, åñëè |aii| >
∑
j 6=i

|aij|,

i = 1, n, ãîâîðÿò, ÷òî A � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì. Åñëè æå

|ajj| >
∑
i 6=j

|aij|, j = 1, n, òî A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòîëáöàì.

Ëåììà 4. Ëþáàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì èëè ïî ñòîëáöàì

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2. Îáîçíà÷èì

aij = ϕj [βj , γj ](xi) = exp

[
−(xi − xj)

2

ε+ γ2j

]
, i, j = 1, n.

ßñíî, ÷òî aii = 1, i = 1, n. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ i 6= j, i, j = 1, n, èìååì

0 < aij = exp

[
−(xi − xj)

2

ε+ γ2j

]
6 exp

[
−h

2

γ2

]
,

è ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû aij <
1

n− 1
. Òàêèì îáðàçîì,

∑

j 6=i

|aij | <
1

n− 1

∑

j 6=i

1 =
n− 1

n− 1
= 1 = aii, i = 1, n,

òî åñòü A = (aij)i,j=1,n � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì (ïîíÿòíî, ÷òî

è ïî ñòîëáöàì òîæå). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 4 detA 6= 0. �

Çàìå÷àíèå 2. Â óòâåðæäåíèÿõ òåîðåì 1 è 2 òðåáîâàíèÿ ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ βj è γj äî-
ñòàòî÷íî æåñòêèå. À ñàìîå ãëàâíîå íåóäîáñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû γj â òåîðåìå 2

äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò (ïðè áîëüøèõ n) îêà-
çàòüñÿ ìàëîé. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøîìó çíà÷åíèþ

àìïëèòóäû êîëåáàíèé àïïðîêñèìèðóþùåé �óíêöèè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

íà ñàìîì äåëå ïðè ν, ðàâíîì êîëè÷åñòâó êîíòðîëüíûõ òî÷åê, âîçìîæåí äîñòàòî÷íî áîëüøîé

ïðîèçâîë â âûáîðå óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ÷èñëà 0 < γj < γ̂j , j = 1, n, ε ∈ [0, ε], ãäå ε = min
j=1,n

γ̂2j − γ2j
γ̂2j + γ2j

γ2j , ïðîèç-

âîëüíî �èêñèðîâàíû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ βj 6=
xi + xk

2
∀i, j, k ∈ 1, n, i 6= k, íàéäåòñÿ

íàáîð ïàðàìåòðîâ γj ∈ (γj, γ̂j), j = 1, n, òàêîé, ÷òî äëÿ �óíêöèé

ϕj [βj , γj ](x) = exp

[
−(x− βj)

2

ε+ γ2j

]
, j = 1, n,

èìååì det
[
ϕj [βj , γj ](xi)

]
i,j=1,n

6= 0. Òåì ñàìûì ñèñòåìà

n∑

j=1

αjϕj [βj , γj ](xi) = f(xi), i = 1, n,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α1, . . . , αn, òî åñòü çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè �óíêöèè f(x) íà [a; b]
ïî äàííûì êîíòðîëüíûì òî÷êàì èìååò äèñêðåòíî òî÷íîå ðåøåíèå.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 5. Ïóñòü ÷èñëà qj > 0, j = 1, n, qj 6= qi äëÿ âñåõ i 6= j, ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàíû.
Òîãäà �óíêöèè ψj(γ) = qγj , j = 1, n, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ëþáîì èíòåðâàëå (γ, γ̂) ïîëîæè-

òåëüíîé ïîëóîñè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü ÷èñëà σj ,
j = 1, n, íå âñå ðàâíûå íóëþ è òàêèå, ÷òî σ1q

γ
1 + . . . + σnq

γ
n ≡ 0 íà (γ, γ̂). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ1 6= 0. Äåëÿ äàííîå òîæäåñòâî íà qγn, ïîëó÷àåì

σ1

(
q1
qn

)γ

+ . . .+ σn−1

(
qn−1

qn

)γ

+ σn ≡ 0.

Äè��åðåíöèðóÿ ïî γ, ïîëó÷àåì

σ1 ln
q1
qn

(
q1
qn

)γ

+ . . .+ σn−1 ln
qn−1

qn

(
qn−1

qn

)γ

≡ 0.

Ïîäåëèâ íà

(
qn−1

qn

)γ

, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

σ1 ln
q1
qn

(
q1
qn−1

)γ

+ . . . + σn−2 ln
qn−2

qn

(
qn−2

qn−1

)γ

+ σn−1 ln
qn−1

qn
≡ 0.

Ñíîâà äè��åðåíöèðóÿ ïî γ, èìååì

σ1 ln
q1
qn

ln
q1
qn−1

(
q1
qn−1

)γ

+ . . .+ σn−2 ln
qn−2

qn
ln
qn−2

qn−1

(
qn−2

qn−1

)γ

≡ 0.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè, íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

σ1 ln
q1
qn

ln
q1
qn−1

. . . ln
q1
q2

(
q1
q2

)γ

≡ 0.

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû íè îäíî èç âûðàæåíèé ïîä ëîãàðè�ìàìè íå ðàâíî åäè-

íèöå, çàêëþ÷àåì, ÷òî σ1 = 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ëåììà 6. Ïóñòü ÷èñëà qij > 0, i, j = 1, n, ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàíû è òàêîâû, ÷òî

qij 6= qkj äëÿ âñåõ i, j, k ∈ 1, n, i 6= k. Òîãäà äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ (γj, γ̂j), j = 1, n, ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóîñè ñóùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë γj ∈ (γj , γ̂j), j = 1, n, òàêèõ, ÷òî

∣∣∣∣∣∣

qγ111 . . . qγn1n
. . . . . . . . .
qγ1n1 . . . qγnnn

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ n = 1 óòâåðæäå-
íèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = m óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî, è óñòàíîâèì åãî ñïðà-

âåäëèâîñòü äëÿ n = m + 1. Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, íàéäåì ÷èñëà γj ∈ (γj, γ̂j),
j = 2, n, òàê, ÷òîáû

σ1 =

∣∣∣∣∣∣

qγ222 . . . qγn2n
. . . . . . . . .
qγ2n2 . . . qγnnn

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ ∈ (γ1, γ̂1) ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

∆(γ) =

∣∣∣∣∣∣

qγ11 qγ212 . . . qγn1n
. . . . . . . . . . . .
qγn1 qγ2n2 . . . qγnnn

∣∣∣∣∣∣
.
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Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò γ = γ1 ∈ (γ1, γ̂1) òàêîå, ÷òî ∆(γ1) 6= 0. �àññóæäàÿ îò
ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆(γ) ≡ 0 äëÿ âñåõ γ ∈ (γ1, γ̂1). �àñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ∆(γ)

ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì ∆(γ) =
n∑

i=1
σiq

γ
i1 ≡ 0 íà (γ1, γ̂1). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (êàê óæå áûëî

ñêàçàíî âûøå) σ1 6= 0, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5. �

Ëåììà 7. Ïóñòü ÷èñëà 0 < γj < γ̂j , j = 1, n, ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàíû. Äëÿ ëþáûõ ïàðà-

ìåòðîâ βj 6= xi + xk
2

∀i, j, k ∈ 1, n, i 6= k, íàéäåòñÿ íàáîð ÷èñåë γj ∈ (γj , γ̂j), j = 1, n, òàêîé,

÷òî äëÿ �óíêöèé

ψj [βj , γj ](x) = exp
[
−γj(x− βj)

2
]
, j = 1, n,

èìååì det
[
ψj [βj , γj ](xi)

]
i,j=1,n

6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ψj(xi) = q
γj
ij , ãäå qij = exp

[
−(xi − βj)

2
]
, i, j = 1, n.

ßñíî, ÷òî qij ∈ (0; 1]. Äîêàæåì, ÷òî

qij 6= qkj ∀i, j, k ∈ 1, n, i 6= k. (2.1)

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî qij = qkj ïðè íåêîòîðûõ i, j, k ∈ 1, n, i 6= k, òî åñòü

(xi − βj)
2 = (xk − βj)

2 ⇔ βj =
xi + xk

2
,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ëåììû. Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òî åñòü ñî-

îòíîøåíèå (2.1) âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ëèøü ñîñëàòüñÿ íà

ëåììó 6. �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 3. Îáîçíà÷èì γ ′j =
1

γ̂2j
, γ̂′j =

γ̂2j + γ2j
2γ̂2j γ

2
j

. �àññìîòðèì ðàç-

íîñòü

γ̂′j − γ′j =
1

γ̂2j
,

[
γ̂2j + γ2j
2γ2j

− 1

]
=
γ̂2j − γ2j
2γ̂2j γ

2
j

> 0.

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 7 íàéäóòñÿ ÷èñëà γ′j ∈ (γ′j , γ̂
′
j), j = 1, n, òàêèå, ÷òî äëÿ �óíêöèé

ψj [βj , γ
′
j ](x) = exp

[
−γ′j(x− βj)

2
]
, j = 1, n,

èìååì det
[
ψj [βj , γ

′
j ](xi)

]
i,j=1,n

6= 0. Ïîëîæèì εj =
γ̂2j − γ2j
γ̂2j + γ2j

γ2j , j = 1, n. Îöåíèì ñíèçó ðàçíîñòü

1

γ′j
− εj >

1

γ̂′j
− εj =

2γ̂2j γ
2
j

γ̂2j + γ2j
−
γ̂2j − γ2j
γ̂2j + γ2j

γ2j =
γ̂2j + γ2j
γ̂2j + γ2j

γ2j = γ2j > 0.

Â ñèëó âûáîðà 0 6 ε 6 ε = min
j=1,n

εj ïîëó÷àåì

1

γ′j
− ε > γ2j ,

1

γ′j
− ε <

1

γ′j
= γ̂2j . (2.2)

Â ñèëó (2.2)

γj =

√
1

γ′j
− ε ∈ (γj, γ̂j), j = 1, n.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî γ′j =
1

γ2j + ε
, j = 1, n, è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7. �
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Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà 3 ïðèìåíèìà, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì

èíòåðåñíî ñðàâíèòü åå óòâåðæäåíèå ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 1. Â òåîðåìå 1 â êà÷åñòâå ïàðàìåò-

ðîâ βj , j = 1, n, âûáèðàþòñÿ êîíòðîëüíûå òî÷êè. Â òåîðåìå 3 ýòè ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ èíà-

÷å, ïîñêîëüêó âûáèðàòü èõ ðàâíûìè êîíòðîëüíûì òî÷êàì íå ïîçâîëÿåò óñëîâèå βj 6=
xi + xk

2
,

i, j, k = 1, n, i 6= k. Ïàðàìåòð ε â òåîðåìå 3, òàê æå êàê è â òåîðåìå 1, ìîæíî âçÿòü íóëåâûì.

Ïàðàìåòðû γj , j = 1, n, â òåîðåìå 1 âûáèðàþòñÿ �àêòè÷åñêè ðàâíûìè îäíîé è òîé æå êîí-

ñòàíòå γ > 0. Â òåîðåìå 3 â êà÷åñòâå èíòåðâàëîâ (γj , γ̂j), j = 1, n, ìîæíî âçÿòü îäèí è òîò æå

ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (γ, γ̂) ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, âåëè÷èíû γj ìîãóò áûòü ïðè ýòîì ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè. Âìåñòå ñ òåì ÿñíî, ÷òî

òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò ãîðàçäî áîëüøèé ïðîèçâîë â âûáîðå ïàðàìåòðîâ βj , γj , j = 1, n.

Çàìå÷àíèå 4. Â ñâÿçè ñ îòìå÷åííîé âûøå ñòåïåíüþ ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïàðàìåòðîâ βj ,
γj , j = 1, n, â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 3 åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå, äëÿ òîãî

÷òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ïî çíà÷åíèÿì â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ ïðè îïðåäåëåí-

íûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ, âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ν
(àíàëîãîâ) ¾áàçèñíûõ¿ �óíêöèé ϕj . Ïðè àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíîâ â êà÷åñòâå êîíòðîëüíûõ

òî÷åê ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî, âèäèìî, âçÿòü êîíöåâûå òî÷êè îòðåçêà, òî÷-

êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è ñåðåäèíû ìåæäó íèìè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m òàêèõ òî÷åê

áóäåò íå áîëåå ÷åì (2m + 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì è òåîðåìîé 3 äîñòàòî÷íî, âåðîÿòíî, âçÿòü

ν = 2m + 1. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íîñèò, ðàçóìååòñÿ, ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð, íî îíà ïîäòâåð-

æäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå 5. Âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíîâ âàæåí è ñàì ïî ñåáå. Äëÿ �óíêöèé

äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè ýòî ïîíÿòíî â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ �îðìó-

ëàìè èëè ðÿäàìè Òåéëîðà. ×òî êàñàåòñÿ èçìåðèìûõ, ñóììèðóåìûõ �óíêöèé, ìîæíî çàìåòèòü

ñëåäóþùåå. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ òðåáóåòñÿ îöåíèâàòü ïî íîðìå

ëåáåãîâà ïðîñòðàíñòâà Lp[a; b], p ∈ [1;∞). Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [18, ãë. 4, � 6℄), âñÿêóþ
�óíêöèþ èç Lp[a; b] ìîæíî â òàêîé íîðìå ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü íåïðåðûâíîé

�óíêöèåé, ñóììèðóåìîé ñî ñòåïåíüþ p. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîãëàñíî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå

Âåéåðøòðàññà (ñì., íàïðèìåð, [19, ãë. IV, � 1, òåîðåìà 1.3, ñ. 150℄) âñÿêóþ íåïðåðûâíóþ �óíê-

öèþ (â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C[a; b], à ñëåäîâàòåëüíî, è â íîðìå Lp[a; b]) ìîæíî ñêîëü óãîäíî

òî÷íî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì.

Äàëåå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíûìè êîì-

áèíàöèÿìè êâàäðàòè÷íûõ ýêñïîíåíò ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ è ñòóïåí-

÷àòûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì äâà ïîäõîäà ê àïïðîêñèìàöèè.

Ïîäõîä I

Äëÿ ñëó÷àÿ m = 1000, ν = 11 è ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ óçëàìè â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ

xi ∈ [a; b] = [0;π], i = 1,m, âûáîð ïàðàìåòðîâ èíòåðïîëÿöèè (0.1), òî åñòü ÷èñåë αj , βj , γj ,
j = 1, ν, ïðîèçâîäèëñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (0.3) ìåòîäîì Ëåâåíáåð-

ãà�Ìàðêâàðäòà èëè �àóññà�Íüþòîíà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ àâòîðîì íà ÿçûêå

MATLAB.

Òåñò �1. Ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè:

f(x) = 3(x− 0.2)(x − 0.25)(x − 1)(x − 2)(x − 2.5).

�åøàÿ çàäà÷ó (0.3) ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ:

α = (−33.1501,−26.2964, 0.3950,−53.5945,−11.0355, 85.1866, . . .

. . . 19.1558, 75.1114,−2.5626, 15.8698, 16.3425);

β = (2.9087, 0.6468,−52.4629,−1.0397,−0.6302, 3.8881, 3.7601, 3.9259,−13.1474, 24.7388, 90.4741);
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�èñ. 3. Òåñò �3, �óíêöèè �àóññà, I �èñ. 4. Òåñò �4, �óíêöèè �àóññà, I

γ = (1.0906, 1.6508, 6.9818, 0.4989, 0.5881, 0.7022, 1.2948, 0.4625, 14.8442, 43.5958, 449.1235).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (0.1) (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 1.

Îòìåòèì, ÷òî êðàñíûé öâåò ïî÷òè íå âèäåí, ïîñêîëüêó ïðîèçîøëî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå íàëî-

æåíèå ãðà�èêîâ. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ïî êîíòðîëüíûì òî÷êàì ñîñòàâèëî ∆ = 0.0015.
Òåñò �2. Ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ:

f(x) =





0.3, åñëè x ∈ [0;π/4),
0.5, åñëè x ∈ [π/4;π/2),
0.7, åñëè x ∈ [π/2; 3π/4),
0.9, åñëè x ∈ [3π/4;π].

�åøàÿ çàäà÷ó (0.3) ìåòîäîì �àóññà�Íüþòîíà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

α = (0.2940, 0.1479, 0.0671, 0.1388, 0.4293, 0.1016, 0.1260, 0.2970, 0.1255,−0.0007, 0.9142);

β = (0.0529, 0.4159, 0.5956, 0.8475, 1.0725, 1.5067, 1.6305, 1.7959, 2.4554, 2.6962, 2.9027);

γ = (0.3340, 0.1897, 0.1009, 0.0799, 0.4499, 0.0001, 0.0651, 0.3165, 0.1116, 0.0001, 1.1590).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 2. Ìàê-

ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ïî êîíòðîëüíûì òî÷êàì ñîñòàâèëî ∆ = 0.0937.
Òåñò �3. Ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ:

f(x) =
x2 + 1

x+ 1
+ arctg (cos x) + 0.1 sin(x3 + x2 − 7x− 5).
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�èñ. 5. Òåñò �1, �óíêöèè �àóññà, II �èñ. 6. Òåñò �2, �óíêöèè �àóññà, II

�åøàÿ çàäà÷ó (0.3) ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ:

α = (1.7742, 0.0230, 0.9489, 0.0039, 1.0565, 0.0208, 0.8187, 0.6465, 1.4217, 1.1402, 1.7762);

β = (−0.2296, 0.2361, 0.5318, 0.8812, 1.2040, 1.5641, 1.9743, 2.2847, 2.9328, 2.6581, 3.1718);

γ = (0.5018, 0.2074, 0.5818, 0.1607, 0.6156, 0.2341, 0.6714, 0.2561, 0.1489, 0.1881, 0.1389).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 3. Îòìå-
òèì, ÷òî êðàñíûé öâåò ïî÷òè íå âèäåí, ïîñêîëüêó ïðîèçîøëî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå íàëîæåíèå

ãðà�èêîâ. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ïî êîíòðîëüíûì òî÷êàì ñîñòàâèëî ∆ = 0.0013.

Òåñò �4. Ëîìàíàÿ ñ ìàññèâàìè ïåðâûõ è âòîðûõ êîîðäèíàò âåðøèí:

(0, π/6, π/2, 0.85π, π), (0, 2, 0.5, 1.5, 1).

�åøàÿ çàäà÷ó (0.3) ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ:

α = (−0.1967, 0.0128, 1.9158, 0.2806, 0.8251, 0.2829, 0.5357,−0.0089, 0.9003, 0.1217, 0.8343);

β = (−0.0165, 0.2998, 0.5684, 0.8994, 1.1300, 1.3862, 1.8213, 2.1064, 2.4763, 2.6733, 3.0532);

γ = (0.0810, 0.0001, 0.3775, 0.1436, 0.2253, 0.1503, 0.4785, 0.0004, 0.5196, 0.1301, 0.5938);

�ðà�èêè �óíêöèè (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 4. Ìàêñè-

ìàëüíîå îòêëîíåíèå ïî êîíòðîëüíûì òî÷êàì ñîñòàâèëî ∆ = 0.1060.

Ïîäõîä II

Áóäåì áðàòü ïàðàìåòðû βj , γj = γ0, j = 1, ν, �èêñèðîâàííûìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàìêàõ

ïîäõîäà I íà êàæäîå çíà÷åíèå èíäåêñà j = 1, ν ïðèõîäèòñÿ ïî òðè ïàðàìåòðà èíòåðïîëÿöèè,

à çäåñü òîëüêî îäèí ïàðàìåòð, äëÿ êîððåêòíîñòè ñðàâíåíèÿ äàííûõ äâóõ ïîäõîäîâ âîçüìåì

ν = 33. Âûáåðåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó íà [a; b] ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì óçëîâ (êîíòðîëüíûõ òî÷åê)

è â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ βj íàçíà÷èì êîíòðîëüíûå òî÷êè xj , j = 1, ν. Ïî çíà÷åíèÿì fj = f(xj),
j = 1, ν, íàéäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ αj , j = 1, ν, êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Φα = f,

ãäå Φ =
{
ϕj [βj , γj ](xi)

}
i,j=1,ν

. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, d = detΦ 6=
6= 0. Ïîýòîìó äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è äàñò íàì èñ-

êîìóþ àïïðîêñèìàöèþ âèäà (0.1). Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìû áðàëè γ0 = 0.1. Ïðè ýòîì
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�èñ. 7. Òåñò �3, �óíêöèè �àóññà, II �èñ. 8. Òåñò �4, �óíêöèè �àóññà, II

îêàçûâàëîñü, ÷òî d = 0.003. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå γ0 = 0.3 êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè îêà-

çûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ëó÷øå. Îäíàêî íå ñòîèò ïðèäàâàòü ýòîìó �àêòó ñëèøêîì áîëüøîãî

çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû αj íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé ñîâïàäåíèÿ ëèøü ïî äàííûì ν = 33
êîíòðîëüíûì òî÷êàì, è ýòî óñëîâèå â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿåòñÿ. Âíå äàííûõ êîíòðîëüíûõ òî-

÷åê àïïðîêñèìàöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò âåñòè ñåáÿ êàê óãîäíî. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå γ0 = 0.3
çíà÷åíèå d îêàçûâàåòñÿ âåñüìà áëèçêèì ê íóëþ (d = 4.4847 · 10−83

), è, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðè-

öà Φ îêàçûâàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ÷èñëî q = exp

{
−h

2

γ20

}

îêàçûâàåòñÿ áëèçêî ê åäèíèöå. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ýòîãî, äîñòàòî÷íî âûáèðàòü ïàðà-

ìåòð γ0 òîé æå ñòåïåíè ìàëîñòè, ÷òî è øàã ðàçáèåíèÿ h.
Òåñò �1. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå:

α = (−0.7981, 0.1283,−0.0403, 0.0222,−0.1023,−0.1824,−0.2560,−0.2767,−0.2465, . . .

−0.1625,−0.0346, 0.1236, 0.2939, 0.4563, 0.5906, 0.6780, 0.7034, 0.6567, 0.5350, . . .

0.3440, 0.1008,−0.1666,−0.4121,−0.5829,−0.5836,−0.3638, . . .

0.3185, 1.2829, 3.5433, 5.0754, 11.9185, 9.1092, 36.2989).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 5. Ìàêñè-

ìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 (ýòî íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì h) ñîñòàâèëî
∆ = 3.8754. Íî, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàñõîæäåíèå íàáëþäàåòñÿ ëèøü â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî

êîíöà îòðåçêà (ñîáñòâåííî ñàì ïðàâûé êîíåö ìû îòáðîñèëè, ÷òîáû áûëî âèäíî ðàñõîæäåíèå).

Òåñò �2. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå:

α = (0.2447, 0.1351, 0.1787, 0.1596, 0.1732, 0.1516, 0.2027, 0.0733, 0.3698, . . .

. . . 0.2404, 0.2916, 0.2696, 0.2842, 0.2623, 0.3135, 0.1840, 0.4806, 0.3511, 0.4023, . . .

. . . 0.3804, 0.3950, 0.3730, 0.4242, 0.2948, 0.5914, 0.4619, . . .

. . . 0.5131, 0.4912, 0.5056, 0.4842, 0.5341, 0.4061, 0.7337).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 6. Ìàê-

ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî ∆ = 0.1911.

Òåñò �3. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå:

α = (1.5669, 0.7692, 0.9832, 0.8178, 0.8250, 0.7984, 0.8113, 0.8247, 0.8422, . . .

. . . 0.8541, 0.8599, 0.8585, 0.8508, 0.8374, 0.8183, 0.7932, 0.7612, 0.7224, 0.6805, . . .
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. . . 0.6477, 0.6452, 0.6913, 0.7675, 0.7970, 0.7207, 0.6570, . . .

. . . 0.8082, 0.9427, 0.7321, 0.8436, 1.1692, 0.5422, 1.7042).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 7. Ìàê-

ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî ∆ = 0.1377.
Òåñò �4. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå:

α = (−0.1040, 0.2505, 0.3944, 0.6430, 0.7921, 1.1312, 1.0676, 0.9728, 0.9020, . . .

. . . 0.8215, 0.7443, 0.6669, 0.5868, 0.5150, 0.4212, 0.3849, 0.2004, 0.3565, 0.3643, . . .

. . . 0.4297, 0.4730, 0.5250, 0.5730, 0.6242, 0.6699, 0.7287, . . .

. . . 0.7538, 0.8654, 0.7823, 0.7163, 0.7031, 0.5207, 0.7864).

�ðà�èêè �óíêöèè f(x) (çåëåíûé öâåò) è åå àïïðîêñèìàöèè (êðàñíûé öâåò) ñì. íà ðèñ. 8. Ìàê-

ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì 0.005 ñîñòàâèëî ∆ = 0.0710.
Êðîìå òîãî, ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû è ñ íåðàâíîìåðíîé ñåòêîé. È òîæå áûëè

ïîëó÷åíû õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì ïîäòâåðäèëîñü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ

�óíêöèé â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè äîñòàòî÷íî áðàòü êîíöû îòðåçêà, òî÷êè ëîêàëüíûõ

ýêñòðåìóìîâ è ïî îäíîé èç ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê (èëè ÷óòü áîëüøå, åñëè íà ñîîòâåòñòâóþùåì

ó÷àñòêå íàáëþäàåòñÿ áûñòðûé ðîñò �óíêöèè). Äëÿ ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè óçëû âûáèðàëèñü

ïóòåì íåáîëüøîãî îòñòóïà ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè ðàçðûâà; êðîìå òîãî, ïðèõîäèëîñü äîáàâëÿòü

åùå íåñêîëüêî (ïî äâå-òðè) áëèçêèõ òî÷åê. Äëÿ ëîìàíîé � àíàëîãè÷íî, åñëè âìåñòî òî÷åê

ðàçðûâà ïîíèìàòü âåðøèíû.
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We study the opportunities of approximation of a pie
ewise 
ontinuous fun
tion on a �nite segment by

a linear 
ombination of µ Gaussian fun
tions, with the obje
t of their usage for 
ontrol approximation in

lumped problems of optimal 
ontrol. Re
all that a Gaussian fun
tion (quadrati
 exponent) is one de�ned as

follows ϕ(x) =
1

σ
√
2π

exp

[
− (x−m)2

2σ2

]
. Unlike investigations 
arried out by another authors, we 
onsider

the 
ase where the parameters of a Gaussian fun
tion (with the 
oe�
ients of a linear 
ombination) are

varied and sele
ted, in parti
ular, by minimization of the di�eren
e between a fun
tion being approximated

and its approximation, or (in the 
ase of an optimal 
ontrol problem) by minimization of the 
ost fun
tional.

Su
h an approa
h gives the opportunity to approximate optimal 
ontrol problems with lumped parameters

by �nite dimensional problems of mathemati
al programming of 
omparatively small dimension (as opposed

to pie
ewise 
onstant or pie
ewise linear approximation on a �xed mesh with small width whi
h is usually

used). We present also some results of numeri
al experiments whi
h substantiate e�
ien
y of the approa
h

under study.
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