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1

�àññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êîíå÷íîìåðíîì ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è íà

êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ êîìïàêòíûì

öåëåâûì ìíîæåñòâîì íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâà-

åìîé çàäà÷è î ñáëèæåíèè îñíîâàí íà âûäåëåíèè â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè,

ò. å. ìíîæåñòâà âñåõ ïîçèöèé ñèñòåìû, èç êîòîðûõ, êàê èç íà÷àëüíûõ, ðàçðåøèìà çàäà÷à î ñáëèæåíèè.

Êîíñòðóèðîâàíèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè � ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ñëîæíàÿ è òðóäîåìêàÿ çàäà÷à, êîòî-

ðóþ óäàåòñÿ òî÷íî ðåøèòü ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû

ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè â çàäà÷å î ñáëèæåíèè íåëèíåéíîé ñòàöèî-

íàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Ýòà çàäà÷à, êàê èçâåñòíî, òåñíî ñîïðÿæåíà ñ çàäà÷åé êîíñòðóèðîâàíèÿ

èíòåãðàëüíûõ âîðîíîê è òðóáîê òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Èíòåãðàëüíûå âîðîíêè óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì ìîæíî ïðèáëèæåííî êîíñòðóèðîâàòü ïî (âðåìåíí�ûì) øàãàì êàê íàáîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè, ïîýòîìó îäíèì èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåøàþùåé êîíñòðóêöèè â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñáëè-

æåíèè óïðàâëÿåìîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â îñíîâå ýòîé ñõåìû ëå-

æèò ñâåäåíèå ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîãî ÷èñëà áîëåå ïðîñòûõ

çàäà÷ � çàäà÷ î ñáëèæåíèè ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè èç çàäàííîãî

âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà. Ïðè ýòîì ìîìåíòû âðåìåíè äîëæíû âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî ïëîòíî â óïîìÿ-

íóòîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è î ñáëèæåíèè

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ¾Òðàíñëÿöèîííûé îñöèëëÿòîð ñ ðîòàöèîííûì àêòóàòîðîì¿. Ïðåäñòàâëåíî ãðà-

�è÷åñêîå ñîïðîâîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, çàäà÷à î ñáëèæåíèè, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, ìíîæåñòâî ðàç-

ðåøèìîñòè, àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè.

DOI: 10.20537/vm170205

Ââåäåíèå

�àññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà â êîíå÷íîìåðíîì ýâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå è íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû ñ êîìïàêòíûì öåëåâûì ìíîæåñòâîì íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Îäèí èç ïîä-

õîäîâ ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è î ñáëèæåíèè îñíîâàí íà âûäåëåíèè â ïðîñòðàíñòâå

ïîçèöèé ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, ò. å. ìíîæåñòâà âñåõ ïîçèöèé ñèñòåìû, èç êîòîðûõ, êàê èç

íà÷àëüíûõ, ðàçðåøèìà çàäà÷à î ñáëèæåíèè (ñì. íàïðèìåð, [1�4℄). Êîíñòðóèðîâàíèå ìíîæåñòâà

ðàçðåøèìîñòè � ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ñëîæíàÿ è òðóäîåìêàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ óäàåòñÿ òî÷íî ðå-

øèòü (ò. å. òî÷íî âû÷èñëèòü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè) ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè

â çàäà÷å î ñáëèæåíèè íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Ýòà çàäà÷à, êàê èçâåñò-

íî, òåñíî ñîïðÿæåíà ñ çàäà÷åé êîíñòðóèðîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ âîðîíîê è òðóáîê òðàåêòîðèé

óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì (ñì, íàïðèìåð, [5�11℄). Èíòåãðàëüíûå âîðîíêè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ìîæíî

ïðèáëèæåííî êîíñòðóèðîâàòü ïî (âðåìåíí�ûì) øàãàì êàê íàáîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåîðèè

óïðàâëåíèÿ¿.

http://dx.doi.org/10.20537/vm170205
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äîñòèæèìîñòè, ïîýòîìó îäíèì èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåøàþùåé êîíñòðóêöèè â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â îñíîâå

ýòîé ñõåìû ëåæèò ñâåäåíèå ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷ � çàäà÷ î ñáëèæåíèè ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â �èêñèðîâàííûå

ìîìåíòû âðåìåíè èç çàäàííîãî âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà. Ïðè ýòîì ìîìåíòû âðåìåíè äîëæ-

íû âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî ïëîòíî â óïîìÿíóòîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî

ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è î ñáëèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ¾Òðàíñëÿöèîííûé

îñöèëëÿòîð ñ ðîòàöèîííûì àêòóàòîðîì¿. Ïðåäñòàâëåíî ãðà�è÷åñêîå ñîïðîâîæäåíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è.

� 1. Çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñòàöèîíàðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì

ïðîìåæóòêå âðåìåíè

Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, ϑ], t0 < ϑ < ∞ çàäàíà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

dx

dt
= f(x, u), (1.1)

ãäå t � âðåìÿ, x ∈ R
n
� �àçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé

âêëþ÷åíèþ

u ∈ P ∈ comp(Rr),

çäåñü comp(Rr) � ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòîâ â R
r
ñ õàóñäîð�îâîé ìåòðèêîé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1.1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Óñëîâèå 1. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, u) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà íà R
n ×P , è äëÿ ëþáîé îãðà-

íè÷åííîé è çàìêíóòîé îáëàñòè D ⊂ R
n
íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ L = L(D) ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(x∗, u)− f(x∗, u)‖ 6 L‖x∗ − x∗‖, x∗, x
∗
èç D, u ∈ P

Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ γ ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(x, u)‖ 6 γ(1 + ‖x‖), (x, u) ∈ R
n × P.

Óñëîâèå 3. Ìíîæåñòâî F (x) = f(x, P ) = {f(x, u) : u ∈ P} âûïóêëî ïðè ëþáûõ x ∈ R
n
.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé, óïîòðåáëÿåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïîä äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì u(t), t ∈ [t0, ϑ] ïîíèìàåì èçìåðèìóþ ïî Ëåáåãó âåêòîð-

�óíêöèþ u(t) ∈ P , t ∈ [t0, ϑ]. Ïîëàãàåì X(t∗, t∗, x∗) ⊂ R
n
, (t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ, x∗ ∈ R

n
) � ìíîæå-

ñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.1), îòâå÷àþùåå ìîìåíòó t∗ è íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ x(t∗) = x∗;

X(t∗, t∗,X∗) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1.1), îòâå÷àþùåå ìîìåíòó t∗ è èñõîäíîìó

ìíîæåñòâó (t∗,X∗) = {(t∗, x∗) : x∗ ∈ X∗}, X∗ ⊂ R
n
; X(t∗, x∗) =

⋃

t∗∈[t∗,ϑ]

(t∗,X(t∗, t∗, x∗)) � èíòå-

ãðàëüíàÿ âîðîíêà ñèñòåìû (1.1) ñ èñõîäíîé ïîçèöèåé (t∗, x∗); X(t∗,X∗) � èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà

ñèñòåìû (1.1) ñ íà÷àëüíûì ìíîæåñòâîì (t∗,X∗) ⊂ [t0, ϑ]× R
n
.

Ïðè óñëîâèÿõ 1�3, íàëîæåííûõ íà ñèñòåìó (1.1), ìíîæåñòâî X(t∗, t∗, x∗) åñòü â òî æå âðåìÿ
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dx

dt
∈ F (x, u), x(t∗) = x∗.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâà X(t∗, t∗,X∗) è X(t∗,X∗) ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè ñîîòâåò-

ñòâåííî â ïðîñòðàíñòâàõ R
n
è R

n+1
â ñëó÷àå, êîãäà X∗ ∈ comp(Rn). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàðÿäó

ñ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé (1.1) çàäàíî öåëåâîå ìíîæåñòâî M ∈ comp(Rn) äëÿ ñèñòåìû (1.1).

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ êîìïàêòîì M íà ïðîìåæóòêå

[t0, ϑ].
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Çàäà÷à 1. Â [t0, ϑ] × R
n
òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ìíîæåñòâî W âñåõ èñõîäíûõ ïîçèöèé (t∗, x∗)

ñèñòåìû (1.1), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå íà [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå
äâèæåíèå x(t), x(t∗) = x∗ ñèñòåìû (1.1), òàêîå, ÷òî x(t∗) ∈ M ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ [t∗, ϑ].

Ìíîæåñòâî W íàçîâåì ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1. Òàêæå êàæäîìó ìîìåíòó âðå-

ìåíè t∗ ∈ [t0, ϑ] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W t∗ ⊂ [t0, ϑ] × R
n
â çàäà÷å

î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ M â ìîìåíò t∗ (ñì., íàïðèìåð, [12, ñòð. 4℄). W t∗
åñòü ìíîæåñòâî

âñåõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ [t0, t
∗] × R

n
, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå

íà [t0, t
∗], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x(t), x(t∗) = x∗ ñèñòåìû (1.1), ãäå x(t∗) ∈ M .

Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

W =
⋃

t∗∈[t0,ϑ]

W t∗ . (1.2)

Îñóùåñòâèòü òî÷íîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà W â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (1.2) íåâîç-

ìîæíî, âî-ïåðâûõ, â ñèëó íåñ÷åòíîñòè ñåìåéñòâà {W t∗ : t∗ ∈ [t0, ϑ]} è, âî-âòîðûõ, â ñèëó íåâîç-

ìîæíîñòè òî÷íî âû÷èñëèòü êàæäîå èç ìíîæåñòâ W t∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ]. Íåâîçìîæíîñòü òî÷íîãî âû-

÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâ W t∗
, t∗ ∈ [t0, ϑ] îáóñëîâëåíà ñëîæíîñòüþ çàäà÷ î ñáëèæåíèè â èõ ïîäàâëÿ-

þùåì ÷èñëå.

Ýòè îñîáåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W âûçûâàþò íåîáõîäèìîñòü ïðè-

áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà W . Áîëåå ðåàëüíûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå íåêîòî-

ðîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè èç ñåìåéñòâà {W t∗ : t∗ ∈ [t0, ϑ]}, êîòîðàÿ â òî æå âðåìÿ äîëæíà áûòü
äîñòàòî÷íî ìíîãî÷èñëåííîé ñ òåì, ÷òîáû áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøåé àïïðîêñèìàöèåé ñåìåéñòâà

{W t∗ : t∗ ∈ [t0, ϑ]}.
Óòî÷íèì ñïîñîá âûáîðà òàêîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè èç ñåìåéñòâà {W t∗ : t∗ ∈ [t0, ϑ]}.

Îñóùåñòâèì äèñêðåòèçàöèþ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ]: âûáåðåì êîíå÷íîå ðàçáèåíèå Γ = {t0, t1, . . . ,
tj, . . . , tn = ϑ} òàêîå, ÷òî tj+1 − tj = ∆ = N−1(ϑ− t0), j = 0, N − 1. Ââåäåì êîíå÷íîå ïîäñåìåé-

ñòâî {W tj : tj = 0, N} ñåìåéñòâà {W t∗ : t∗ ∈ [t0, ϑ]} è îòâå÷àþùåå åìó ìíîæåñòâî

WΓ =
⋃

tj=0,N

W tj ⊂ [t0, ϑ]× R
n. (1.3)

ÏîñêîëüêóW ϑ 6= ∅, òîWΓ 6= ∅ è, êðîìå òîãî,WΓ ⊂ W . Òàêæå äëÿ ëþáîé òî÷êè (t∗, x∗) ∈ W

íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗,

t ∈ [t∗, ϑ], ñèñòåìû (1.1), ãäå x∗(t∗) ∈ M ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ [t∗, ϑ]. Çà�èêñèðîâàâ íåêîòîðóþ

òî÷êó (t∗, x∗) ∈ W , ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåå è îòâå÷àþùåãî åé (óïîìÿíóòîãî âûøå) ìîìåíòà

t∗ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå t∗ ∈ [tj, tj+1] ïðè íåêîòîðîì j = 0, N − 1. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 2

(ñì. ñ. 211) è êîìïàêòíîñòü öåëåâîãî ìíîæåñòâà M , ìîæåì óêàçàòü òàêóþ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ

îãðàíè÷åííóþ è çàìêíóòóþ îáëàñòü D (M ⊂ D) â R
n
, ÷òî â D∗ = [t0, ϑ]×D áóäóò ñîäåðæàòüñÿ

âñå ðàçðåøàþùèå êîíñòðóêöèè çàäà÷è (1.1), âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå åå ðåøåíèÿ.

Ïîëàãàåì, ÷òî òàêàÿ îáëàñòü D íàìè âûáðàíà. Ââåäåì K = max{‖f(x, u)‖ : (x, u) ∈ D×P}.
Äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗, t ∈ [t0, ϑ], ïîðîæäåííîå óïðàâëåíèåì u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ

x∗(t) = x∗(tj) +

∫ t

tj

f(x∗(ξ), u∗(ξ)) dξ, t ∈ [tj , t∗],

ãäå íîìåð j îïðåäåëåí âûøå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âêëþ÷åíèå x∗(ξ) ∈ D, ξ ∈ [tj, t
∗], ïîëó÷àåì

‖f(x∗(ξ), u∗(ξ))‖ 6 K, ξ ∈ [tj, t
∗],

è, çíà÷èò, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖x∗(tj)− x∗(t∗)‖ 6 K∆. (1.4)

Èç âêëþ÷åíèÿ x∗(t∗) ∈ M è íåðàâåíñòâà (1.4) ñëåäóåò, ÷òî

x∗(tj) ∈ MK∆; (1.5)
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çäåñü Mε � çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M â R
n
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ∈ W íàéäåòñÿ äîïó-

ñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], êîòîðîìó îòâå÷àåò äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗, t ∈ [t∗, ϑ],
ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå (1.5) ïðè íåêîòîðîì tj ∈ Γ, j ∈ 0, N − 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç WΓ
ìíîæåñòâî âñåõ ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ] × R

n
, èç êîòîðûõ ñèñòåìà

(1.1) ìîæåò äîñòè÷ü ìíîæåñòâà MK∆ â íåêîòîðûé ìîìåíò tj ∈ Γ; òî åñòü WΓ
� ìíîæåñòâî âñåõ

ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ] × R
n
, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗(t),

t ∈ [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗, t ∈ [t∗, ϑ] ñèñòåìû (1.1), ãäå x∗(tj) ∈ MK∆

ïðè íåêîòîðîì tj ∈ Γ. Íàðÿäó ñ WΓ
, ââåäåì ìíîæåñòâî W tj ,Γ ∈ [t0, ϑ] × R

n
âñåõ ïîçèöèé

(t∗, x∗) ∈ [t0, ϑ] × R
n
, u∗(t), t ∈ [t∗, ϑ], ïîðîæäàþùåå äâèæåíèå x∗(t), x∗(t∗) = x∗, t ∈ [t∗, ϑ]

ñèñòåìû (1.1), ãäå x∗(tj) ∈ MK∆. Â òðàäèöèîííîé òåðìèíîëîãèè òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìíîæåñòâî

W tj ,Γ
åñòü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè â çàäà÷å î ñáëèæåíèè ñèñòåìû (1.1) ñ ìíîæåñòâîì MK∆

â ìîìåíò tj ∈ [t0, ϑ]. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

WΓ =
⋃

j∈0,N

W tj ,Γ. (1.6)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ W , WΓ, W
Γ
, ïîëó÷àåì

WΓ ⊂ W ⊂ WΓ. (1.7)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü õàóñäîð�îâî îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà W îò îäíîãî èç äâóõ îöåíî÷-

íûõ ìíîæåñòâ WΓ, W
Γ
(îò ìíîæåñòâà WΓ), îöåíèì ñâåðõó õàóñäîð�îâî ðàññòîÿíèå d(WΓ,W

Γ)
ìåæäó ìèíîðàíòîé WΓ è ìàæîðàíòîé WΓ ìíîæåñòâà W . Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1.3) è (1.6)

ìíîæåñòâ WΓ è WΓ
ïîëó÷àåì

d(WΓ,W
Γ) 6 max

j∈0,N
d(W tj ,W tj ,Γ) 6 eL(ϑ−t0)K∆. (1.8)

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü âåðõíåé îöåíêè â (1.8) îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìíîæåñòâà W tj

è W tj ,Γ
, ðàññìàòðèâàåìûå â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìîãî ¾îáðàòíîãî¿ âðåìåíè τ = t0 + ϑ − t,

t ∈ [t0, ϑ], ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè âîðîíêàìè ñèñòåìû (1.1), çàïèñàííîé â òåðìèíàõ âðåìåíè

τ ñ èñõîäíûìè ìíîæåñòâàìè (t0,M) è (t0,MK∆) ñîîòâåòñòâåííî.
Ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèå (1.7) è îöåíêó (1.8), ïîëó÷àåì

d(WΓ,W ) 6 eL(ϑ−t0)K∆. (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îöåíêå (1.9), ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W â çàäà÷å 1 ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì WΓ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû eL(ϑ−t0)K∆, ãäå ∆ = N−1(ϑ − t0). ßñíî, ÷òî,
÷åì ìåíüøå äèàìåòð ∆ = ∆(Γ) ðàçáèåíèÿ Γ, òåì áëèæå WΓ ê W . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ

∆ = ∆(Γ) ìíîæåñòâî WΓ ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé íèæíåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà W . Ýòîò �àêò

äàåò íàì îñíîâàíèå âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî W êàê ìíîæåñòâî WΓ, îòâå÷àþùåå ðàçáèåíèþ

Γ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] ñ ìàëûì äèàìåòðîì ∆ = ∆(Γ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî çàìå÷àíèå,

îáðàòèìñÿ ê îïèñàíèþ êîíñòðóêöèé, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì ìíîæåñòâ W tj
, j ∈ 0, N .

� 2. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà W â çàäà÷å î ñáëèæåíèè

Èòàê, îðèåíòèðóÿñü íà ðàçðàáîòêó ñõåì è àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ

ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W çàäà÷è 1, ìû îáðàòèìñÿ ê îïèñàíèþ ñõåì è àëãîðèòìîâ âû÷èñëå-

íèÿ ìíîæåñòâW tj
, j ∈ 0, N . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò tj , j ∈ 0, N , è ðàññìîòðèì

çàäà÷ó î ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ìíîæåñòâà W tj
.

�àññìîòðèì íà ïðîìåæóòêå [t0, tj ] óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1.1). Ââåäåì ¾îáðàòíîå¿ âðåìÿ

τ = t0 + tj − t ∈ [t0, tj ], t ∈ [t0, tj ], è îòâå÷àþùóþ âðåìåíè τ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

dz

dτ
= f∗(z, v), τ ∈ [t0, tj ], (2.1)
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f∗(z, v) = −f(z, v), (z, v) ∈ D × P.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ztj (t0, z
(0)) è Ztj = Ztj(t0,M) èíòåãðàëüíûå âîðîíêè ñèñòåìû (2.1)

ñîîòâåòñòâåííî ñ èñõîäíûìè ïîçèöèåé (t0, z
(0)) è ìíîæåñòâîì (t0,M). Âðåìåíí�ûå ñå÷åíèÿ

W tj(t) = {x ∈ R
n : (t, x) ∈ W tj} è Ztj (τ) = {z ∈ R

n : (τ, z) ∈ Ztj} ìíîæåñòâ W tj
è Ztj

ñâÿ-

çàíû ñîîòíîøåíèåì

W tj (t) = Ztj (τ) ⊂ R
n, t = t0 + tj − τ, τ ∈ [t0, tj ]. (2.2)

Ìíîæåñòâà W tj
è Ztj

� êîìïàêòû â R
n
, ïîñêîëüêó M ∈ comp(Rn). Òàêæå, ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ îáëàñòè D∗ = [t0, ϑ]×D, ìíîæåñòâà W tj
è Ztj

óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèÿì W tj ⊂ D∗

è Ztj ⊂ D∗
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.2), áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà

W tj
êàê ìíîæåñòâà Ztj

, òî÷íåå, � êàê ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà

ìíîæåñòâ èç ñåìåéñòâà {Ztj (τ) : τ ∈ [t0, tj ]} ñå÷åíèé Ztj
. Êàæäîå ìíîæåñòâî èç âûäåëåííîãî

íàáîðà áóäåì, â ñâîþ î÷åðåäü, âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî êàê êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R
n
.

Íà îñè âðåìåíè τ ââåäåì ðàçáèåíèå Γtj = {τ0 = t0, τ1, . . . , τi, . . . , τj = tj} ïðîìåæóòêà [t0, tj ]
ñ îäèíàêîâûìè øàãàìè ∆(i) = τi+1 − τi = ∆, j = 0, N − 1, ∆(i) = ∆ = ∆(Γ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íûé íàáîð {Ztj (τi) ⊂ R
n : i = 0, j} ñå÷åíèé èíòåãðàëüíîé

âîðîíêè Ztj = Ztj (t0,M) ñèñòåìû (2.1), îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ Γtj
. Íàáîð {Ztj (τi) : i = 0, j}

ñòåñíåí ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

Ztj (τi) = Z(τi, τi−1, Z
tj (τi−1)), i = 1, j; Ztj(τ0) = M. (2.3)

Çäåñü Z(τ∗, τ∗, Z∗) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò τ∗ ∈ [t0, tj ] ñèñòåìû (2.1) ñ èñõîä-

íûì ìíîæåñòâîì (τ∗, Z∗), τ∗ ∈ [t0, τ
∗], Z∗ ⊂ R

n
. Ìíîæåñòâî Z(τ∗, τ∗, Z∗) ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ

ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè è äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

dz

dτ
∈ F ∗(z)

ñ èñõîäíûì ìíîæåñòâîì (τ∗, Z∗); çäåñü F ∗(z) = f∗(z, P ) = {f∗(z, v) : v ∈ P}.

Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè òî÷íîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ Ztj (τi), i = 1, j, áóäåì êîíñòðó-

èðîâàòü íåêîòîðûå èõ àïïðîêñèìàöèè Z̃tj (τi) êàê êîíå÷íûå ìíîæåñòâà â R
n
. Ïðåäâàðèòåëüíî

îïèøåì ñõåìó �îðìèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ìåæäó Z̃tj (τi) è Ztj (τi) ìíîæåñòâ

Z̃tj(τi) (ïðîìåæóòî÷íûõ íå â ñìûñëå âêëþ÷åíèé), êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, íî

ìîãóò èìåòü ñëèøêîì áîëüøóþ ìîùíîñòü, ïðåïÿòñòâóþùóþ ý��åêòèâíûì âû÷èñëåíèÿì.

Çàäàäèì, ñëåäóÿ ðàáîòå [12℄, êîíå÷íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (τ∗, τ∗, Z∗) 7→ Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗), t0 6
τ∗ < τ∗ 6 tj , δ = τ∗ − τ∗ > 0, Z∗ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â R

n
, ãäå

Z(δ)(τ∗, τ∗, Z∗) =
⋃

z∗∈Z∗

Z(δ)(τ∗, τ∗, z∗),

Z(δ)(τ∗, τ∗, z∗) = z∗ + δF (δ)(z∗), (τ∗, z∗) ∈ D.

Çäåñü z∗+δF (δ)(z∗) = {z∗+δf (δ) : f (δ) ∈ F (δ)(z∗)}, à ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå z∗ 7→ F (δ)(z∗)
îïðåäåëåíî êàê êîíå÷íîçíà÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòîáðàæåíèÿ z∗ 7→ F ∗(z∗), z∗ ∈ D, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

sup
z∗∈D

d(F ∗(z∗), F
(δ)(z∗)) 6 ξ∗(δ), δ > 0. (2.4)

Ôóíêöèÿ ξ∗(δ) â îöåíêå (2.4) âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ ξ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0.

Îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ z∗ 7→ F (δ)(z∗), z∗ ∈ D, èìååò âèä

F (δ)(z∗) = f∗(z∗, P
(δ)), z∗ ∈ D,
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ãäå P (δ)
� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â P , êîòîðîìó îòâå÷àåò F (δ)(z∗), óäîâëåòâîðÿþùåå (2.4). Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî ïðè òàêîì âàðèàíòå çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ z∗ 7→ F (δ)(z∗) âûïîëíÿåòñÿ F (δ)(z∗) ⊂ F (z∗),
z∗ ∈ D, ìîæåì çàïèñàòü îöåíêó (2.4) â âèäå

sup
z∗∈D

h(F ∗(z∗), F
(δ)(z∗)) 6 ξ∗(δ), δ > 0;

çäåñü h(F∗, F
∗) � õàóñäîð�îâî îòêëîíåíèå êîìïàêòà F∗ îò F ∗

â ïðîñòðàíñòâå R
n
.

Çàäàäèì ñíà÷àëà â ïðîöåäóðå �îðìèðîâàíèÿ íàáîðà {Z̃tj (τi) : i = 0, j} ñòàðòîâîå êîíå÷íîå

(ò. å. ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê) ìíîæåñòâî Z̃tj (τ0) ⊂ D, ñòåñíèâ åãî îãðàíè÷åíèåì

d(Ztj (τ0), Z̃
tj (τ0)) = d(M, Z̃tj (τ0)) 6 σ∗(∆);

�óíêöèÿ σ∗(δ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ σ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0. Ìíîæåñòâà Z̃tj(τi), i = 0, j, çàäàäèì
ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, êîïèðóþùèìè â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ (2.3)

Z̃tj(τi) = Z(∆)(τi, τi−1, Z̃
tj (τi−1)).

Ïðè óñëîâèÿõ 1�3, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìà (1.1), ìíîæåñòâà Ztj (τi) è Z̃tj (τi) ñòåñ-
íåíû íåðàâåíñòâîì

d(Ztj (τi), Z̃
tj (τi)) 6 eL(τi−t0)(σ∗(∆) + (τi − t0)(ξ

∗(∆) + LK∆)). (2.5)

Îöåíêà (2.5) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ tj ∈ Γ, τi ∈ Γtj
. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó (2.5) è

ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ σ∗(δ) ↓ 0, ξ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0 ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ∆0 = ∆0(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ðàçáèåíèÿ Γ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] ñ äèàìåòðîì ∆ = ∆(Γ) = ∆0
è ëþáûõ tj ∈ Γ, τi ∈ Γtj

,

j ∈ 0, N , âåðíî íåðàâåíñòâî d(Ztj (τi), Z̃
tj (τi)) 6 ε.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

max
tj∈Γ,τi∈Γ

tj

d(Ztj (τi), Z̃
tj (τi)) → 0, ïðè ∆ = ∆(Γ) → 0. (2.6)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.6), ìîæåì òðàêòîâàòü ìíîæåñòâà Z̃tj (τi), i ∈ 0, j, êàê àïïðîêñèìà-
öèè ìíîæåñòâ Ztj(τi), i ∈ 0, j � ñå÷åíèé èíòåãðàëüíîé âîðîíêè Ztj

ñèñòåìû (2.6), îòâå÷àþùèõ

ìîìåíòàì τi ∈ Γtj
, j ∈ 0, N .

Ïîñêîëüêó â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ î ñáëèæåíèè ìîùíîñòü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Z̃tj (τi) ìîæåò
îêàçàòüñÿ íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðîâåäåíèå ý��åêòèâíûõ âû÷èñëåíèé, òî âîçíè-

êàåò íåîáõîäèìîñòü êîððåêòèðîâàòü â òàêèõ çàäà÷àõ êîíñòðóèðîâàíèå êîíå÷íûõ àïïðîêñèìà-

öèé ìíîæåñòâ Ztj (τi), i ∈ 0, j. Ýòà êîððåêòèðîâêà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â �îðìå ïðîöåäóðû

ïðîðåæèâàíèÿ íà êàæäîì øàãå [τi, τi+1] ðàçáèåíèÿ Γtj
, óæå âû÷èñëåííîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå, êàê îêàçàëîñü, èìååò ñëèøêîì áîëüøóþ ìîùíîñòü.

Ê ïðîöåäóðå ïðîðåæèâàíèÿ Z 7→ H(∆)(Z) ⊂ R
n
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Z ⊂ R

n
çàâèñÿùåé îò

ïàðàìåòðà ∆ = ∆(Γ), ïðåäúÿâëÿåì ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1. Ïðîöåäóðà Z 7→ H(∆)(Z) ïåðåâîäèò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Z ⊂ R
n
â êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

H(∆)(Z) ⊂ R
n
ìîùíîñòè m(H(∆)(Z)) ìåíüøåé, ÷åì ìîùíîñòü m(Z) ìíîæåñòâ Z;

2. Èìååò ìåñòî îöåíêà

h(Z,H(∆)(Z)) 6 κ(δ);

çäåñü �óíêöèÿ κ(δ), δ > 0, âûáðàíà óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ κ
∗(δ) = δ−1

κ(δ) ↓ 0
ïðè δ ↓ 0.
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Íåêîòîðûå âàðèàíòû ïðîöåäóðû ïðîðåæèâàíèÿ ïðèâåäåíû â [12℄. Ýòè âàðèàíòû ïðîöåäóðû

ïðèìåíÿëèñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî íàìè âûáðàíà íåêîòîðàÿ êîíêðåòíàÿ ïðîöåäóðà ïðîðåæèâàíèÿ Z 7→ H(∆)(Z),
îïðåäåëèì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå R

n
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2.1) ìíîæåñòâà Z̃tj (τi), i ∈ 0, j:

Z̃tj (τ0) = H(∆)(Z̃tj (τ0)), Z̃tj (τi) = H(∆)(Z(∆)(τi, τi−1, Z̃
tj (τi−1))), i ∈ 0, j.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆ (ò. å. ïðè 0 < ∆ < L−1 ln 2) ìíîæåñòâà Z̃tj (τi)
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

d(Z̃tj (τi), Z̃
tj (τi)) 6 2L−1eL(τi−t0)κ

∗(∆), i ∈ 0, j. (2.7)

Äàëåå, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ W̃ tj (tm) = Z̃tj (τi), W̃
tj (tm) = Z̃tj (τi), tm + τi = t0 + tj , i ∈ 0, j.

Ìíîæåñòâà W̃ tj(tm) è W̃tj (tm) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ñå÷åíèé W tj(tm) ìíî-
æåñòâà ðàçðåøèìîñòè W tj ⊂ [t0, tj ] × R

n
â çàäà÷å î ñáëèæåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1)

ñ ìíîæåñòâîì W â ìîìåíò tj , j ∈ 0, N .

Îöåíêè (2.5) è (2.7) çàïèøåì â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ W tj (tm), W̃ tj (tm), W̃tj (tm):

d(W tj (tm), W̃ tj (tm)) 6 eL(tj−tm)(σ∗(∆) + (tj − tm)(ξ∗(∆) + LK∆)), (2.8)

d(W̃ tj (tm), W̃tj (tm)) 6 2L−1eL(tj−tm)
κ
∗(∆), m = 0, j. (2.9)

Èç (2.8) è (2.9) ñëåäóåò îöåíêà

d(W tj (tm),Wtj (tm)) 6 ϕ(∆);

çäåñü �óíêöèÿ ϕ(∆) = eL(ϑ−t0)(2L−1
κ
∗(∆)+σ∗(∆)+(ϑ−t0)(ξ

∗(∆)+LK∆)) ìîíîòîííî óáûâàåò
ê íóëþ ïðè δ ↓ 0, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
∆=∆(Γ)↓0

max
tj∈Γ,tm∈Γtj

d((tm, W̃tj (tm)), (tm,W tj (tm)) = 0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà â [t0, tj ]× R
n
, tj ∈ Γ

W̃tj =
⋃

tm∈Γtj

(tm, W̃tj (tm)), W̃Γ =
⋃

tj∈Γ

W̃tj .

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ W̃Γ =
⋃

tm∈Γtj ,tj∈Γ

(tm, W̃tj (tm)) è WΓ =
⋃

t∈[t0,tj ],tj∈Γ

(t,W tj (t)) ìíî-

æåñòâ W̃Γ è WΓ â [t0, ϑ] × R
n
, à òàêæå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå d(W̃tj (tm),W tj (t)) → 0 ïðè

|tj − t| ↓ 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

d(W̃Γ,WΓ) → 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (2.10)

Ó÷èòûâàÿ (2.10) è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå d(WΓ,W ) → 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0, ïîëó÷àåì

d(W̃Γ,W ) → 0 ïðè ∆ = ∆(Γ) ↓ 0. (2.11)

Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (2.11) åñòü îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà W̃Γ ⊂ D∗

ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W â çàäà÷å 1 î ñáëèæåíèè.
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�èñ. 1. Òðàíñëÿöèîííûé îñöèëëÿòîð ñ ðîòàöèîííûì àêòóàòîðîì

� 3. Ïðèìåðû. Òðàíñëÿöèîííûé îñöèëëÿòîð ñ ðîòàöèîííûì àêòóàòîðîì

Â ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåì ïðèìåð óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè

[t0, ϑ] è çàäà÷ó 1 î ñáëèæåíèè ýòîé ñèñòåìû ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì M . Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è ïðèìåíèì ñõåìû è àëãîðèòìû, îïèñàííûå â � 1 è � 2.

Â êà÷åñòâå óïðàâëÿåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âîçüìåì èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1 ñèñòåìó

òðàíñëÿöèîííîãî îñöèëëÿòîðà ñ ðîòàöèîííûì àêòóàòîðîì [13, ñ. 30℄.

Ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïëàò�îðìó ìàññû M , ñîåäèíåííóþ ñ íåïîäâèæíîé âåðòèêàëüíîé

ïîâåðõíîñòüþ ïðóæèíîé ñ ëèíåéíîé æåñòêîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìîé êîý��èöèåíòîì k. Ïëàò-

�îðìà ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé îñè ïðóæèíû. Íà

ïëàò�îðìå óñòàíîâëåí ýêñöåíòðèê ìàññû m, ïðèâîäèìûé â äâèæåíèå ýëåêòðîäâèãàòåëåì ïî-

ñòîÿííîãî òîêà è èìåþùèé ìîìåíò èíåðöèè I îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, ðàñïîëîæåííîãî íà

ðàññòîÿíèè L îò îñè âðàùåíèÿ. Îáîçíà÷èì óïðàâëÿþùèé ìîìåíò, ïðèëîæåííûé ê ýêñöåíòðèêó

÷åðåç u. Âðàùàþùèé ýêñöåíòðèê ñîçäàåò óïðàâëÿþùóþ ñèëó, èñïîëüçóåìóþ äëÿ äåìï�èðîâà-

íèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïëàò�îðìû. Ìàòåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â ïðåäïîëî-

æåíèè îòñóòñòâèÿ ñèëû òðåíèÿ èìåþò âèä:































ẋ1 = x2,

ẋ2 =
(m+M)u−mL cos x1(mLx22 sinx1 − kx3)

(I +mL2)(m+M)−m2L2 cos2 x1
,

ẋ3 = x4,

ẋ4 =
(I +mL2)(mLx22 sinx1 − kx3)−mL cos x1u

(I +mL2)(m+M)−m2L2 cos2 x1
,

(3.1)

çäåñü x1 = xc, x2 = ẋc, x3 = ϑ, x4 = ϑ̇.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 ñ ïðèâëå÷åíèåì àëãîðèòìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â � 1 è � 2, â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ ââîäèòñÿ ðàçáèåíèå Γ = {t0, t1, . . . , tN−1, tN = ϑ} ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] è äëÿ íåãî ïðîâîäÿòñÿ
âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {W̃tj (tm)} ìíîæåñòâ W̃tj (tm) ⊂ R

4
, j = N, . . . , 0,

W̃tj (tN )) = M , àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W â çàäà÷å 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîïÿòíîå ïîøàãîâîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâ W̃tj (tm), j = N . . . 0, îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ êàê ïîøàãîâîå âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâ Z̃tj (τi) = H(∆)(Z(∆)(τi, τi−1, Z̃

tj (τi))), i = 1, . . . , N ,

ãäå îïåðàòîð H(∆)(Z) îçíà÷àåò ïðîöåäóðó ïðîðåæèâàíèÿ ìíîæåñòâà Z ⊂ R
n
(ñì. ñ. 215). Ïðè

ïîøàãîâîì âû÷èñëåíèè ìíîæåñòâ Z̃tj (τi), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ íîìåðîâ i, íà÷èíàþò ïðîÿâ-

ëÿòüñÿ òåíäåíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìíîæåñòâ Za(τi) â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n
, è âîçíèêàåò

ïîòðåáíîñòü â ïðîðåæèâàíèè ìíîæåñòâ Z(∆)(τi, τi−1, Z̃
tj (τi)), ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð, ïîäðîáíî

îïèñàííûõ â, íàïðèìåð, [12℄.

�àññìîòðèì äâà ïðèìåðà ñèñòåìû (3.1) íà ïðîìåæóòêå [t0, ϑ] = [0, 3] ñ ðàçëè÷íûìè öåëå-

âûìè ìíîæåñòâàìè M è ïðèâåäåì ãðà�è÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñáëèæåíèè
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â êàæäîì èç íèõ.

Ïðèìåð 1. Öåëåâîå ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé òåññåðàêò (÷åòûðåõìåð-

íûé ãèïåðêóá) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 2), ò. å. M = {x ∈ R
4 : ‖x‖∞ 6 0.5}.

Ïðèìåð 2. Öåëåâîå ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå R
4

(ðèñ. 3), ò. å. M = {x ∈ R
4 : ‖x‖2 6 1}.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàçáèåíèå Γ ïðîìåæóòêà [t0, ϑ] = [0, 3] èìååò øàã ∆ = 0.1, N = 30, t0 = 0,
tN = 3; óïðàâëåíèå u ïðåäñòàâëåíî êîíå÷íûì íàáîðîì çíà÷åíèé èç [−1, 1] ñ øàãîì 0.5. Êðîìå
òîãî, â îáîèõ ïðèìåðàõ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò îäíè è òå æå ïàðàìåòðû:

M = 1.0; m = 0.1; L = 1; k = 0.1; I = 1.2; m = 0.25.

�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ Z̃tj (τi) (τi = 1.5 è τi = 3.0) äëÿ öåëåâîãî

ìíîæåñòâà M èç ïðèìåðà 1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 4�7.

�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ Z̃tj (τi) (τi = 1.5 è τi = 3.0) äëÿ öåëåâîãî

ìíîæåñòâà M èç ïðèìåðà 2 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 8�11.
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A time-invariant 
ontrol system on a �nite time interval in the �nite-dimensional Eu
lidean spa
e is 
on-

sidered. We dis
uss a problem of guidan
e with a 
ompa
t target set for a 
ontrol system on a given time

interval. One way to solve the 
onsidered guidan
e problem is based on �nding a solvability set in the phase

spa
e, namely, a set of all system positions from whi
h, as from the initial ones, the guidan
e problem is

solvable. The 
onstru
tion of the solvability set is an independent time-
onsuming problem whi
h rarely has

an exa
t solution. In this paper we dis
uss the approximate 
onstru
tion of a solvability set in the guidan
e

problem for a time-invariant nonlinear 
ontrol system. It is well-known that this problem is 
losely 
onne
ted

with the problem of 
onstru
ting integral funnels and traje
tory tubes of 
ontrol systems. Integral funnels

of 
ontrol systems 
an be approximately 
onstru
ted step-by-step as sets of 
orresponding attainability sets,

therefore, attainability sets are 
onsidered to be the basi
 elements of the solving 
onstru
tion in this paper.

Here, we propose a s
heme of the solvability set approximate 
onstru
tion in a guidan
e problem for a

time-invariant 
ontrol system on a �nite time interval. The basis of this s
heme is redu
tion to the solvability

sets approximate 
al
ulation of a �nite number of simpler problems, namely, problems of guidan
e with the

target set at �xed time moments from the given time interval. Wherein, the moments of time have to be
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hosen quite tightly in the mentioned time interval. As an example, we provide mathemati
al modeling of

the guidan
e problem of the 
ontrol system named �Translational Os
illator with Rotating A
tuator� as well

as the graphi
al support of the problem solution.
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