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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå áèìàòðè÷íûå èãðû ñ èíòåãðàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè, äèñêîí-

òèðîâàííûìè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Äèíàìèêà ñèñòåìû çàäàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîñòóïàþùèõ ñèãíàëîâ

óïðàâëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé â ðàìêàõ ìèíèìàêñíîãî ïîä-

õîäà, ïðåäëîæåííîãî Í.Í. Êðàñîâñêèì è À.È. Ñóááîòèíûì â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð. Èñïîëü-

çóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, êîòîðàÿ ðàçâèòà â ðàáîòàõ À.Ô. Êëåéìåíîâà.

Äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãè-

íà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà�ßêîáè. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå

�îðìóëû äëÿ êðèâûõ ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà äèñêîíòèðîâàíèÿ â èíòåãðàëüíûõ �óíê-

öèîíàëàõ âûèãðûøà. Óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé ïî ïàðàìåòðó

äèñêîíòèðîâàíèÿ ê ðåøåíèþ äèíàìè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðû ñî ñðåäíåèíòåãðàëüíûìè �óíêöèîíàëà-

ìè âûèãðûøà, êîòîðûå èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Â.È. Àðíîëüäà. �àññìîòðåíî ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ ê äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè èíâåñòèðîâàíèÿ íà �èíàíñîâûõ ðûíêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêèå èãðû, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè,

ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå ñ äèñ-

êîíòèðîâàííûìè èíòåãðàëüíûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøåé. Ïàðàìåòð äèñêîíòèðîâàíèÿ,

êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåîïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé, ÷òî îòðàæàåò ñóáúåêòèâíûå ñîñòàâ-

ëÿþùèå â ýêîíîìè÷åñêèõ è �èíàíñîâûõ ìîäåëÿõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîäåëè ñ äèñêîíòèðîâàííûìè

ïîêàçàòåëÿìè òðåáóþò ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèé ïî îòíîøåíèþ ê èçìå-

íåíèÿì ïàðàìåòðà äèñêîíòèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ íà

îñíîâå ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà Í.Í. Êðàñîâñêîãî [9,22℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèé ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [13℄ è òåõíèêè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê äëÿ îáîáùåííûõ (ìèíèìàêñ-

íûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèé �àìèëüòîíà�ßêîáè, ïðåäëîæåííûõ À.È. Ñóááîòèíûì [15℄. Íà îñíîâå

ïîñòðîåííûõ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè äè-

íàìè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðû â ðàìêàõ ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ìîíîãðà�èè À.Ô. Êëåé-

ìåíîâà [3℄. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëè-

òè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ, çàâèñÿùèå ÿâíûì îáðàçîì îò íåîïðåäåëåííîãî

ïàðàìåòðà äèñêîíòèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ

òðàåêòîðèé ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà äèñêîíòèðîâàíèÿ è îïðåäåëèòü àñèìïòîòè-

÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèñêîíòèðîâàíèÿ ê íóëþ. Ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî â àñèìïòîòèêå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ è ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ äè-

íàìè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðû ñî ñðåäíåèíòåãðàëüíûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøåé, êîòîðûå

ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Â.È. Àðíîëüäà [1℄.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå êîíñòðóêöèè è ìåòîäû àíàëèçà

ýâîëþöèîííûõ èãð, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå [10℄. Ïðè îáîñíîâàíèè äèíàìèêè èãðîâîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ó÷àñòíèêîâ ïðèìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû ýâîëþöèîííûõ èãðîâûõ ìîäåëåé [2, 18, 20, 21, 24℄.

Äëÿ àíàëèçà ñäâèãà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé îò ñòàòè÷åñêèõ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó êîíêóðåíòíî-

ãî òèïà ê òî÷êàì êîîïåðàòèâíîãî ìàêñèìóìà Ïàðåòî ó÷èòûâàþòñÿ èäåè è êîíñòðóêöèè êîîïå-

ðàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ èãð [12℄. Äèíàìèêà áèìàòðè÷íîé èãðû ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà
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êàê îáîáùåíèå óðàâíåíèé À.Í. Êîëìîãîðîâà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé [4℄, êîòîðûå øèðî-

êî ïðèìåíÿþòñÿ â ìàðêîâñêèõ ïðîöåññàõ, ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè

è òåîðèè î÷åðåäåé. Îáîáùåíèå ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïàðàìåòðû äèíàìèêè íå �èêñè-

ðîâàíû àïðèîðè, à ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè è ñòðîÿòñÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé

ñâÿçè â ðàìêàõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ è òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ èãð.

�åøåíèå äèíàìè÷åñêèõ áèìàòðè÷íûõ èãð îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé,

ìàêñèìèçèðóþùèõ ñîáñòâåííûå âûèãðûøè ïðè ëþáîì ïîâåäåíèè êîíêóðèðóþùèõ èãðîêîâ, òî

åñòü ¾ãàðàíòèðóþùèõ¿ ñòðàòåãèé [9, 11, 22℄. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå

ðàçáèâàåòñÿ íà �ðàãìåíòû ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [13℄ â ñî÷åòàíèè ñ êîíñòðóêöèÿìè òåîðèè ïîçèöèîííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ èãð [9℄. Áîëåå òî÷íî: ýëåìåíòû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñîâîêóïíîñòè

ñ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà�ßêîáè [15�17℄. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

â êàæäîì âðåìåíí�îì �ðàãìåíòå ñòðîèòñÿ èç êóñêîâ õàðàêòåðèñòèê, ïðè ýòîì ìîìåíòû ïåðå-

êëþ÷åíèÿ ñ îäíîé õàðàêòåðèñòèêè íà äðóãóþ îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Â ýòîì

ìåòîäå ìîìåíòû è òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ãåíåðèðóþò ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, îïðåäåëÿþùèå ñèíòåç îïòèìàëüíûõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå

ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòàõ [5�8, 23℄.

Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êîíêóðåíöèè íà �èíàíñîâûõ

ðûíêàõ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðîé. Äëÿ íåå ñòðîÿòñÿ êðèâûå ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ è ñèíòåçèðóþòñÿ ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè

äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé êîý��èöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç êà÷åñòâåííî-

ãî ïîâåäåíèÿ ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé è äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè äèíà-

ìè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðû äàþò ðåçóëüòàòû ëó÷øèå, ÷åì ðåçóëüòàòû ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâå-

ñèÿ ïî Íýøó. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ýòîò

àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ äëÿ ñåðèé

çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó. Ïðè-

âîäÿòñÿ ðàñ÷åòû, ïîäòâåðæäàþùèå �àêò àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ðàâíîâåñíûõ òðàåêòî-

ðèé â çàäà÷àõ ñ äèñêîíòèðîâàíèåì ê ðàâíîâåñíîé òðàåêòîðèè â çàäà÷å ñî ñðåäíåèíòåãðàëüíûì

�óíêöèîíàëîì âûèãðûøåé.

� 1. Äèíàìèêà ìîäåëè

Èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùàÿ äèíàìèêó ïîâåäåíèÿ äâóõ

èãðîêîâ:

ẋ(t) = −x(t) + u(t), x(t0) = x0,

ẏ(t) = −y(t) + v(t), y(t0) = y0.
(1.1)

Ïàðàìåòð x = x(t), 0 6 x 6 1, îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé èãðîê ïðèäåðæèâà-
åòñÿ ïåðâîé ñòðàòåãèè (ñîîòâåòñòâåííî, (1 − x) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðèäåðæèâàåòñÿ

âòîðîé ñòðàòåãèè). Ïàðàìåòð y = y(t), 0 6 y 6 1, åñòü âåðîÿòíîñòü âûáîðà ïåðâîé ñòðàòåãèè

âòîðûì èãðîêîì (ñîîòâåòñòâåííî, (1 − y) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðèäåðæèâàåòñÿ âòîðîé

ñòðàòåãèè). Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû u = u(t) è v = v(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 0 6 u 6 1,
0 6 v 6 1 è ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ñèãíàëû, ðåêîìåíäóþùèå ñìåíó ñòðàòåãèé èã-

ðîêàìè. Íàïðèìåð, çíà÷åíèå u = 0 (v = 0) ñîîòâåòñòâóåò ñèãíàëó: ¾ñìåíèòü ïåðâóþ ñòðàòåãèþ

íà âòîðóþ¿. Çíà÷åíèå u = 1 (v = 1) ñîîòâåòñòâóåò ñèãíàëó: ¾ñìåíèòü âòîðóþ ñòðàòåãèþ íà

ïåðâóþ¿. Çíà÷åíèå u = x (v = y) ñîîòâåòñòâóåò ñèãíàëó: ¾ñîõðàíÿòü ïðåäûäóùóþ ñòðàòåãèþ¿.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áàçèñ äëÿ äèíàìèêè (1.1) è åå ñâîéñòâà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáî-

òàõ [10,24℄. Òàêàÿ äèíàìèêà îáîáùàåò äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ âåðîÿò-

íîñòåé ñîñòîÿíèé [4℄. Òàêîå îáîáùåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîý��èöèåíòû âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ

ïîòîêîâ âíóòðè êîàëèöèé ó÷àñòíèêîâ íå çàäàíû àïðèîðè è ìîãóò áûòü ñêîíñòðóèðîâàíû êàê

ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè â óïðàâëÿåìîì ïðîöåññå.
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� 2. Ëîêàëüíûå �óíêöèè âûèãðûøà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé A = aij , à âûèãðûø

âòîðîãî èãðîêà îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé B = bij :

A =

(

a11 a12
a21 a22

)

, B =

(

b11 b12
b21 b22

)

.

Ëîêàëüíûå �óíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ â ïåðèîäå t, t ∈ [t0,+∞), îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøåé, çàäàâàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè A è B â áèìàò-

ðè÷íîé èãðå, è ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ¾ëîêàëüíûå¿ èíòåðåñû èãðîêîâ:

gA(x(t), y(t)) = CAx(t)y(t)− α1x(t)− α2y(t) + a22,

gB(x(t), y(t)) = CBx(t)y(t)− β1x(t)− β2y(t) + b22.

Çäåñü ïàðàìåòðû CA, α1, α2 è CB , β1, β2 çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé

áèìàòðè÷íûõ èãð (ñì. [2℄):

CA = a11 − a12 − a21 + a22, DA = a11a22 − a12a21, α1 = a22 − a12, α2 = a22 − a21,

CB = b11 − b12 − b21 + b22, DB = b11b22 − b12b21, β1 = b22 − b12, β2 = b22 − b21.

� 3. �àâíîâåñèå ïî Íýøó â äè��åðåíöèàëüíîé èãðå ñ äèñêîíòèðîâàííûìè

�óíêöèîíàëàìè

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà ñ íåíóëåâîé ñóììîé äâóõ èã-

ðîêîâ ñ äèñêîíòèðîâàííûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøà íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå

JD∞

A = [JD−

A , JD
+
A ], (3.1)

JD−

A = JD−

A(x(·), y(·)) = lim inf
T→∞

∫ T

t0

e−λ(t−t0)gA(x(t), y(t)) dt,

JD+
A = JD+

A(x(·), y(·)) = lim sup
T→∞

∫ T

t0

e−λ(t−t0)gA(x(t), y(t)) dt,

îïðåäåëåííûìè íà òðàåêòîðèÿõ (x(·), y(·)) ñèñòåìû (1.1).

Ôóíêöèîíàëû âûèãðûøà âòîðîãî èãðîêà, JD∞

B , JD−

B , JD
+
B , îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî çà-

ìåíîé �óíêöèè gA(x, y) íà �óíêöèþ gB(x, y).

Äèñêîíòèðîâàííûå �óíêöèîíàëû (3.1) ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûìè äëÿ çàäà÷ ýâîëþöèîííîé

ýêîíîìèêè è ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà [21℄ è ñâÿçàíû ñ èäååé îáåñöåíèâàíèÿ �èíàíñîâûõ ñðåäñòâ

âî âðåìåíè. Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ òàêèå �óíêöèîíàëû ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [24℄. Â îòëè÷èå îò �óíêöèîíàëîâ âûèãðûøà, îïòèìèçèðóåìûõ â êàæäîì

ïåðèîäå, îíè äîïóñêàþò âîçìîæíîñòü ïðîèãðûøà â íåêîòîðûõ ïåðèîäàõ äëÿ òîãî, ÷òîáû âûèã-

ðûâàòü â äðóãèõ ïåðèîäàõ è ïîëó÷àòü ëó÷øèé èíòåãðàëüíûé ðåçóëüòàò ïî âñåì ïåðèîäàì. Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ áîëåå äëèòåëüíîãî ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â áëàãîïðèÿòíûõ

îáëàñòÿõ, ãäå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ âûèãðûøåé èãðîêîâ ñòðîãî áîëüøå çíà÷åíèé âûèãðûøåé

â ñîñòîÿíèÿõ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Ïðåäñòàâèì ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó äëÿ ýâîëþöèîííîé èãðû ñ äè-

íàìèêîé (1.1) è äèñêîíòèðîâàííûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøà (3.1) â êîíòåêñòå êîíñòðóê-

öèé íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîçèöèîííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð [3, 9, 10℄. Îïðåäåëèì äèíàìè-

÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé (îáðàòíûõ ñâÿçåé) U = u(t, x, y, ε),
V = v(t, x, y, ε).
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Îïðåäåëåíèå 1. Äèíàìè÷åñêèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (U0, V 0), U0 = u0(t, x, y, ε), V 0 =
= v0(t, x, y, ε) èç êëàññà óïðàâëåíèé ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè U = u(t, x, y, ε), V = v(t, x, y, ε)
äëÿ äàííîé çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

JD−

A(x
0(·), y0(·)) > JD+

A(x1(·), y1(·)) − ε, JD−

B(x
0(·), y0(·)) > JD+

B(x2(·), y2(·))− ε,

(x0(·), y0(·)) ∈ X(x0, y0, U
0, V 0), (x1(·), y1(·)) ∈ X(x0, y0, U, V

0), (x2(·), y2(·)) ∈ X(x0, y0, U
0, V ).

Çäåñü ñèìâîëîì X îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëüíîé òî÷êè è ïî-

ðîæäåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîçèöèîííûìè ñòðàòåãèÿìè â ñìûñëå ðàáîòû [9℄.

� 4. Âñïîìîãàòåëüíûå èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ æåëàåìûõ ðàâíîâåñíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé U0
, V 0

èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåä-

ñòàâëåííûé â [3℄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêèì ïîäõîäîì ìû âûñòðàèâàåì ðàâíîâåñèå ñ ïîìîùüþ

îïòèìàëüíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð ΓA = Γ−

A∪Γ
+
A è ΓB = Γ−

B∪Γ
+
B ñ âûèã-

ðûøàìè JD∞

A è JD∞

B (3.1). Â èãðå ΓA ïåðâûé èãðîê ãàðàíòèðîâàííî ìàêñèìèçèðóåò �óíêöèî-

íàë JD−

A(x(·), y(·)), èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ñâÿçü U = u(t, x, y, ε), à âòîðîé èãðîê îáåñïå÷èâàåò, íà-
ïðîòèâ, ìèíèìèçàöèþ �óíêöèîíàëà JD+

A(x(·), y(·)), èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ñâÿçü V = v(t, x, y, ε).
Íàîáîðîò, â èãðå ΓB âòîðîé èãðîê ãàðàíòèðîâàííî ìàêñèìèçèðóåò �óíêöèîíàë JD−

B(x(·), y(·)),
à ïåðâûé èãðîê ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë JD+

B(x(·), y(·)).
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Îáðàòíûå ñâÿçè, ðåøàþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷ó ãà-

ðàíòèðîâàííîé ìàêñèìèçàöèè �óíêöèîíàëîâ âûèãðûøà JD−

A , JD−

B , îáîçíà÷èì êàê u0A =
= u0A(t, x, y, ε) è v0B = v0B(t, x, y, ε). Çàìåòèì, ÷òî òàêèå îáðàòíûå ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò ãàðàí-

òèðîâàííóþ ìàêñèìèçàöèþ âûèãðûøåé èãðîêîâ â äëèòåëüíîé ïåðñïåêòèâå è ìîãóò íàçûâàòüñÿ

¾ïîçèòèâíûìè¿. ×åðåç u0B = u0B(t, x, y, ε) è v0A = v0A(t, x, y, ε) îáîçíà÷èì îáðàòíûå ñâÿçè, íàè-

áîëåå íåáëàãîïðèÿòíûå äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ èãðîêîâ, à èìåííî òå, êîòîðûå ìèíèìèçèðóåò

�óíêöèîíàëû âûèãðûøà JD+
B , JD

+
A ïðîòèâîïîëîæíûõ èãðîêîâ. Íàçîâåì òàêèå îáðàòíûå ñâÿ-

çè ¾íàêàçûâàþùèì¿.

Çàìåòèì, ÷òî íåãèáêèå ðåøåíèÿ îòìå÷åííûõ ïðîáëåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðàìêàõ êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè áèìàòðè÷íûõ èãð. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè (ýòî ïðåä-

ïîëîæåíèå äåëàåòñÿ ñ èëëþñòðàòèâíûìè öåëÿìè è íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü ðåøåíèÿ), ÷òî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìàòðèö A è B, ñîîòâåòñòâóþùèå ïî÷òè
àíòàãîíèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå áèìàòðè÷íîé èãðû:

CA > 0, CB < 0,

0 < xA =
α2

CA
< 1, 0 < xB =

β2
CB

< 1, 0 < yA =
α1

CA
< 1, 0 < yB =

β1
CB

< 1.
(4.1)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Äè��åðåíöèàëüíûå èãðû Γ−

A,Γ
+
A èìåþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ:

w−

A = w+
A = wA =

DA

CA
,

è äè��åðåíöèàëüíûå èãðû Γ−

B ,Γ
+
B èìåþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ:

w−

B = w+
B = wB =

DB

CB

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (x0, y0) ∈ [0, 1]× [1, 0]. Ýòè çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, ìî-
ãóò áûòü ãàðàíòèðîâàíû ¾ïîçèòèâíûìè¿ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè uclA, v

cl
B, ñîîòâåòñòâóþùèìè

êëàññè÷åñêèì ðåøåíèÿì xA, yB:

u0A = uclA = uclA(x, y) =







0, xA < x 6 1,
1, 0 6 x < xA,
[0, 1] , x = xA;
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v0B = vclB = vclB(x, y) =







0, yB < y 6 1,
1, 0 6 y < yB,
[0, 1] , y = yB .

¾Íàêàçûâàþùèå¿ îáðàòíûå ñâÿçè îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

u0B = uclB = uclB(x, y) =







0, xB < x 6 1,
1, 0 6 x < xB,
[0, 1] , x = xB;

v0A = vclA = vclA(x, y) =







0, yA < y 6 1,
1, 0 6 y < yA,
[0, 1] , y = yA,

è ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêèì ñòàòè÷åñêèì ðåøåíèÿì xB , yA (4.1), êîòîðûå ãåíåðèðóþò

ñòàòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó NE = (xB , yA).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé óêàçàííûõ ñòðà-

òåãèé â ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèîíàëû âûèãðûøåé (3.1).

Çàìå÷àíèå 1. Çíà÷åíèÿ �óíêöèé âûèãðûøà gA(x, y), gB(x, y) ñîâïàäàþò â òî÷êàõ (xA, yB),
(xB, yA):

gA(xA, yB) = gA(xB , yA) = wA, gB(xA, yB) = gB(xB , yA) = wB.

Òî÷êà NE = (xB , yA) åñòü ¾âçàèìíî íàêàçûâàþùåå¿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, à òî÷êà (xA, yB) íå
îáëàäàåò ðàâíîâåñíûìè ñâîéñòâàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòè÷åñêîé èãðå.

� 5. Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó

Ïîñòðîèì ïàðó îáðàòíûõ ñâÿçåé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Äëÿ ýòîãî ñî-

åäèíèì ¾ïîçèòèâíûå¿ îáðàòíûå ñâÿçè u0A, v
0
B è ¾íàêàçûâàþùèå¿ îáðàòíûå ñâÿçè u0B , v

0
A.

Âûáåðåì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå (x0, y0) ∈ [0, 1] × [0, 1] è ïàðàìåòð òî÷íîñòè ε > 0. Âûáåðåì
òðàåêòîðèþ (x0(·), y0(·)) ∈ X(x0, y0, U

0
A(·), v

0
B(·)), ñãåíåðèðîâàííóþ ¾ïîçèòèâíûìè¿ îáðàòíûìè

ñâÿçÿìè u0A = U0
A(t, x, y, ε) è v0B = v0B(t, x, y, ε). Âîçüìåì Tε > 0 òàêîå, ÷òî

gA(x
0(t), y0(t)) > JD−

A(x
0(·), y0(·))− ε,

gB(x
0(t), y0(t)) > JD−

B(x
0(·), y0(·))− ε,

t ∈ [Tε,+∞].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç uεA(t): [0, Tε) → [0, 1], vεB(t): [0, Tε) → [0, 1] ïîøàãîâóþ ðåàëèçàöèþ ñòðàòåãèé

u0A, v
0
B òàêóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîøàãîâàÿ òðàåêòîðèÿ (xε(·), yε(·)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

max
t∈[0,Tε]

‖(x0(t), y0(t))− (xε(t), yε(t))‖ < ε.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3℄ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïàðà îáðàòíûõ ñâÿçåé U0 = u0(t, x, y, ε), V 0 = v0(t, x, y, ε), ñîåäèíÿþùàÿ âìåñòå
¾ïîçèòèâíûå¿ îáðàòíûå ñâÿçè u0A, v

0
B è ¾íàêàçûâàþùèå¿ îáðàòíûå ñâÿçè u0B, v

0
A â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè

U0 = u0(t, x, y, ε) =

{

uεA(t), ‖(x, y) − (xε(t), yε(t))‖ < ε,
u0B(x, y) � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

V 0 = v0(t, x, y, ε) =

{

vεB(t), ‖(x, y) − (xε(t), yε(t))‖ < ε,
v0A(x, y) � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì ε-ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.

Íèæå êîíñòðóèðóþòñÿ ãèáêèå ¾ïîçèòèâíûå¿ îáðàòíûå ñâÿçè, êîòîðûå ãåíåðèðóþò òðàåêòî-

ðèè (xfl(·), yfl(·)), ñâîäÿùèå ê ¾ëó÷øèì¿ ïîëîæåíèÿì, ÷åì íåãèáêîå äèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

(xB, yA), (xA, yB) ïî îáîèì êðèòåðèÿì JD∞

A (xfl(·), yfl(·)) > vA, JD
∞

B (xfl(·), yfl(·)) > vB.
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� 6. Äâóõøàãîâûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ¾ïîçèòèâíûõ¿ îáðàòíûõ ñâÿçåé u0A = uflA (x, y), v0B = vflB (x, y) ðàññìîòðèì
â ýòîì ïàðàãðà�å âñïîìîãàòåëüíóþ äâóõøàãîâóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêîí-

òèðîâàííûì �óíêöèîíàëîì âûèãðûøà äëÿ ïåðâîãî èãðîêà â ñèòóàöèè, êîãäà äåéñòâèÿ âòîðîãî

èãðîêà íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíû. À èìåííî, ïðîàíàëèçèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1.1):

ẋ(t) = −x(t) + u(t), x(0) = x0,

ẏ(t) = −y(t) + v(t), y(0) = y0,
(6.1)

ñ �óíêöèîíàëîì âûèãðûøà

JDf
A =

∫ Tf

0
e−λtgA(x(t), y(t)) dt. (6.2)

Çäåñü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî t0 = 0, T = Tf , è òåðìèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

Tf = Tf (x0, y0) îïðåäåëèì ïîçäíåå.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà ñòàòè÷åñêîé èãðû ðàâíà

íóëþ:

wA =
DA

CA

= 0, (6.3)

è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

CA > 0, 0 < xA =
α2

CA
< 1, 0 < yA =

α1

CA
< 1. (6.4)

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (x0, y0) ñèñòåìû (6.1) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèÿì

x0 = xA, y0 > yA. (6.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâèÿ âòîðîãî èãðîêà íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíû äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Äëÿ

òðàåêòîðèé ñèñòåìû (6.1), ñòàðòóþùèõ èç íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé (x0, y0) (6.5), ýòè äåéñòâèÿ

v0A = vclA(x, y) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

vclA(x, y) ≡ 0.

Îïòèìàëüíûå äåéñòâèÿ u0A = uflA (x, y) ïåðâîãî èãðîêà, ñîãëàñíî �óíêöèîíàëó âûèãðûøåé JDf
A

(6.2), â äàííîé ñèòóàöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê äâóõøàãîâîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå:

îíî ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 = 0 äî ìîìåíòà îïòèìàëüíîãî ïåðå-
êëþ÷åíèÿ s è çàòåì ðàâíÿåòñÿ íóëþ äî êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè Tf :

u0A(t) = uflA (x(t), y(t)) =

{

1, åñëè t0 6 t < s,
0, åñëè s 6 t < Tf .

Çäåñü ïàðàìåòð s ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îïòèìèçàöèè. Êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè Tf îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì. Òðàåêòîðèÿ (x(·), y(·)) ñèñòåìû (6.1), ñòàðòóþùàÿ ñ ëèíèè, íà

êîòîðîé x(t0) = xA, âîçâðàùàåòñÿ íà ýòó ëèíèþ, êîãäà x(Tf ) = xA.
�àññìîòðèì, òàêèì îáðàçîì, äâå ñîâîêóïíîñòè õàðàêòåðèñòèê. Ïåðâàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-

ìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà u = 1:

ẋ(t) = −x(t) + 1,
ẏ(t) = −y(t),

(6.6)

ðåøåíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé Êîøè

x(t) = (x0 − 1)e−t + 1, y(t) = y0e
−t. (6.7)
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Çäåñü íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ (x0, y0) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6.5) è ïàðàìåòð âðåìåíè t óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 6 t < s.

Âòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðèñòèê çàäàíà ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè

çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà u = 0:

ẋ(t) = −x(t),
ẏ(t) = −y(t),

(6.8)

ðåøåíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé Êîøè

x(t) = x1e
−t, y(t) = y1e

−t. (6.9)

Çäåñü íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ (x1, y1) = (x1(s), y1(s)) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 = x1(s) = (x0 − 1)e−s + 1, y1 = y1(s) = y0e
−s

(6.10)

è ïàðàìåòð âðåìåíè t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 6 t < p. Çäåñü êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìå-

íè p = p(s) è êîíå÷íîå ïîëîæåíèå (x2, y2) = (x2(s), y2(s)) âñåé òðàåêòîðèè (x(·), y(·)) çàäàíû
�îðìóëàìè

x1e
−p = xA, p = p(s) = ln

x1(s)

xA
, x2 = xA, y2 = y1e

−p. (6.11)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîé ìîìåíò âðåìåíè s è ñî-
îòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ (x1, y1) = (x1(s), y1(s)) íà òðàåêòîðèè (x(·), y(·)), ïðè êî-

òîðîé èíòåãðàë I = I(s) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû:

I(s) = I1(s) + I2(s), (6.12)

I1(s) =

∫ s

0
e−λt(CA((x0 − 1)e−t + 1)y0e

−t − α1((x0 − 1)e−t + 1)− α2y0e
−t + a22) dt,

I2(s) = e−λs

∫ p(s)

0
e−λt(CAx1(s)y1(s)e

−2t − α1x1(s)e
−t − α2y1(s)e

−t + a22) dt.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå IP , âûáðàííîå íà ïðÿìîé x = xA ïðè y > yA,
õàðàêòåðèñòèêà CH, îðèåíòèðîâàííàÿ íà âåðøèíó êâàäðàòà (1, 0), õàðàêòåðèñòèêè CH1, CH2,

CH3, îðèåíòèðîâàííûå íà âåðøèíó êâàäðàòà (0, 0), òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ SP1, SP2, SP3 äâè-

æåíèÿ ïî õàðàêòåðèñòèêàì è êîíå÷íûå òî÷êè äâèæåíèÿ FP1, FP2, FP3, ðàñïîëîæåííûå íà

ïðÿìîé x = xA.

� 7. �åøåíèå äâóõøàãîâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïîëó÷èì ðåøåíèå äâóõøàãîâîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6.6)�(6.12), âû÷èñëèâ

ïðîèçâîäíóþ dI/ds, ïðåäñòàâèâ åå êàê �óíêöèþ îïòèìàëüíûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, (x, y) =
= (x1, y1), ïðèðàâíÿâ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, dI/ds = 0, è íàéäÿ óðàâíåíèå F (x, y) = 0 äëÿ
êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç îïòèìàëüíûõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ (x, y).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà â òàêîé êîíñòðóêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç òîãî �àêòà, ÷òî èíòå-

ãðàë I(s) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ïî ïåðåìåííîé s â íà÷àëüíîì ïåðèîäå,

òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ gA(x, y) ïîëîæèòåëüíà, gA(x, y) > wA = 0, â îáëàñòè x > xA,
y > yA. Â êîíå÷íîì ïåðèîäå èíòåãðàë I(s) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî ïåðåìåííîé s, òàê êàê
ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ gA(x, y) îòðèöàòåëüíà, gA(x, y) < wA = 0, â îáëàñòè x > xA, y < yA.

Âíà÷àëå âû÷èñëèì èíòåãðàëû I1, I2:

I1 = I1(s) = CA(x0 − 1)y0
(1− e−(λ+2)s)

(λ+ 2)
+ CAy0

(1− e−(λ+1)s)

(λ+ 1)
−

− α1(x0 − 1)
(1 − e−(λ+1)s)

(λ+ 1)
− α1

(1− e−λs)

λ
− α2y0

(1− e−(λ+1)s)

(λ+ 1)
+ a22

(1− e−λs)

λ
;
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PSfrag repla
ements

IP

SP1

SP2

SP3

CH
CH1

CH2

CH3

FP1

FP2

FP3

xA

yA

x

y

0

1

1

�èñ. 1. Ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê è òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ â äâóõøàãîâîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

I2 = I2(s) = e−λsCAx1(s)y1(s)
(1− e−(λ+2)p(s))

(λ+ 2)
− e−λsα1x1(s)

(1 − e−(λ+1)p(s))

(λ+ 1)
−

− e−λsα2y1(s)
(1− e−(λ+1)p(s))

(λ+ 1)
+ e−λsa22

(1− e−λp(s))

λ
.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå dI1/ds, dI2/ds è ïðåäñòàâèì èõ êàê �óíêöèè îïòèìàëüíûõ òî÷åê

ïåðåêëþ÷åíèÿ (x, y) = (x1, y1):

dI1
ds

= CA(x0 − 1)y0e
−2se−λs + CAy0e

−se−λs −

− α1(x0 − 1)e−se−λs − α1e
−λs − α2y0e

−se−λs + a22e
−λs =

= e−λs(CAxy − α1x− α2y + a22).

Ïðè ðàñ÷åòå ïðîèçâîäíîé dI2/ds ïðèìåì âî âíèìàíèå ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

dx/ds, dy/ds, dp/ds è ýêñïîíåíòû e−p
êàê �óíêöèé ïåðåìåííûõ (x, y):

dx

ds
= 1− x,

dy

ds
= −y,

dp

ds
=

1− x

x
, e−p =

α2

CAx
.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ q = e−p
è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ dI2/ds:

dI2
ds

= e−λs
(

− λCAxy
(1− q(λ+2))

(λ+ 2)
+ CA(1− x)y

(1− q(λ+2))

(λ+ 2)
− CAxy

(1− q(λ+2))

(λ+ 2)
+

+ CA(1− x)yq(λ+2) + λα1x
(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
− α1(1− x)

(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
− α1(1− x)q(λ+1) +

+ λα2y
(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
+ α2y

(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
− α2y

(1− x)

x
q(λ+1) + a22

(1− x)

x
qλ − a22(1− qλ)

)

.
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Ñóììèðóåì ïðîèçâîäíûå dI1/ds è dI2/ds, ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèå ê íóëþ è âûðàçèì y ÷å-

ðåç x â ñëåäóþùåì âèäå:

y =
(

α1x− λα1x
(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
+ α1(1− x)

(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
+ α1(1− x)q(λ+1) −

− a22
(1− x)

x
qλ + a22(1− qλ)− a22

)/

/(

CAx− λCAx
(1− q(λ+2))

(λ+ 2)
+ CA(1− 2x)

(1 − q(λ+2))

(λ+ 2)
+ CA(1− x)q(λ+2) +

+ λα2
(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
+ α2

(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
− α2

(1− x)

x
q(λ+1) − α2

)

.

Óïðîñòèâ âûðàæåíèå, ïîëó÷èì �îðìóëó

y =
(

α1
(1− q(λ+1))

(λ+ 1)
+ α1q

(λ+1) − a22
1

x
qλ
)/(

CA
(1− q(λ+2))

(λ+ 2)
+ CAq

(λ+2) − α2
1

x
q(λ+1)

)

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî wA = 0 (6.3), èìååì a22 = (α1α2)/CA. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî

ñîîòîøåíèÿ è âûðàæåíèÿ q = α2/(CAx) â ïðåäûäóùóþ �îðìóëó ïîëó÷èì:

y =
(

α1

(

1−
( α2

CAx

)(λ+1))

(λ+ 2)
)/(

CA

(

1−
( α2

CAx

)(λ+2))

(λ+ 1)
)

.

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà âûðàæåíèå x(λ+2)
, ïîëó÷èì:

y =
(

α1

(

x(λ+1) −
( α2

CA

)(λ+1))

(λ+ 2)x
)/(

CA

(

x(λ+2) −
( α2

CA

)(λ+2))

(λ+ 1)
)

.

Èìåÿ â âèäó ñîîòíîøåíèÿ xA = α2/CA è yA = α1/CA (6.4), ïîëó÷èì êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ

êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ M1
A(λ):

y =
(λ+ 2)

(

x(λ+1) − x
(λ+1)
A

)

yAx

(λ+ 1)
(

x(λ+2) − x
(λ+2)
A

) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü çàêîí÷åííóþ êðèâóþ ïåðåêëþ÷åíèÿ MA(λ) äëÿ îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà â èãðå ñ äèñêîíòèðîâàííûì �óíêöèîíàëîì â ñëó÷àå CA > 0, ñëåäóåò
äîáàâèòü ê êðèâîé M1

A(λ) ïîäîáíóþ êðèâóþ M2
A(λ) â îáëàñòè, ãäå x 6 xA è y 6 yA:

MA(λ) = M1
A(λ) ∪M2

A(λ),

M1
A(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] : y =
(λ+ 2)

(

x(λ+1) − x
(λ+1)
A

)

yAx

(λ+ 1)
(

x(λ+2) − x
(λ+2)
A

) , x > xA, y > yA

}

,

M2
A(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] :

y = −
(λ+ 2)

(

(1− x)(λ+1) − (1− xA)
(λ+1)

)

(1− yA)(1− x)

(λ+ 1)
(

(1− x)(λ+2) − (1− xA)(λ+2)
) + 1, x 6 xA, y 6 yA

}

.

(7.1)
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Â ñëó÷àå, êîãäà CA < 0, êðèâûå MA(λ), M
1
A(λ) è M2

A(λ) îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè

MA(λ) = M1
A(λ) ∪M2

A(λ),

M1
A(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] :

y =
(λ+ 2)

(

(1− x)(λ+1) − (1− xA)
(λ+1)

)

yA(1− x)

(λ+ 1)
(

(1− x)(λ+2) − (1− xA)(λ+2)
) , x 6 xA, y > yA

}

,

M2
A(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] :

y = −
(λ+ 2)

(

x(λ+1) − x
(λ+1)
A

)

(1− yA)x

(λ+ 1)
(

x(λ+2) − x
(λ+2)
A

) + 1, x > xA, y 6 yA

}

.

(7.2)

Êðèâàÿ MA(λ) äåëèò åäèíè÷íûé êâàäðàò [0, 1] × [0, 1] íà äâå ÷àñòè: âåðõíþþ ÷àñòü

Du
A ⊃ {(x, y) : x = xA, y > yA}

è íèæíþþ ÷àñòü

Dl
A ⊃ {(x, y) : x = xA, y < yA}.

¾Ïîçèòèâíàÿ¿ îáðàòíàÿ ñâÿçü uflA èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

uflA = uflA (x, y) =







max{0,−sgn (CA)}, åñëè (x, y) ∈ Du
A,

max{0, sgn (CA)}, åñëè (x, y) ∈ Dl
A,

[0, 1], åñëè (x, y) ∈ MA(λ).
(7.3)

PSfrag repla
ements

M1

A
(λ)

M2

A
(λ)

NA

0.6

0.15

xA

yA

0 1

�èñ. 2. Êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ ïåðâîãî èãðîêà â çàäà÷å ñ äèñêîíòèðîâàííûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøåé
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Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ M1
A(λ), M

2
A(λ) äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Íàïðàâëåíèÿ

ñêîðîñòåé ẋ èçîáðàæåíû ãîðèçîíòàëüíûìè (ëåâûìè è ïðàâûìè) ñòðåëêàìè.

Äëÿ âòîðîãî èãðîêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäîáíûå êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ MB(λ) äëÿ çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äèñêîíòèðîâàííûì �óíêöèîíàëîì, îòâå÷àþùèì ìàòðèöå B. Áîëåå
òî÷íî: â ñëó÷àå êîãäà CB > 0, êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ MB(λ) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

MB(λ) = M1
B(λ) ∪M2

B(λ),

M1
B(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] : x =
(λ+ 2)

(

y(λ+1) − y
(λ+1)
B

)

xBy

(λ+ 1)
(

y(λ+2) − y
(λ+2)
B

) , x > xB , y > yB

}

,

M2
B(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] :

x = −
(λ+ 2)

(

(1− y)(λ+1) − (1− yB)
(λ+1)

)

(1− xB)(1− y)

(λ+ 1)
(

(1− y)(λ+2) − (1− yB)(λ+2)
) + 1, x 6 xB , y 6 yB

}

.

(7.4)

Â ñëó÷àå êîãäà ïàðàìåòð CB îòðèöàòåëåí, CB < 0, êðèâûå MB(λ), M
1
B(λ) è M2

B(λ) îïðåäåëÿ-
þòñÿ �îðìóëàìè

MB(λ) = M1
B(λ) ∪M2

B(λ),

M1
B(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] :

x =
(λ+ 2)

(

(1− y)(λ+1) − (1− yB)
(λ+1)

)

xB(1− y)

(λ+ 1)
(

(1− y)(λ+2) − (1− yB)(λ+2)
) , x > xB , y 6 yB

}

,

M2
B(λ) =

{

(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] :

x = −
(λ+ 2)

(

y(λ+1) − y
(λ+1)
B

)

(1− xB)y

(λ+ 1)
(

y(λ+2) − y
(λ+2)
B

) + 1, x 6 xB , y > yB

}

.

(7.5)

Êðèâàÿ MB(λ) äåëèò åäèíè÷íûé êâàäðàò [0, 1] × [0, 1] íà äâå ÷àñòè: ëåâóþ ÷àñòü

Dl
B ⊃ {(x, y) : x < xB , y = yB}

è ïðàâóþ ÷àñòü

Dr
B ⊃ {(x, y) : x > xB , y = yB}.

¾Ïîçèòèâíàÿ¿ îáðàòíàÿ ñâÿçü vflB èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

vflB = vflB (x, y) =







max{0,−sgn (CB)}, åñëè (x, y) ∈ Dl
B ,

max{0, sgn (CB)}, åñëè (x, y) ∈ Dr
B ,

[0, 1], åñëè (x, y) ∈ MB(λ).
(7.6)

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ Â.È. Àðíîëüäà [1℄ ðàññìàòðèâàëèñü ñðåäíåèíòå-

ãðàëüíûå �óíêöèîíàëû âûèãðûøåé

1

(T − t0)

∫ T

t0

gA(x(t), y(t)) dt. (7.7)

Â ñòàòüå [8℄ ïîëó÷åíû êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ èãðî-

êîâ â èãðå ñî ñðåäíåèíòåãðàëüíûìè �óíêöèîíàëàìè. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, â ñëó÷àå

êîãäà CA > 0, êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ â îáëàñòè x > xA, y > yA îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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y =
2α1x

CAx+ α2
. (7.8)

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé (7.1) äëÿ èãðû ñ äèñêîíòèðîâàííûìè �óíêöèîíàëàìè

âûèãðûøåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàçðåøåíèè íåîïðåäåëåííîñòè ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïðè ïàðà-

ìåòðå äèñêîíòèðîâàííèÿ λ, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, ñîîòíîøåíèå äëÿ êðèâûõ ïåðåêëþ÷åíèÿ (7.1)
ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà ñõîäèòñÿ ê êðèâûì ïåðåêëþ÷åíèÿ (7.8) â èãðå ñî ñðåäíå-

èíòåãðàëüíûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøåé (7.7).

Íà ðèñ. 2 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî

èãðîêà â èãðå ñî ñðåäíåèíòåãðàëüíûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøåé, êîòîðàÿ àñèìïòîòè÷åñêè

äîñòèãàåòñÿ ïðè λ ↓ 0 ðåøåíèÿìè èãðû ñ äèñêîíòèðîâàííûìè �óíèêöèîíàëàìè âûèãðûøåé.

Øòðèõîâîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé è òî÷å÷íîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíû êðèâûå ïåðåêëþ÷å-

íèÿ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà â èãðå ñ äèñêîíòèðîâàííûìè �óíêöèîíàëàìè âûèã-

ðûøåé ïðè λ = 0.1 è λ = 0.2 ñîîòâåòñòâåííî.

� 8. �àðàíòèðîâàííûå çíà÷åíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ âûèãðûøåé

Ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ¾ïîçèòèâíîå¿ îïòèìàëüíîå óïðàâ-

ëåíèå ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè uflA (x, y) (7.3) ñ êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ MA(λ), îïðåäåëåííîé
�îðìóëàìè (7.1), (7.2), ãàðàíòèðóåò, ÷òî çíà÷åíèå äèñêîíòèðîâàííîãî �óíêöèîíàëà âûèãðûøåé

áîëüøå èëè ðàâíî, ÷åì öåíà wA (6.3) ñòàòè÷åñêîé ìàòðè÷íîé èãðû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (x0, y0) ∈ [0, 1] × [0, 1] è äëÿ ëþáîé òðàåê-

òîðèè

(xfl(·), yfl(·)) ∈ X(x0, y0, u
fl
A ), xfl(t0) = x0, yfl(t0) = y0, t0 = 0,

ñãåíåðèðîâàííîé îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè uflA = uflA (x, y), ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ ∈ [0, TA] òàêîé, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè òðàåêòî-

ðèÿ (xfl(·), yfl(·)) äîñòèãàåò ëèíèè, ãäå x = xA, òî åñòü xfl(t∗) = xA. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè
ñ êîíñòðóêöèåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåãî èíòåãðàë (6.12) ïî ïðèíöèïó

îáðàòíîé ñâÿçè uflA , ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∫ T

t∗

e−λ(t−t∗)gA(x
fl(t), yfl(t)) dt >

wA

λ

(

1− e−λ(T−t∗)
)

, ∀T > t∗. (8.1)

Â ÷àñòíîñòè, ýòî íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ â ñèëå, êîãäà âðåìÿ T ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè:

lim inf
T→+∞

λ

∫ T

t∗

e−λ(t−t∗)gA(x
fl(t), yfl(t)) dt > wA. (8.2)

Íåðàâåíñòâà (8.1), (8.2) îçíà÷àþò, ÷òî çíà÷åíèå äèñêîíòèðîâàííîãî �óíêöèîíàëà íå õó-

æå, ÷åì öåíà wA (6.3) ñòàòè÷åñêîé ìàòðè÷íîé èãðû.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ òðàåêòîðèé, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ îïòèìàëü-

íûì óïðàâëåíèåì vflB (7.6), ñîîòâåòñòâóþùèì êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ MB(λ) (7.4), (7.5).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �åçóëüòàò òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî çíà÷åíèå �óíê-

öèîíàëà âûèãðûøåé (6.2) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íà ïîñòðîåííîé ëîìàííîé. Â ÷àñòíîñòè, îí

áîëüøå èëè ðàâåí, ÷åì çíà÷åíèå ýòîãî �óíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ íà îòðåç-

êå x = xA (ñì. ðèñ. 1) ïðè óïðàâëåíèè u(t) = xA. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà âûèãðûøåé íà òàêîé

òðàåêòîðèè ðàâíî

∫ T

t∗

e−λ(t−t∗)wA dt =
wA

λ

(

1− e−λ(T−t∗)
)

.

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (8.1), êîòîðîå â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå

âëå÷åò ñîîòíîøåíèå (8.2). �
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Çàìå÷àíèå 3. �àññìîòðèì ïðèåìëåìóþ òðàåêòîðèþ (xflAB(·), y
fl
AB(·)), êîòîðàÿ ãåíåðèðóåòñÿ

¾ïîçèòèâíûìè¿ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè uflA (7.3), vflB (7.6). Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1,

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

lim inf
T→+∞

λ

∫ T

t∗

e−λ(t−t∗)gA(x
fl
AB(t), y

fl
AB(t)) dt > wA,

lim inf
T→+∞

λ

∫ T

t∗

e−λ(t−t∗)gB(x
fl
AB(t), y

fl
AB(t)) dt > wB,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèåìëåìàÿ òðàåêòîðèÿ (xflAB(·), y
fl
AB(·)) îáåñïå÷èâàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ

îáåèõ èãðîêîâ, ÷åì òðàåêòîðèè, ñõîäÿùèåñÿ ê òî÷êàì ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, â êî-

òîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå âûèãðûøè ðàâíû âåëè÷èíàì wA è wB .

� 9. �àâíîâåñíûå òðàåêòîðèè â èãðå ñ äèñêîíòèðîâàííûìè âûèãðûøàìè

�àññìîòðèì ìàòðèöû âûèãðûøåé èãðîêîâ íà �èíàíñîâîì ðûíêå, êîòîðûå îòðàæàþò äàí-

íûå ïî èññëåäîâàííûì ðûíêàì àêöèé [19℄ è îáëèãàöèé [14℄ â ÑØÀ. Ìàòðèöà A ñîîòâåòñòâóåò

ïîâåäåíèþ òîðãîâöåâ, êîòîðûå èãðàþò íà ïîâûøåíèå êóðñà è íàçûâàþòñÿ ¾áûêàìè¿. Ìàòðè-

öà B ñîîòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ òîðãîâöåâ, êîòîðûå èãðàþò íà ïîíèæåíèå êóðñà è íàçûâàþòñÿ

¾ìåäâåäÿìè¿. Ïàðàìåòðû ìàòðèö îçíà÷àþò äîõîäíîñòü àêöèé è îáëèãàöèé, âûðàæåííóþ â âèäå

ïðîöåíòíûõ ñòàâîê:

A =

(

10 0
1.75 3

)

, B =

(

−5 3
10 0.5

)

. (9.1)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñòàòè÷åñêèõ èãð çàäàþòñÿ íà ñëåäóþùèõ óðîâíÿõ:

CA = 11.25, α1 = 3, α2 = 1.25, xA = 0.11, yA = 0.27;

CB = −17.5, β1 = −2.5, β2 = −9.5, xB = 0.54, yB = 0.14.

Îòìåòèì, ÷òî èãðîêè êîàëèöèè ¾áûêîâ¿ çàðàáàòûâàþò â ñëó÷àå ðîñòà äîõîäíîñòè ðûíêîâ,

êîãäà èãðîêè îáåèõ êîàëèöèé âêëàäûâàþòñÿ â îäèí è òîò æå ðûíîê. À èãðîêè êîàëèöèè ¾ìåäâå-

äåé¿ ïîëó÷àþò äîõîä îò èíâåñòèöèé â ñëó÷àå ïàäåíèÿ ðûíêîâ, êîãäà èãðîêè êîàëèöèè ¾áûêîâ¿

ïåðåõîäÿò ñ îäíîãî ðûíêà íà äðóãîé.

Äëÿ èãðû êîàëèöèé ¾áûêîâ¿ è ¾ìåäâåäåé¿ ïîñòðîåíû êðèâûå ïåðåêëþ÷åíèÿ MA(λ), MB(λ)
è ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé äèíàìèêè ðûíêà ïðè çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà

äèñêîíòèðîâàíèÿ λ = 0.1.

Ýòè ðàñ÷åòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Çäåñü ïîêàçàíû ñåäëîâûå òî÷êè NA, NB â ñòàòè÷å-

ñêèõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãðàõ, òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ïî ÍýøóNE â ñòàòè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðå,

ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèé èãðîêîâ MA(λ) = M1
A(λ)

⋃

M2
A(λ) è MB(λ) = M1

B(λ)
⋃

M2
B(λ)

â äèíàìè÷åñêîé áèìàòðè÷íîé èãðå ñ äèñêîíòèðîâàíûìè �óíêöèîíàëàìè âûèãðûøåé äëÿ ìàò-

ðèö A, B (9.1)). Ñòðåëêàìè óêàçàíî ïîëå ñêîðîñòåé èãðîêîâ êîàëèöèé.

Ïîëå íàïðàâëåíèé ïîðîæäàåò ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè, îäíà èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 3. Ýòà òðàåêòîðèÿ TR(λ) = (xflAB(·), y
fl
AB(·)) ñòàðòóåò èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

IP = (0.1, 0.9) è äâèãàåòñÿ ïî õàðàêòåðèñòèêå â íàïðàâëåíèè óãëà (1, 1) åäèíè÷íîãî êâàäðà-

òà [0, 1] × [0, 1] ñ óïðàâëÿþùèìè ñèãíàëàìè u = 1, v = 1. Çàòåì îíà ïåðåñåêàåò ëèíèþ ïåðå-

êëþ÷åíèÿ MB(λ), è âòîðàÿ êîàëèöèÿ ïåðåêëþ÷àåò óïðàâëåíèå v ñ 1 íà 0. Äàëåå, òðàåêòîðèÿ
TR(λ) äâèãàåòñÿ â íàïðàâëåíèè óãëà (1, 0) äî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðå÷àåòñÿ ñ ëèíèåé ïåðå-

êëþ÷åíèÿ MA(λ). Çäåñü èãðîêè ïåðâîé êîàëèöèè ìåíÿþò óïðàâëÿþùèé ñèãíàë u ñ 1 íà 0.
Ïîñëå ýòîãî äâèæåíèå òðàåêòîðèè íàïðàâëåíî ïî õàðàêòåðèñòèêå â óãîë (0, 0). Çàòåì òðàåêòî-

ðèÿ ïåðåñåêàåò ëèíèþ MB(λ), íà êîòîðîé âîçíèêàåò ñêîëüçÿùèé ðåæèì, â ïðîöåññå êîòîðîãî
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PSfrag repla
ements

M1

A
(λ)

M2

A
(λ) M1

B
(λ)

M2

B
(λ)

NA NE

NB

xA

yA

xB

yB

0

1

1

IM(λ)

TR(λ)
IP

�èñ. 3. �àâíîâåñíàÿ òðàåêòîðèÿ â èãðå ñ äèñêîíòèðîâàííûìè âûèãðûøàìè

ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèé âòîðîé êîàëèöèè, è òðàåêòîðèÿ TR(λ) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
IM(λ) = MA(λ)

⋂

MB(λ) ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé ïåðåêëþ÷åíèÿ MA(λ), MB(λ).
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The paper is devoted to the analysis of dynami
al bimatrix games with integral indi
es dis
ounted on an

in�nite time interval. The system dynami
s is des
ribed by di�erential equations in whi
h players' behavior


hanges a

ording to in
oming 
ontrol signals. For this game, a problem of 
onstru
tion of equilibrium traje
-

tories is 
onsidered in the framework of minimax approa
h proposed by N.N. Krasovskii and A. I. Subbotin

in the di�erential games theory. The game solution is based on the stru
ture of dynami
al Nash equilibrium

developed in papers by A. F. Kleimenov. The maximum prin
iple of L. S. Pontryagin in 
ombination with

the method of 
hara
teristi
s for Hamilton�Ja
obi equations are applied for the synthesis of optimal 
ontrol

strategies. These methods provide analyti
al formulas for swit
hing 
urves of optimal 
ontrol strategies.

The sensitivity analysis for equilibrium solutions is implemented with respe
t to the dis
ount parameter in

the integral payo� fun
tional. It is shown that equilibrium traje
tories in the problem with the dis
ounted
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payo� fun
tional asymptoti
ally 
onverge to the solution of a dynami
al bimatrix game with average integral

payo� fun
tionals examined in papers by V. I. Arnold. Obtained results are applied to a dynami
al model of

investments on �nan
ial markets.
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