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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

1

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èíòå-

ãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè

ẋ = A(t)x +B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t > 0. (1)

Óïðàâëåíèå â ñèñòåìå (1) ñòðîèòñÿ ïî ïðèíöèïó ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u = U(t)x ñ èçìåðèìîé è

îãðàíè÷åííîé ìàòðè÷íîé �óíêöèåé U(t), t > 0. Äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ R
n, t > 0, (2)

èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá óñëîâèÿõ åå ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè. Íàëè÷èå ïîñëåäíåãî ñâîé-

ñòâà ó ñèñòåìû (2) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðè÷íîé �óíêöèè U(t), t > 0, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò
äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t, s) ýòîé ñèñòåìû âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ XU ((k + 1)T, kT ) = Hk ïðè �èêñèðî-

âàííîì T > 0 è ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N, detHk > 0. Ïðåäñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè

ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1), ñîîòâåòñòâóþùåé çàìêíóòîé ñèñòåìå (2), ò. å. ïðè óñëî-

âèè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ σ > 0 è γ > 0, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíîì ìîìåíòå âðåìåíè t0 > 0 è íà÷àëüíîì
ñîñòîÿíèè x(t0) = x0 ∈ R

n
ñèñòåìû (1) íà îòðåçêå [t0, t0+σ] íàéäåòñÿ èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå âåêòîð-

íîå óïðàâëåíèå u = u(t), ‖u(t)‖ 6 γ‖x0‖, t ∈ [t0, t0 + σ], ïåðåâîäÿùåå âåêòîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîé
ñèñòåìû â íîëü íà äàííîì îòðåçêå. Äîêàçàíî, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè n = 2, ñâîéñòâî ðàâíî-
ìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé

äîñòèæèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (2).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü, ðàâíîìåðíàÿ

ãëîáàëüíàÿ äîñòèæèìîñòü.

DOI: 10.20537/vm170203

Ïóñòü R
n
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ =

√
xTx (çäåñü

ñèìâîë T îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû); e1, e2, . . . , en � âåê-

òîðû (ñòîëáöû) êàíîíè÷åñêîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R
n; Mmn � ïðî-

ñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè m × n ñî ñïåêòðàëüíîé (îïåðàòîðíîé) íîðìîé

‖A‖ = max‖x‖=1 ‖Ax‖, ò. å. íîðìîé, èíäóöèðóåìîé íà Mmn åâêëèäîâîé íîðìîé â ïðîñòðàíñòâàõ

R
n
è R

m; Mn := Mnn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ∈ Mn åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ íåñòàöèîíàðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t > 0, (1)

ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëåáåãó è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè [1, ñ. 252℄ ìàòðèöàìè

êîý��èöèåíòîâ A è B. Âûáðàâ â êà÷åñòâå u óïðàâëåíèå, çàäàííîå â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé

ñâÿçè

u = U(t)x, (2)

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �îñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé �åñïóáëèêè Áåëàðóñü

¾Êîíâåðãåíöèÿ�2020¿ (ïîäïðîãðàììà 1, çàäàíèå 1.2.01).

http://dx.doi.org/10.20537/vm170203
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ãäå U � íåêîòîðàÿ èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ (m× n)-ìàòðèöà, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ R
n, t > 0, (3)

ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Äàäèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ïðè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îïðåäåëåíèÿ è èõ ïîÿñíåíèÿ.

Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r > 1 è 0 < ρ 6 1 ïîä Mn(r, ρ) âñþäó äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî

ìàòðèö èç Mn, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì ‖H − E‖ 6 r è detH > ρ.

Îïðåäåëåíèå 1 (ñì. [2℄, [3, ñ. 253℄). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

1) T -ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè îòíîñèòåëüíî íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U ⊂
⊂ Mmn, åñëè äëÿ ëþáûõ r > 1 è 0 < ρ 6 1 íàéäåòñÿ òàêàÿ âåëè÷èíà θ = θ(r, ρ) > 0, ïðè
êîòîðîé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû H ∈ Mn(r, ρ) è âñÿêîãî t0 > 0 ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå

è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå U : [t0, t0 + T ] → U, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ]
îöåíêå ‖U(t)‖ 6 θ(r, ρ) è ãàðàíòèðóþùåå äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t, s) ñèñòåìû (3) âûïîëíåíèå

ðàâåíñòâà XU (t0 + T, t0) = H;

2) T -ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè, åñëè îíà T -ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî äîñòèæèìà

îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà U = Mmn;

3) ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè, åñëè îíà T -ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî äîñòèæèìà ïðè
íåêîòîðîì T > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Ñàì òåðìèí ¾ðàâíîìåðíàÿ ãëîáàëüíàÿ äîñòèæèìîñòü¿ áûë ââåäåí â ñòà-

òüå [2℄ äëÿ ñèñòåì (3) ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè è óïðàâ-

ëåíèåì. Ïðåäñòàâëåííîå îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ââåäåííîãî â ðàáîòå [2℄ ðàñøèðåíèåì êàê

�óíêöèîíàëüíîãî êëàññà êîý��èöèåíòîâ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (3), òàê è ìíîæåñòâà óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Çàìå÷àíèå 2. Íàëè÷èå ó ñèñòåìû (3) ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè

îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ âñåì êîíå÷íîìåðíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

ýòîé ñèñòåìû íà ïðîèçâîëüíîì âðåìåíí�îì îòðåçêå �èêñèðîâàííîé äëèíû T, ò. å. óêàçûâàåò íà
âîçìîæíîñòü âûáîðà òàêîãî ìàòðè÷íîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ U, ïðè êîòîðîì ñîâîêóï-

íîñòü {xUi
(t)}ni=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì è íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè � ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè ei êàíîíè÷åñêîãî îðòîíîìèðîâàííîãî áàçèñà ïðî-

ñòðàíñòâà R
n
� ÷åðåç âðåìÿ T áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðîèçâîëüíûì íàïåðåä çàäàííûì ïðàâûì

áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [1, ñ. 247℄, [4, ñ. 153 � 154℄). Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíîå ïðåáðàçîâàíèå z = L(t)y ñ îáðàòèìîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìàòðè÷íîé �óíêöèåé

L = L(t), çàäàííîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå (n × n)-ìàòðèö
è óäîâëåòâîðÿþùåé äëÿ âñåõ t > 0 íåðàâåíñòâó ‖L(t)‖ + ‖L−1(t)‖ +

∫ t+1
t

‖L̇(τ)‖ dτ < ∞.

Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. [5℄). Îäíîðîäíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èí-

òåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè ẏ = D(t)y, t > 0, è ż = C(t)z, t > 0, ñâÿçàííûå
ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà, íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè (ïî Áîãäàíîâó).

Îïðåäåëåíèå 4 (ñì. [2℄, [3, ñ. 253℄). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè, åñëè äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åí-

íîé (n×n)-ìàòðèöû C(t), t > 0, íàéäåòñÿ èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå Û : [0,+∞) →
→ Mmn, îáåñïå÷èâàþùåå àñèìïòîòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü (ïî Áîãäàíîâó) ñèñòåìû

ż = C(t)z, z ∈ R
n, t > 0,

è ñèñòåìû (3) ñ óïðàâëåíèåì U = Û(t), t ∈ [0,+∞).
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Çàìå÷àíèå 3. �àâíîìåðíàÿ ãëîáàëüíàÿ äîñòèæèìîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ

ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè (
ì., íàïðèìåð, [3, 
. 258 � 259℄, [6℄) ëèíåéíûõ ñèñòåì (3).

Çàìå÷àíèå 4. Ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè, à òàêæå åãî ëîêàëüíûé

àíàëîã �àêòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòàõ [2, 3, 6�16℄ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëîêàëüíîé è ãëî-

áàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èþ [3℄).

Îïðåäåëåíèå 5 (ñì. [3, ñ. 60℄). Àñèìïòîòè÷åñêèìè (ëÿïóíîâñêèìè) èíâàðèàíòàìè ëèíåé-

íûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû (ñâîéñòâà), îòíîñÿùèåñÿ ê ýòèì

ñèñòåìàì, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà. Àñèìïòîòè÷åñêèìè

èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ [3, ñ. 29�80℄, [17℄, íàïðèìåð, ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè, ïðàâèëüíîñòè, ïðèâîäèìîñòè è ò. ï.; ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, öåí-

òðàëüíûå, îñîáûå è ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîêàçàòåëè, êîý��èöèåíòû íåïðàâèëüíîñòè è ò. ï.

Îïðåäåëåíèå 6 (ñì. [3, ñ. 182℄). Çà�èêñèðóåì êàêîé-ëèáî àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ι.
Çàäà÷à ãëîáàëüíîãî óïðàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ι çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè

òàêîãî èçìåðèìîãî è îãðàíè÷åííîãî óïðàâëåíèÿ (2), ÷òî ñèñòåìà (3) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì áóäåò

èìåòü ëþáîå âîçìîæíîå íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå ýòîãî èíâàðèàíòà. Òàê, íàïðèìåð, ðàññìàò-

ðèâàÿ â äàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ι ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé

Ëÿïóíîâà, ïîëó÷èì [3, ñ. 183�185℄ çàäà÷ó ãëîáàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà, ò. å.

çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè äëÿ ñèñòåìû (1) îáðàòíîé ñâÿçè (2), îáåñïå÷èâàþùåé âûïîëíåíèå ðà-

âåíñòâ λi(A + BU) = µi, i = 1, n, ïðè ïðîèçâîëüíûõ çàðàíåå çàäàííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ

µ1 6 . . . 6 µn; çäåñü λ1(A +BU) 6 . . . 6 λn(A + BU) � ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà

çàìêíóòîé ñèñòåìû (3).

Çàìå÷àíèå 5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè

ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè (��Ä), ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè (�ËÏ),

à òàêæå ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (�ÓÏ) ñèñòå-

ìû (3):

��Ä ⇒ �ËÏ ⇒ �ÓÏ.

Âîïðîñ î íàëè÷èè ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè ó ñèñòåìû (3) ðåøàåòñÿ, êàê ïðà-

âèëî, â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé åé ñèñòåìû (1).

Îïðåäåëåíèå 7 (ñì. [18℄, [3, ñ. 93℄). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà B ñèñòåìû (1) ïðèíàä-

ëåæèò òàêæå ïðîñòðàíñòâó ëîêàëüíî-èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ìàòðè÷íûõ �óíêöèé. Òîãäà

ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (ïî Êàëìàíó), åñëè íàéäóòñÿ òàêèå

÷èñëà σ > 0 è α > 0, ÷òî ïðè âñÿêèõ t0 > 0 è ξ ∈ R
n
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ξT
∫ t0+σ

t0

X(t0, τ)B(τ)BT (τ)XT (t0, τ)dτ ξ > α‖ξ‖2.

Äëÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìûõ äâóõ- è òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ñè-

ñòåì (1) Â.À. Çàéöåâûì [2℄, à äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (1) Â.À. Çàéöåâûì

è À.Ô. �àáäðàõèìîâûì [19℄ äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ãëîáàëüíàÿ äîñòèæèìîñòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ñèñòåì (3) â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé. Â ñëó÷àå æå íåñòàöèîíàðíûõ ëè-

íåéíûõ ñèñòåì (3) ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè Ñ.Í. Ïîïîâîé

è Å.Ê. Ìàêàðîâûì óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 1 (ñì. [6℄, [3, ñ. 310 �325℄). Äëÿ ëþáîé äâóìåðíîé íåñòàöèîíàðíîé ðàâíîìåðíî âïîë-

íå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû âèäà (1) ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè

ïðè óñëîâèè êóñî÷íîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû B ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìêíóòàÿ

ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè.
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Çàìå÷àíèå 6. Ñâîéñòâî êóñî÷íîé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè�óíêöèèB : [0,+∞) →Mnm

îçíà÷àåò [3, ñ. 264 �265℄ âûïîëíåíèå äëÿ íåå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ B êóñî÷íî íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå ∆0 > 0, ÷òî äëèíà êàæäîãî èíòåðâàëà íåïðåðûâíîñòè Ij (j ∈ J ⊂ N)
�óíêöèè B óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |Ij| > ∆0;

3) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ J è äëÿ âñåõ t, s ∈ Ij ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t− s| 6 δ, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ‖B(t)−B(s)‖ 6 ε.

Åñëè æå ìàòðèöà B íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ëèáî ðàçìåðíîñòü �àçî-

âîãî ïðîñòðàíñòâà n > 2, âîïðîñ î ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (3)

ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Èññëåäîâà-

íèå æå çàäà÷è î ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåì (3) ñ ëîêàëüíî èíòåãðè-

ðóåìûìè è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè ðàíåå âîîáùå íå ïðîâîäèëîñü. Ýòî

ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãî ñ òåì, ÷òî ìåòîä ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé Ñ.Í. Ïîïîâîé

è Å.Ê. Ìàêàðîâûì [6℄, ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìî-

ñòè (ïî Êàëìàíó), êîòîðîå èìååò ñìûñë ëèøü â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè ñ êâàäðàòîì ìàòðèöû

B.Îòêàç îò íàëè÷èÿ óêàçàííîé èíòåãðèðóåìîñòè äåëàåò �àêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì (ñì., íàïðè-

ìåð, [20℄) ïðèìåíåíèå îïðåäåëåíèÿ 7 (à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà) äëÿ ðåøåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Å.Ë. Òîíêîâûì áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî èíîå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìî-

ñòè, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ 7 äëÿ ñèñòåì 
 ëîêàëüíî ñóììèðóåìûìè ñ êâàäðàòîì êîý��è-

öèåíòàìè, ïðåèìóùåñòâîì êîòîðîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ îïðåäåëåíèåì Êàëìàíà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìàì ñ êîý��èöèåíòàìè áîëåå øèðîêèõ �óíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå 8 (ñì. [21℄). Cèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé (ïî

Òîíêîâó), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà σ > 0 è γ > 0, ÷òî ïðè ëþáûõ t0 > 0 è x0 ∈ R
n
íàéäåòñÿ

èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå u : [t0, t0 + σ] → R
m, ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + σ] óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íåðàâåíñòâó ‖u(t)‖ 6 γ‖x0‖ è ïåðåâîäÿùåå âåêòîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(t0) = x0
ñèñòåìû (1) â íîëü íà ýòîì îòðåçêå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå

óïðàâëÿåìàÿ (â ñìûñëå Òîíêîâà) ñèñòåìà (1) ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èíòåãðàëüíî îãðà-

íè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè è äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ëèíåéíàÿ äè��åðåíöèàëü-

íàÿ ñèñòåìà (3), çàìêíóòàÿ èçìåðèìûì è îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì, ëèíåéíûì ïî �àçîâûì

ïåðåìåííûì, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðàáîòû, âíà÷àëå óñòàíîâèì ðÿä âñïîìîãà-

òåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1. Äëÿ (2× 2)-ìàòðèö

E1 := E + e1e
T
2 , E2 := ET

1 = E + e2e
T
1 , E3 := E2

1 = E + 2e1e
T
2 (4)

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

E−1
1 = E − e1e

T
2 , E−1

2 = E − e2e
T
1 ,

E−1
1 · E2 · E−1

1 = e2e
T
1 − e1e

T
2 , E1 ·E−1

2 · E1 = e1e
T
2 − e2e

T
1 , (5)

E1 · E−1
2 ·E3 ·E−1

2 · E1 = −E. (6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåììû 1 ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö

èç �îðìóë (4) è îáðàòíûõ ê ìàòðèöàì E1 è E2, êîòîðûå ñóùåñòâóþò ââèäó î÷åâèäíîé íåâû-

ðîæäåííîñòè E1 è E2. �
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Çàìå÷àíèå 7. Ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèö

E±1
1 , E±1

2 , E3 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖E±1
1 ‖ = ‖E±1

2 ‖ = (1 +
√
5)/2 < 2, ‖E±

3 ‖ = 1 +
√
2 < 3 (7)

è ðàâåíñòâà

detE±1
1 = detE±1

2 = detE3 = 1. (8)

Ïóñòü LU2 ⊂ M2 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ íèæíå- è âåðõíåòðåóãîëüíûõ (2 × 2)-ìàòðèö ñ ïîëî-

æèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ r > 1 è 0 < ρ 6 1 ÷åðåç

LU2(r, ρ) ⊂ M2 áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ìàòðèö

LU2(r, ρ) := LU2 ∩M2(r, ρ) = {H ∈ LU2 : ‖H − E‖ 6 r, detH > ρ}.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r > 1 è 0 < ρ 6 1 è âñÿêîé ìàòðèöû H ∈ M2(r, ρ) íàé-
äóòñÿ òàêèå ìàòðèöû Hi ∈ LU2(r1, ρ), i = 1, 7, ãäå r1 := 3(r + 1), ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà H
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå H = H7 · . . . ·H1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà 0 6 ρ 6 1 è r > 1. Âîçüìåì
ëþáóþ ìàòðèöó H = {hij}2i,j=1 ∈ M2(r, ρ). Òîãäà èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ: 0 6 |h12/h11| 6 1
ëèáî 0 6 |h11/h12| < 1 (ñëó÷àé h11 = h12 = 0 íåâîçìîæåí ââèäó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû H).

�àññìîòðèì â îòäåëüíîñòè îáà ýòèõ ñëó÷àÿ.

Ïóñòü 0 6 |h12/h11| 6 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî h11 6= 0, à ïîñêîëüêó detH > 0, òî
âåäóùèå ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû [22, ñ. 30℄ ìàòðèöû H íåíóëåâûå, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîé

ìàòðèöû ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó î LU -ðàçëîæåíèè [22, ñ. 194℄. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

H = L · U, (9)

â êîòîðîì ìàòðèöû L = {lij}2i,j=1 è U = {uij}2i,j=1 èìåþò âèä

L =

(
h11 0
h21 h22 − h21h12/h11

)
, U =

(
1 h12/h11
0 1

)
. (10)

Îöåíèì ñâåðõó íîðìó è ñíèçó îïðåäåëèòåëè ìàòðèö L è U. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ H ∈ M2(r, ρ)
èìååì íåðàâåíñòâà ‖H‖ 6 ‖H − E‖+ ‖E‖ 6 r + 1. Îòñþäà è èç î÷åâèäíîé îöåíêè |hij | 6 ‖H‖,
âåðíîé äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ 0 6 |h12/h11| 6 1 è ñîîòíîøåíèé ìåæäó

ñòðî÷íîé è ñïåêòðàëüíîé íîðìàìè ìàòðèöû [22, ñ. 378℄ äëÿ íîðì ìàòðèö L è U ïîëó÷èì îöåíêè

‖L‖ 6
√
2max{|h11|, |h22|+ |h21| · |h12/h11|} 6

6
√
2max{‖H‖, ‖H‖ + ‖H‖} = 2

√
2‖H‖ 6 2

√
2(r + 1) 6 3(r + 1) = r1, (11)

‖U‖ 6
√
2max{1 + |h12/h11|, 1} 6 2

√
2 6 2

√
2(r + 1) 6 r1. (12)

Äëÿ îïðåäåëèòåëåé æå ýòèõ ìàòðèö âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ

detU = 1 > ρ è detL = l11 · l22 = detL · detU = detH > ρ. (13)

Îòñþäà, èç íåðàâåíñòâ (12) è îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû U ñëåäóåò âêëþ÷åíèå U ∈ LU2(r1, ρ).
Òàê êàê l11 · l22 > ρ > 0, òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû L îäíîãî çíàêà. Ïóñòü lii > 0,

i = 1, 2, òîãäà L � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè,

è â ñèëó îöåíîê (11) è (13) äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå L ∈ LU2(r1, ρ). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà
E ∈ M2 äèàãîíàëüíàÿ (à çíà÷èò, è òðåóãîëüíàÿ) ñ ïîëîæèòåëüíîé äèàãîíàëüþ è äëÿ íåå ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ detE = 1 > ρ è ‖E‖ = 1 6 r1, òî äëÿ íåå òàêæå èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
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E ∈ LU2(r1, ρ). Òîãäà íà îñíîâàíèè �îðìóëû (9), ñ ó÷åòîì âêëþ÷åíèé U,L,E ∈ LU2(r1, ρ) äëÿ
ñëó÷àÿ 0 6 |h12/h11| 6 1 è lii > 0, i = 1, 2, èìååì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû H:

H = L · U · E · . . . ·E︸ ︷︷ ︸
5 ñîìíîæèòåëåé

. (14)

Åñëè æå lii < 0, i = 1, 2, ò. å. íà äèàãîíàëè ìàòðèöû L ñòîÿò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî

äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû (−L) ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà, ââèäó ðàçëîæåíèÿ (9), âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

H = (−L) · U · (−E),

èç êîòîðîãî, â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû (6), ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

H = (−L) · U ·E1 ·E−1
2 · E3 · E−1

2 ·E1. (15)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûì, îñòàëîñü

ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

LU2(r1, ρ). Â ñèëó îöåíîê (11)�(13) äëÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè (−L) è U âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

‖ − L‖ = ‖L‖ 6 r1, det(−L) = (−1)2 · detL > ρ, ‖U‖ 6 r1, detU > ρ, (16)

óñòàíàâëèâàþùèå âêëþ÷åíèÿ (−L), U ∈ LU2(r1, ρ). Ââèäó íåðàâåíñòâ (7), îöåíîê 0 < ρ 6 1 è

r > 1, à òàêæå ðàâåíñòâ (8), äëÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö E±1
1 , E±1

2 , E3, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû è, î÷åâèäíî, ðàâíû åäèíèöå, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

‖E±1
1 ‖ 6 3(r + 1), ‖E±1

2 ‖ 6 3(r + 1), ‖E3‖ 6 3(r + 1),

detE±1
1 = detE±1

2 = detE3 = 1 > ρ, (17)

èç êîòîðûõ, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà r1 = 3(r + 1), ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ E±1
1 , E±1

2 , E3 ∈ LU2(r1, ρ).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ 0 6 |h12/h11| 6 1 è lii < 0, i = 1, 2, ðàçëîæåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó J := [e2,−e1] ∈ M2, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé è óäî-

âëåòâîðÿåò ëåãêî ïðîâåðÿåìîìó ñîîòíîøåíèþ J−1 = −J = [−e2, e1], è ðàññìîòðèì ñëó÷àé

0 6 |h11/h12| < 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèö J è H, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(
h12 −h11
h22 −h21

)
= HJ =: G = {gij}i,j=1,2 ∈ M2, (18)

ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòîâ g1i, i = 1, 2, ìàòðèöû G èìååò ìåñòî îöåíêà 0 6 |g12/g11| = |h11/h12| <
< 1. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèöû G âûïîëíÿåòñÿ LU -ðàçëîæåíèå G = L1 · U1 
 ìàòðèöàìè

L1 = {l(1)ij }ni,j=1 è U1 = {u(1)ij }ni,j=1, èìåþùèìè âèä, àíàëîãè÷íûé (10) è ïîëó÷åííûé çàìåíîé

ýëåìåíòîâ hij , i, j = 1, 2, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè gij . Ïîëüçóÿñü ðàññóæäåíèÿìè òàêèìè
æå, êàê è ïðè âûâîäå îöåíîê (11)�(13), à òàêæå ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâ â �îðìóëå (16), ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìàòðèö ±L1 è U1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖ ± L1‖ 6 r1, ‖U1‖ 6 r1, det(±L1) > ρ, detU1 > ρ. (19)

Íà îñíîâàíèè �îðìóëû (18) â ñèëó îáðàòèìîñòè ìàòðèöû J èìååì ðàâåíñòâî H = GJ−1,
èç êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå ìàòðèöû G è î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå J−1 = e1e

T
2 − e2e

T
1 ,

ïðèìåíÿÿ âòîðóþ èç �îðìóë â (5), ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

H = GJ−1 = L1 · U1 · J−1 = L1 · U1 · E1 · E−1
2 ·E1. (20)
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Îòñþäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö L1, U1, H è �îðìóëû (17), äëÿ ýëåìåíòîâ l
(1)
ii , i = 1, 2,

ìàòðèöû L1 âûòåêàþò ðàâåíñòâà l
(1)
11 l

(1)
22 = detL1 = detL1 · detU1 · detE1 · detE−1

2 · detE1 =

= det(L1 · U1 · E1 · E−1
2 · E1) = detH > ρ > 0. Ïîýòîìó âîçìîæåí îäèí èç ñëó÷àåâ l

(1)
ii > 0 èëè

l
(1)
ii < 0, i = 1, 2. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (20), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

H = L1 · U1 ·E1 ·E−1
2 · E1 · E · E. (21)

Ïîñêîëüêó U1 � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, à L1 � íèæíÿÿ

òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ (19), òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ L1, U1 ∈ LU2(r1, ρ), êîòîðûå âìåñòå ñ ðàíåå

óñòàíîâëåííûìè ñîòíîøåíèÿìè E1, E−1
2 , E ∈ LU2(r1, ρ) îçíà÷àþò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (21)

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Åñëè æå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà l
(1)
ii < 0, i = 1, 2, òî íà äèàãîíà-

ëè íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû L1 ñòîÿò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à äèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû (−L1) ïîëîæèòåëüíû, è ïîòîìó, ââèäó �îðìóë (19), èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

(−L1) ∈ LU2(r1, ρ). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (20) è ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ â �îðìóëå (5) ñ ó÷åòîì ñîîò-

íîøåíèé J−1 = −EJ = −E · (e2eT1 − e1e
T
2 ) ñëåäóåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

H = L1 · U1 · J−1 = (−E) · (−L1) · U1 · (−E) · (e2eT1 − e1e
T
2 ) =

= (−L1) · U1 · E−1
1 ·E2 ·E−1

1 · E · E, (22)

êîòîðàÿ, ââèäó âûøåóñòàíîâëåííûõ âêëþ÷åíèé (−L1), U1, E−1
1 , E2, E ∈ LU2(r1, ρ), äàåò èñ-

êîìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ l
(1)
ii < 0, i = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç âñåâîçìîæíûõ ñëó÷àåâ �îðìóëàìè (14), (15), (21), (22) äëÿ

ìàòðèöû H îïðåäåëåíî òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [20℄ äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå è òåîðåìó, ñ íèì ñâÿçàííóþ.

Îïðåäåëåíèå 9 (ñì. [20℄). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1):

îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ) (ãäå σ > 0), åñëè ñóùåñòâóþò βi = βi(σ) > 0, i = 1, 4, òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî τ > 0 è ëþáîãî âåêòîðà h ∈ R

n
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

β1‖h‖ 6

∫ τ+σ

τ

‖hTX(τ, s)B(s)‖ ds 6 β2‖h‖,

β3‖h‖ 6

∫ τ+σ

τ

‖hTX(τ + σ, s)B(s)‖ ds 6 β4‖h‖;

îáëàäàåò ñâîéñòâîì H, åñëè ñóùåñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ).

Òåîðåìà 3 (ñì. [20℄). Ñèñòåìà (1) ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åí-

íûìè êîý��èöèåíòàìè σ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà (ïî Òîíêîâó) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ).

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè (ïî Òîí-

êîâó) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà. Ïðèìåíèâ ê ñèñòåìå (1) ïðåîáðà-

çîâàíèå y = L(t)x ñ îáðàòèìîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìàòðèöåé L(·), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

ẏ = (L(t)x)· = L̇(t)x+ L(t)ẋ = L̇(t)L−1(t)y + L(t)
(
A(t)x+B(t)u

)
=

=
(
L(t)A(t)L−1(t) + L̇(t)L−1(t)

)
y + L(t)B(t)u.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) â ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẏ =
(
L(t)A(t)L−1(t) + L̇(t)L−1(t)

)
y + L(t)B(t)u. (23)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ



Î ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì 185

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 2

Òåîðåìà 4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî H(σ) ñèñòåìû, ò. å. åñëè ñè-

ñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ) è y = L(t)x � ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà, òî ïðåîáðàçî-

âàííàÿ ñèñòåìà (23) òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ). Çà�èêñèðóåì ÷èñ-

ëî σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (t, s), t, s > 0, ìàòðèöó Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ẏ =
(
L(t)A(t)L−1(t) + L̇(t)L−1(t)

)
y.

Òîãäà èç ðàâåíñòâà y = L(t)x ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ t, s > 0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Y (t, s) = L(t)X(t, s)L−1(s). (24)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîð h ∈ R
n
è ÷èñëî τ > 0. Îáîçíà÷èì ξ := LT (τ)h ∈ R

n. Ïî-
ñêîëüêó ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ), òî íàéäóòñÿ òàêèå âåëè÷èíû β1 = β1(σ) > 0
è β2 = β2(σ) > 0, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

β1‖ξ‖ 6

∫ τ+σ

τ

‖ξTX(τ, s)B(s)‖ ds 6 β2‖ξ‖. (25)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 îöåíèì âíà÷àëå ñâåðõó è ñíèçó

∫ τ+σ

τ
‖hTY (τ, s)L(s)B(s)‖ ds.

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ è ñîîòíîøåíèÿ (24) èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

∫ τ+σ

τ

‖hTY (τ, s)L(s)B(s)‖ ds =

∫ τ+σ

τ

‖hTL(τ)X(τ, s)L−1(s)L(s)B(s)‖ ds =

=

∫ τ+σ

τ

‖ξTX(τ, s)B(s)‖ ds.

Îòñþäà è èç îöåíîê (25) äëÿ èíòåãðàëà

∫ τ+σ

τ
‖hTY (τ, s)L(s)B(s)‖ ds óñòàíîâèì íåðàâåíñòâà

β1‖ξ‖ 6

∫ τ+σ

τ

‖hTY (τ, s)L(s)B(s)‖ ds 6 β2‖ξ‖. (26)

Òàê êàê L(t), t > 0, � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà, òî è LT (t), t > 0, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà,
à ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîì l > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ‖LT (τ)‖ 6 l è ‖(LT (τ))−1‖ 6 l,
â êîòîðûõ âåëè÷èíà l íå çàâèñèò îò τ. Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ξ è ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ
äëÿ íîðìû âåêòîðà ξ èìååì îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó:

‖ξ‖ = ‖LT (τ) · h‖ > ‖(LT (τ))−1‖ · ‖LT (τ) · h‖/l > ‖(LT (τ))−1 · LT (τ) · h‖/l = ‖h‖/l,

‖ξ‖ = ‖LT (τ) · h‖ 6 ‖LT (τ)‖ · ‖h‖ 6 l · ‖h‖.
Ââèäó ýòèõ îöåíîê, à òàêæå �îðìóëû (26), ïîëàãàÿ δ1 = δ1(σ) := β1/l > 0 è δ2 = δ2(σ) :=
:= β2 · l > 0, óñòàíîâèì íåðàâåíñòâà

δ1‖h‖ 6

∫ τ+σ

τ

‖hTY (τ, s)L(s)B(s)‖ ds 6 δ2‖h‖. (27)

Ïîëüçóÿñü ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè âûâîäó �îðìóëû (27), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ

òàêèå âåëè÷èíû δ3 = δ3(σ) > 0 è δ4 = δ4(σ) > 0, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

δ3‖h‖ 6

∫ τ+σ

τ

‖hTY (τ + σ, s)L(s)B(s)‖ ds 6 δ4‖h‖. (28)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî τ > 0 è âåêòîð h ∈ R
n
âçÿòû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî íà îñíîâàíèè �îð-

ìóë (27) è (28), ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 9, ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà (23) îáëàäàåò ñâîéñòâîì H(σ).
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî σ-ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè (ïî Òîíêîâó) ñèñòåìû, ò. å. åñëè ñèñòåìà (1) ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èíòå-

ãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè σ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà (ïî Òîíêîâó), òî

ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà (23) òàêæå ÿâëÿåòñÿ σ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ σ-ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìîé

(ïî Òîíêîâó). Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò òàêæå è ñâîéñòâîì H(σ). Ïðè-
ìåíèâ ê ýòîé ñèñòåìå ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà y = L(t)x, ïîëó÷èì ñèñòåìó (23), äëÿ êîòîðîé,

ñîãëàñíî òåîðåìå 4, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî H(σ). Òîãäà, ïî òåîðåìå 3, ñèñòåìà (23) σ-ðàâíîìåðíî
âïîëíå óïðàâëÿåìà (ïî Òîíêîâó). Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî. �

Âñþäó äàëåå ïîëàãàåì n = 2 è m ∈ {1, 2}. Èç ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè

[1, ñ. 252℄ ìàòðèö A è B âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë a, b > 1, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

∫ t+σ

t
‖A(τ)‖ dτ 6 a < +∞,

∫ t+σ

t
‖B(τ)‖ dτ 6 b < +∞. Ýòè ÷èñëà a è

b çà�èêñèðóåì. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) ÷èñëà σ è γ èç îïðåäåëåíèÿ 8 ðàâ-

íîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè çà�èêñèðîâàíû è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû íå îãðàíè÷èâàþùèå

îáùíîñòü ðàññóæäåíèé îöåíêè σ > 1 è γ > 1.

Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà (3) ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàéäåòñÿ âåëè÷èíà ∆ > 0, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r > 1 è 0 < ρ 6 1 ñóùåñòâóåò

òàêàÿ âåëè÷èíà θ = θ(r, ρ) > 0, ÷òî ïðè âñÿêîì ÷èñëå t0 > 0 è ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå H ∈
∈ LU2(r, ρ) íàéäåòñÿ èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå íà îòðåçêå [t0, t0 + ∆] óïðàâëåíèå U = U(t),
óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + ∆] îöåíêå ‖U(t)‖ 6 θ è ãàðàíòèðóþùåå äëÿ ìàòðèöû

Êîøè XU (t, s) ñèñòåìû (3) âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà XU (t0 +∆, t0) = H.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìà (3) ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî äî-

ñòèæèìà. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà t0 > 0, r > 1 è 0 < ρ 6 1. Íà îñíîâàíèè îïðåäå-

ëåíèÿ ìíîæåñòâ LU2(r, ρ) è M2(r, ρ) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå LU2(r, ρ) ⊂ M2(r, ρ). Òîãäà, âçÿâ
â êà÷åñòâå H ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó èç ìíîæåñòâà LU2(r, ρ), ââèäó ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ

è ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (3), íàéäåì òàêèå ÷èñëî T > 0 è âåëè÷èíó

d1 = d1(r, ρ) > 0, à òàêæå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå íà îòðåçêå [t0, t0 + T ] óïðàâëåíèå U1, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ‖U1(t)‖ 6 d1 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ], ïðè êîòîðûõ äëÿ ìàòðèöû Êîøè

XU1
(t, s), t, s > 0, ñèñòåìû (3) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâî XU (t0+T, t0) = H.

Ïîëàãàÿ θ = d1, ∆ = T, óñòàíîâèì íåîáõîäèìîñòü.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå

÷èñëà t0 > 0, r > 1 è 0 < ρ 6 1. Âîçüìåì ëþáóþ ìàòðèöó H ∈ M2(r, ρ) è ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîå ÷èñëî T > 0, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò t0 > 0 âåëè÷èíà d = d(r, ρ) > 0, ÷òî
íà îòðåçêå [t0, t0+T ] íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèåU, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ ‖U(t)‖ 6 d äëÿ t ∈ [t0, t0 + T ], ïðè êîòîðîì äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t, s) ñèñòåìû (3)

ñ ýòèì óïðàâëåíèåì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâî XU (t0 + T, t0) = H.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2, ïðåäñòàâèì ìàòðèöó H â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö Hk, k = 1, 7,
ïðè âñåõ k = 1, 7 óäîâëåòâîðÿþùèõ âêëþ÷åíèþ Hk ∈ LU2(r1, ρ), ãäå r1 := 3(r + 1). Òîãäà íà

îñíîâàíèè óñëîâèé òåîðåìû 5 ïðè âñÿêîì k = 1, 7 íà êàæäîì îòðåçêå [t0 + (k − 1)∆, t0 + k∆)
íàéäåì èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå Uk = Uk(t), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ t ∈
∈ [t0+(k−1)∆, t0+k∆) îöåíêå ‖Uk(t)‖ 6 θk(r1, ρ) è îáåñïå÷èâàþùåå äëÿ ìàòðèöû ÊîøèXUk

(t, s)
ñèñòåìû (3) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì ðàâåíñòâî XUk

(t0 + k∆, t0 + (k − 1)∆) = Hk.

Ïîëîæèì T := 7∆. Îïðåäåëèì äëÿ ñèñòåìû (3) óïðàâëåíèå U = U(t) íà îòðåçêå [t0, t0 + T ],
ïîëàãàÿ åãî ðàâíûì U(t) ≡ Uk(t), t ∈ [t0+(k−1)∆, t0+k∆), k = 1, 7. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû Êîøè

XU (t0 + T, t0) ñèñòåìû (3) ñ óïðàâëåíèåì U íà îòðåçêå [t0, t0 + T ] âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

XU (t0 + T, t0) = XU7
(t0 + 7∆, t0 + 6∆) · . . . ·XU1

(t0 +∆, t0) = H7 · . . . ·H1 = H. (29)

Êðîìå òîãî, ââèäó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé Uk(t), t ∈ [t0+(k− 1)∆, t0 + k∆), k = 1, 7, ñëåäóåò,
÷òî �óíêöèÿ U = U(t), t ∈ [t0, t0+T ], èçìåðèìà è îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [t0, t0+T ], ïðè÷åì äëÿ
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íåå âûïîëíÿåòñÿ íå çàâèñÿùàÿ îò t0 > 0 îöåíêà ‖U(t)‖ = ‖Uk(t)‖ 6 Θ(r, ρ), â êîòîðîé Θ(r, ρ) =
= max{θk(3(r + 1), ρ) , k = 1, 7} = max{θk(r1, ρ) , k = 1, 7}. Òîãäà, ïîëàãàÿ d = d(r, ρ) := Θ(r, ρ),
íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (29) óñòàíîâèì ðàâíîìåðíóþ ãëîáàëüíóþ äîñòèæèìîñòü ëèíåéíîé ñè-

ñòåìû (3), à ñ íåé è äîñòàòî÷íîñòü òåîðåìû. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 8. Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè ñè-

ñòåìû (3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îäíîâðåìåííîå ñóùåñòâîâàíèå íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå

âðåìåíè íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé äëèíû òàêèõ èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé, êî-

òîðûå îáåñïå÷èâàëè áû ðàâåíñòâà ìàòðèöû Êîøè ñèñòåìû (3) ñ ýòèìè óïðàâëåíèÿìè íà ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì âðåìåíí�îì îòðåçêå âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì êàê âåðõíå-, òàê è íèæíåòðå-

óãîëüíûì ìàòðèöàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî

ñóùåñòâîâàíèå óïðàâëåíèÿ, ðåàëèçóþùåãî òîëüêî âåðõíèå ëèáî òîëüêî íèæíèå òðåóãîëüíûå

ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

äëÿ ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè [3, ñ. 260�261℄. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò îáåñïå÷è-

âàòü [3, ñ. 261�264℄ ëèøü ãëîáàëüíóþ ëÿïóíîâñêóþ ïðèâîäèìîñòü ñèñòåìû (3).

Â ðàáîòå [23℄ áûëà äàíà òåîðåìà, êîòîðóþ ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n = 2, m ∈ {1, 2} è A(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t > 0. Åñëè ñèñòåìà (1) ðàâíîìåð-

íî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî íàéäåòñÿ âåëè÷èíà ∆ = ∆(σ) > 0, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ ÷èñåë

r > 1 è 0 < ρ 6 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà θ = θ(r, ρ) > 0, ÷òî ïðè âñÿêîì ÷èñëå t0 > 0
è ïðîèçâîëüíîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå H ∈ M2 ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëå-

ìåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêàì ‖H −E‖ 6 r è detH > ρ, íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå è
îãðàíè÷åííîå ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå U, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0+∆] âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ‖U(t)‖ 6 θ è êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t, s), t, s > 0, ñèñòåìû (3)


 ýòèì óïðàâëåíèåì ðàâåíñòâî XU (t0 +∆, t0) = H.

Çàìå÷àíèå 9. Ôîðìóëèðîâêà è ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ

â ðàçäåëå 3.3 äèññåðòàöèè [24℄. Âåëè÷èíà ∆ = ∆(σ), óêàçàííàÿ â òåîðåìå 6, îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì ∆ = ∆(σ) := 2Nσ, ãäå N := [3π/θ], θ := 7 arcsin(4γ1b)
−1/16, γ1 := max{γ,

√
2}.

Çàìå÷àíèå 10. Èñïîëüçóÿ ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ïðåäëîæåííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû 6, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è äëÿ íèæíåòðåóãîëüíûõ (2 × 2)-ìàòðèö H ñ ïîëîæèòåëüíûìè

äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 6.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû 6 è çàìå÷àíèÿ 10 ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ LU2(r, ρ) ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n = 2, m ∈ {1, 2} è A(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t > 0. Åñëè ñèñòåìà (1)

ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî íàéäåòñÿ âåëè÷èíà ∆ = ∆(σ) > 0, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþ-

áûõ ÷èñåë r > 1 è 0 < ρ 6 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà θ = θ(r, ρ) > 0, ÷òî ïðè âñÿêîì

÷èñëå t0 > 0 è ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå H ∈ LU2(r, ρ) íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åí-

íîå ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå U, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + ∆] îöåíêå ‖U(t)‖ 6 θ
è îáåñïå÷èâàþùåå äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t, s) ñèñòåìû (3) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì âûïîëíåíèå

ðàâåíñòâà XU (t0 +∆, t0) = H.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t > 0. Åñëè äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1) ñ ëî-

êàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè ðàâíîìåðíî âïîëíå

óïðàâëÿåìà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåð-

íîé ãëîáàëüíîé äîñòèæèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (1) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî A(t) ≡ 0
ïðè âñåõ t > 0 è óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Òîãäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 äëÿ çà-

ìêíóòîé ñèñòåìû (3), ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (1), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: íàéäåòñÿ

âåëè÷èíà ∆ = ∆(σ) > 0, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r > 1 è 0 < ρ 6 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ



188 À.À. Êîçëîâ, È.Â. Èíö

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2017. Ò. 27. Âûï. 2

âåëè÷èíà θ = θ(r, ρ) > 0, ÷òî ïðè âñÿêîì ÷èñëå t0 > 0 è ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå H ∈ LU2(r, ρ)
íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå U, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè âñåõ
t ∈ [t0, t0 + ∆] îöåíêå ‖U(t)‖ 6 θ è ãàðàíòèðóþùåå äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t, s) ñèñòåìû (3)

ñ ýòèì óïðàâëåíèåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà XU (t0 + ∆, t0) = H. Íàëè÷èå æå ïîñëåäíåãî ñâîé-

ñòâà, â ñèëó òåîðåìû 5, îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ãëîáàëüíóþ äîñòèæèìîñòü äâóìåðíîé ñè-

ñòåìû (3), ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (1). Òåîðåìà 7 äîêàçàíà. �

Â ñòàòüå [25℄ óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü n = 2, m ∈ {1, 2}. Åñëè ñèñòåìà (1) ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè è èí-

òåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî ñóùåñòâóåò

òàêîå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå Ũ : [0,+∞] → Mm 2, ÷òî ñèñòåìà (3) ñ ýòèì

óïðàâëåíèåì àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà (ïî Áîãäàíîâó) ñèñòåìå

ẏ = 0, y ∈ R
2, t > 0. (30)

Çàìå÷àíèå 11. Â òåîðåìå 8 àñèìïòîòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì (3) è (30) îáåñïå-

÷èâàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà [4, ñ. 153�154℄ x = X
Ũ
(t, 0)y, â êîòîðîì ìàòðèöà X

Ũ
(t, 0) �

ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (3) ñ óïðàâëåíèåì U = Ũ(·).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü n = 2, m ∈ {1, 2}. Åñëè ñèñòåìà (1) ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè

è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ åé çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî äîñòèæèìîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î áóäåì ïðîâîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, îïèñàííûì â ëåì-

ìå 30.1 ðàáîòû [3, ñ. 330℄. Ïóñòü ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ïîëíîé óïðàâëÿå-

ìîñòè. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 8, ïîñòðîèì òàêîå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå U1 :
[0,+∞) → Mm 2, ÷òî ñèñòåìà (3) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì x = L(t)y
ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (30). Ïîñêîëüêó èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ẋ = (L(t)y)˙ = L̇(t)y+L(t)ẏ è
ẋ = (A(t) + B(t)U1(t))x = (A(t) + B(t)U1(t))L(t)y, òî, ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåä-

íèõ ðàâåíñòâ è ïðåîáðàçóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì îáðàòèìîñòè ìàòðèöû Ëÿïóíîâà

L(t) ïðè âñåõ t > 0, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ẏ =
(
L−1(t)

(
A(t)+B(t)U1(t)

)
L(t)−L−1(t)L̇(t)

)
y, èç

êîòîðîãî â ñèëó (30) âûòåêàåò �îðìóëà

L−1(t)L̇(t) = L−1(t)(A(t) +B(t)U1(t))L(t). (31)

Ýòî æå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó [3, ñ. 97℄

ẋ = (A(t) +B(t)U1(t))x+B(t)u, x ∈ R
2, t > 0, (32)

ê ñèñòåìå

ẏ = L−1(t)B(t)u, t > 0, (33)

êîòîðàÿ, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, òàê æå êàê è ñèñòåìà (32), ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 11 ìàòðèöåé ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ x = L(t)y ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Êî-

øè ñèñòåìû (3) ñ óïðàâëåíèåì U1, êîòîðàÿ íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ìàòðèöû Êîøè ÿâëÿåòñÿ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ìàòðè÷íîé �óíêöèåé. Òîãäà, ââèäó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

B(t), t > 0, ìàòðèöà ïðè óïðàâëåíèè â ñèñòåìå (33) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà è èíòåãðàëüíî îãðà-
íè÷åíà. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (33) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî â ñèëó òåîðåìû 7 ñèñòåìà

ẏ = L−1(t)B(t)U2(t)y, t > 0, (34)

ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòåìû (33) âûáîðîì íåêîòîðîãî èçìåðèìîãî è îãðàíè÷åííîãî óïðàâëåíèÿ, çà-

äàííîãî â âèäå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u(t) = U2(t)y, t > 0, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíî
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äîñòèæèìîé. Çà�èêñèðóåì äëÿ ñèñòåìû (34) ÷èñëî T èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé

äîñòèæèìîñòè.

Òàê êàê ìàòðèöà XU1
(t, s), t, s > 0, � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (3) ñ èíòåãðàëüíî îãðàíè-

÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè è îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì U1, òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó �ðîíóîëëà�

Áåëëìàíà [4, ñ. 108 �109℄ è �îðìóëó Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî [4, ñ. 73℄, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà κ1 > 1 è 0 < ρ1 6 1, ÷òî äëÿ âñÿêîãî t0 > 0 è ïðîèçâîëüíûõ t, s ∈ [t0, t0+T ]
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ‖XU1

(t, s)‖ 6 κ1 è detXU1
(t, s) > ρ1. Çà�èêñèðóåì ëþáûå ÷èñëà

t0 > 0, κ2 > 1 è 0 < ρ2 6 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó H ∈ M2(κ2, ρ2). Òîãäà äëÿ ìàòðè-

öû H1 := (XU1
(t0, t0 + T )H) ∈ M2 èìåþò ìåñòî îöåíêè ‖H1 −E‖ 6 ‖XU1

(t0, t0 +T )‖ · ‖H‖+1 6

6 κ1 · κ2 + 1 =: r è detH1 = det(XU1
(t0, t0 + T ) ·H) = detXU1

(t0, t0 + T ) · detH > ρ1 · ρ2 =: ρ,
îçíà÷àþùèå ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ H1 ∈ M2(r, ρ). Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ãëîáàëüíîé äîñòè-

æèìîñòè ñèñòåìû (34) ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà d = d(r, ρ) > 0, ïðè êîòîðîé íà îòðåçêå [t0, t0 + T ]
íàéäåòñÿ òàêîå èçìåðèìîå è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå U2 : [t0, t0 + T ] → Mm 2, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ] îöåíêå ‖U2(t)‖ 6 d, ÷òî äëÿ ìàòðèöû Êîøè YU2

(t, s), t, s > 0,
ñèñòåìû (34) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâî YU2

(t0 + T, t0) = H1.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (34) ñ âûáðàííûì óïðàâëåíèåì U2 = U2(·) îáðàòíîå ëÿïóíîâñêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå y = L−1(t)x, òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (31) ïîëó÷èì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé:

L−1(t)B(t)U2(t)L
−1(t)x = L−1(t)B(t)U2(t)y = ẏ = (L−1(t)x)˙ =

= −L−1(t)L̇(t)L−1(t)x+ L−1(t)ẋ = −L−1(t)(A(t) +B(t)U1(t))L(t)L
−1(t)x+ L−1(t)ẋ,

èç êîòîðûõ âûòåêàåò ðàâåíñòâî L−1(t)B(t)U2(t)L
−1(t)x = −L−1(t)(A(t)+B(t)U1(t))x+L−1(t)ẋ.

Îòñþäà, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (34) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

ẋ = (A(t) +B(t)(U1(t) + U2(t)L
−1(t)))x, t > 0. (35)

Ïîëîæèì U(t) := U1(t)+U2(t)L
−1(t). Òîãäà, ââèäó îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íûõ �óíêöèé U1(t),

U2(t), L(t), t > 0, �óíêöèÿ U(t) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé è îãðàíè÷åííîé íà [0,+∞). Â ñèëó çàìå-

÷àíèÿ 11 ïðè âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî L(t) ≡ XU1
(t, t0). Îòñþäà è èç âåðíîãî [3, ñ. 56℄

äëÿ ìàòðèö Êîøè X(t, s) è Y (t, s), t, s > 0, àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì, ñâÿçàí-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà x = L(t)y, ñîîòíîøåíèÿ X(t, s) = L(t)Y (t, s)L−1(s) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ìàòðèöû Êîøè XU (t0 + T, t0) ñèñòåìû (3) ñ âûáðàííûì óïðàâëåíèåì U = U(t) (ò. å.
ñèñòåìû (35), àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå (34)) íà îòðåçêå [t0, t0 + T ] èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

XU (t0 + T, t0) = L(t0 + T ) · YU2
(t0 + T, t0) · L−1(t0) =

= XU1
(t0 + T, t0) · YU2

(t0 + T, t0) ·XU1
(t0, t0) = XU1

(t0 + T, t0) ·H1 · E =

= XU1
(t0 + T, t0) ·XU1

(t0, t0 + T ) ·H = H,

îçíà÷àþùèå ðàâíîìåðíóþ ãëîáàëüíóþ äîñòèæèìîñòü ñèñòåìû (3). Òåîðåìà 9 äîêàçàíà. �
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We 
onsider a linear time-varying 
ontrol system with lo
ally integrable and integrally bounded 
oe�
ients

ẋ = A(t)x +B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t > 0. (1)

We 
onstru
t 
ontrol of the system (1) as a linear feedba
k u = U(t)x with measurable and bounded fun
tion

U(t), t > 0. For the 
losed-loop system

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ R
n, t > 0, (2)

we study a question about the 
onditions for its uniform global attainability. The last property of the system

(2) means existen
e of a matrix U(t), t > 0, that ensure equalities XU ((k + 1)T, kT ) = Hk for the state-

transition matrix XU (t, s) of the system (2) with �xed T > 0 and arbitrary k ∈ N, detHk > 0. The problem
is solved under the assumption of uniform 
omplete 
ontrollability of the system (1), 
orresponding to the


losed-loop system (2), i.e. assuming the existen
e of su
h σ > 0 and γ > 0, that for any initial time t0 > 0
and initial 
ondition x(t0) = x0 ∈ R

n
of the system (1) on the segment [t0, t0 + σ] there exists a measurable

and bounded ve
tor 
ontrol u = u(t), ‖u(t)‖ 6 γ‖x0‖, t ∈ [t0, t0 + σ], that transforms a ve
tor of the initial

state of the system into zero on that segment. It is proved that in two-dimensional 
ase, i.e. when n = 2,
the property of uniform 
omplete 
ontrollability of the system (1) is a su�
ient 
ondition of uniform global

attainability of the 
orresponding system (2).
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